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Òðóäúò ìîæå äà ïîñëóæè íà ñòóäåíòè, äîêòîðàíòè è ñïåöèàëèñòè, çàíèìà-
âàùè ñå ñ èçñëåäâàíå, ðàçðàáîòâàíå è èçïîëçâàíå íà àëãîðèòìè çà èçâëè÷àíå
íà èíôîðìàöèÿ îò äàííè.
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òåìàòè÷åñêè àíàëèç, ñòàòèñòèêà è äèíàìè÷íè ñèñòåìè. Ïîçíàíèÿ ïî èäåí-
òèôèêàöèÿ íà åäíîìåðíè ñèñòåìè, ÷èñëåíè ìåòîäè, à ñúùî èêîíîìåòðèÿ,
ôèíàíñè è äð. áèõà äîïðèíåñëè çà ïî-áúðçîòî íàâëèçàíå â ìàòåðèÿòà.

Åëåìåíòè îò òåîðèÿòà, çàñåãíàòà â ìîíîãðàôèÿòà, ñå ïðåïîäàâà îò àâòîðà ïî
äèñöèïëèíèòå: ½Ìîäåëèðàíå è îïòèìèçàöèÿ íà ïðîöåñè� è ½Ìíîãîñâúðçàíè
ñèñòåìè çà àâòîìàòèçàöèÿ� âúâ ôàêóëòåò ½Àâòîìàòèêà� è ½Èäåíòèôèêàöèÿ
íà ìíîãîìåðíè ñèñòåìè�, ÷àñò I è II âúâ Ôàêóëòåò ½Ïðèëîæíà ìàòåìàòèêà
è èíôîðìàòèêà� íà ÒÓ � Ñîôèÿ.
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ÒÓ � Ñîôèÿ çà çíàíèÿòà, êîèòî ñà îñíîâà íà ðàáîòàòà ìè â
èíäóñòðèÿòà, êàêòî è çà ïîëåçíèòå ñúâåòè ïðè ðåöåíçèðàíåòî
íà ðúêîïèñà.

Áëàãîäàðÿ íà äîö. Àñåí Òîäîðîâ îò ÒÓ � Ñîôèÿ çà áåçöåííàòà
ïîäêðåïà ïðåç ãîäèíèòå.

Áëàãîäàðÿ íà Õðèñòî Õàäæè÷îíåâ îò ½Åêñïèðèúí� çà ñðåäàòà,
êîÿòî ìè îñèãóðè � áåç íåÿ òîçè òðóä íÿìàøå äà ãî èìà.
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Àëåêñàíäúð Åôðåìîâ å ãë. àñ. ä-ð â ÒÓ � Ñîôèÿ, ôàêóëòåò ½Àâòîìàòèêà�, êàòåäðà ½Àâ-

òîìàòèçàöèÿ íà íåïðåêúñíàòèòå ïðîèçâîäñòâà�. Çàâúðøèë å ñïåöèàëèçàöèÿ ½Ñèñòåìè è
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ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÍÀ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÈ ÑÈÑÒÅÌÈ

Â äíåøíî âðåìå ÷îâå÷åñòâîòî ðàçïîëàãà ñ îãðîìíî êîëè÷åñòâî
äàííè. Ñ íàðàñòâàíå íà âúçìîæíîñòèòå çà èçâëè÷àíå íà èí-
ôîðìàöèÿ îò äàííèòå, ñòàâà ðåøèìà çàäà÷àòà çà îïèñàíèå íà
ñèñòåìè ñ âñå ïî-ãîëÿìà ðàçìåðíîñò. ×åñòî ïðåäâàðèòåëíàòà
èíôîðìàöèÿ çà òàêèâà ñèñòåìè å íåäîñòàòú÷íà çà ïîñòðîÿâàíå
íà ìîäåë, à ïîíÿêîãà ëèïñâà. Òîâà ñà îñíîâíè ïðåäïîñòàâêè çà
ðàçâèòèåòî íà èäåíòèôèêàöèÿòà íà ìíîãîìåðíè ñèñòåìè.

Òðóäúò çàñÿãà åòàïèòå íà èäåíòèôèêàöèÿòà, êàòî àêöåíòúò å
èçöÿëî âúðõó ìíîãîìåðíèòå ñèñòåìè. Èçëîæåíè ñà òåõíèêè,
ïðèëîæèìè êàêòî â òåõíè÷åñêàòà îáëàñò, òàêà è â èêîíîìè-
êàòà, ôèíàíñèòå, ìåäèöèíàòà, ñîöèîëîãèÿòà è äð. Òåîðèÿòà å
èçëîæåíà îñíîâíî çà äèíàìè÷íè ñèñòåìè, íî ñà ïðåäñòàâåíè è
äåéíîñòè, òèïè÷íè çà èçãðàæäàíåòî íà ñòàòè÷íè ìîäåëè. Çàñåã-
íàòè ñà õàðàêòåðíèòå îñîáåíîñòè è ïðîáëåìè ïðè èçãðàæäàíåòî
íà ìíîãîìåðíè ìîäåëè. Ïðåäñòàâåíè ñà òåõíè ðåøåíèÿ, à ñúùî
è ÷èñëåíî óñòîé÷èâè ðåàëèçàöèè íà ìåòîäèòå çà îöåíÿâàíå íà
ïàðàìåòðè, êàêòî è åôåêòèâíè ðåøåíèÿ çà ãîëåìè íàáîðè îò
äàííè.

Â ìîíîãðàôèÿòà ñà îáîáùåíè ïðåäñòàâÿíèÿòà íà ìíîãîìåðíè-
òå ðåãðåñèîííè ìîäåëè, ÷èèòî ïàðàìåòðè ìîæå äà ñå îòäåëÿò
(ïîíÿêîãà óñëîâíî) îò ôàêòîðèòå. Òîâà ñà ïðåäñòàâÿíèÿ ñ ìàò-
ðèöà è ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå. Òå íå ñà åêâèâàëåíòíè îò ãëåä-
íà òî÷êà íà çàäà÷àòà íà èäåíòèôèêàöèÿòà. Çàòîâà ñà îïèñàíè
ñúîòâåòíèòå ðåàëèçàöèè íà ìåòîäè çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåò-
ðè, ðàçëè÷èÿòà ïðè èçáîðà íà ñòðóêòóðà íà ìîäåëà, êàêòî è
ïðàêòè÷åñêàòà ïðèëîæèìîñò íà ïðåäñòàâÿíèÿòà ñ ìàòðèöà è ñ
âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå.

Â îòäåëåí òðóä ïðåäñòîè èçëàãàíåòî íà çàäà÷àòà çà îöåíÿâà-
íå íà ïàðàìåòðè è èçáîð íà ñòðóêòóðà íà íåëèíåéíè ìîäåëè,
êîèòî íå ìîæå èëè íå å óäà÷íî äà ñå ïðåäñòàâÿò â ëèíåéíî ïàðà-
ìåòðèçèðàí âèä. Ñúùî òàêà, ùå áúäàò ðàçãëåäàíè ðåêóðñèâíè
ìåòîäè çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè êàêòî çà ëèíåéíî ïàðàìåò-
ðèçèðàíè, òàêà è çà íåëèíåéíè ïî ïàðàìåòðè MIMO ìîäåëè.

À. Åôðåìîâ
Ñîôèÿ, 2013





Ñúäúðæàíèå

Óâîä 1

1 Ìîäåëèðàíå íà ìíîãîìåðíè ñèñòåìè 5
1.1 Âúâåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.1 Èçâëè÷àíå íà èíôîðìàöèÿ îò äàííèòå . . . . . . . . 7
1.1.2 Ïðèëîæåíèå íà ìîäåëèòå . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.1.3 Ïðèìåðè çà ìíîãîìåðíè ñèñòåìè . . . . . . . . . . . 16
1.1.4 Íåîïðåäåëåíîñò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.1.5 Ïîäõîäè çà ìîäåëèðàíå . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.2 Àíàëèòè÷íî ìîäåëèðàíå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.2.1 Ãðàíèöè íà ñèñòåìàòà . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.2.2 Ïúðâîíà÷àëåí ìîäåë . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.2.3 Ïðåîáðàçóâàíå îò ÷àñòíè â îáèêíîâåíè ÄÓ . . . . . 32
1.2.4 Ëèíåàðèçàöèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.2.5 Íàìàëÿâàíå íà ðåäà íà ìîäåëà . . . . . . . . . . . . 33
1.2.6 Äèñêðåòèçàöèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.2.7 Âðúçêà ñ åêñïåðèìåíòàëíèÿ ïîäõîä . . . . . . . . . . 33

1.3 Åêñïåðèìåíòàëíî ìîäåëèðàíå . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
1.3.1 Ãðàíèöè íà ñèñòåìàòà . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.3.2 Êëàñ íà ìîäåëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
1.3.3 Åêñïåðèìåíò, ïðåäâàðèòåëíà îáðàáîòêà è àíàëèç . . 37
1.3.4 Îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè è èçáîð íà ñòðóêòóðà . . . 38
1.3.5 Âàëèäàöèÿ íà ìîäåëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
1.3.6 Âðúçêà ñ àíàëèòè÷íèÿ ïîäõîä . . . . . . . . . . . . . 39

1.4 Àâòîìàòèçèðàíà èäåíòèôèêàöèÿ . . . . . . . . . . . . . . . 41

2 Åòàïè íà èäåíòèôèêàöèÿòà íà MIMO ñèñòåìè 43
2.1 Êëàñ íà ìîäåëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.1.1 Èçáîð íà êëàñ íà ìîäåëà . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.1.2 Êëàñèôèêàöèè íà ìîäåëèòå . . . . . . . . . . . . . . 44
2.1.3 Ðåãðåñèîííè ìîäåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
2.1.4 Äåêîìïîçèöèè íà MIMO ìîäåëèòå . . . . . . . . . . 75



viii Ñúäúðæàíèå

2.2 Åêñïåðèìåíò, ïðåäâàðèòåëíà îáðàáîòêà è àíàëèç íà äàííè 79
2.2.1 Ïëàíèðàíå íà åêñïåðèìåíò . . . . . . . . . . . . . . . 80
2.2.2 Ïðåäâàðèòåëíà îáðàáîòêà íà äàííè . . . . . . . . . 88
2.2.3 Àíàëèç íà äàííè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

2.3 Îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè è èçáîð íà ñòðóêòóðà íà ìîäåëà . 132
2.3.1 Îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè . . . . . . . . . . . . . . . . 133
2.3.2 Öåëåâà ôóíêöèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
2.3.3 Êðèòåðèé çà îïòèìàëíîñò . . . . . . . . . . . . . . . 136
2.3.4 Ìåòîäè çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè . . . . . . . . . . 136
2.3.5 Åäíîêðàòíî è èòåðàòèâíî îöåíÿâàíå . . . . . . . . . 155
2.3.6 Èçáîð íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà . . . . . . . . . . . 156
2.3.7 Ïîåòàïíî ìîäåëèðàíå . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

2.4 Âàëèäàöèÿ íà ìîäåëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
2.4.1 Ðàçïðåäåëåíèå íà îñòàòúêà . . . . . . . . . . . . . . 162
2.4.2 Ìîäåë ñúñ ñâîáîäåí ÷ëåí . . . . . . . . . . . . . . . . 162
2.4.3 Îáîáùåíè ïîêàçàòåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
2.4.4 ×àñòè÷íè ïîêàçàòåëè íà êà÷åñòâîòî . . . . . . . . . 171
2.4.5 Ïðåîðàçìåðÿâàíå è óíèâåðñàëíîñò íà ìîäåëà . . . . 174
2.4.6 Ìîäèôèöèðàíè ïîêàçàòåëè íà êà÷åñòâîòî . . . . . . 175
2.4.7 Êðîñâàëèäàöèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

3 Îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè ñ ëèíååí ïîäõîä. Ñòðóêòóðà
íà ìîäåëà 183
3.1 Ïàðàìåòðè è ñòðóêòóðà íà ìîäåëà . . . . . . . . . . . . . . 183

3.1.1 Îöåíÿâàíå íà ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíè ìîäåëè . . 185
3.1.2 Îöåíÿâàíå íà åäèí MIMO èëè ìíîæåñòâî MISO ìî-

äåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
3.2 Ìåòîäè çà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå . . . . . . . . . 188

3.2.1 Ìîäåë â îáù âèä ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå . . . . 189
3.2.2 Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè . . . . . . . . . . . 191
3.2.3 Ìåòîä íà ïðåòåãëåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè . . . . 206
3.2.4 Ìåòîä íà îáîáùåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè . . . . . 214
3.2.5 Ìåòîä íà ðàçøèðåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè . . . . . 215
3.2.6 Ìåòîä íà èíñòðóìåíòàëíèòå ïðîìåíëèâè . . . . . . 224
3.2.7 Ðîáàñòåí ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè . . . . . . 227

3.3 Ìåòîäè çà ìîäåë ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå . . . . . . . . . . 233
3.3.1 Ìîäåë â îáù âèä ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå . . . . . 234
3.3.2 Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè . . . . . . . . . . . 237
3.3.3 Ìåòîä íà ïðåòåãëåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè . . . . 239
3.3.4 Måòîä íà îáîáùåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè . . . . . 241



Ñúäúðæàíèå ix

3.3.5 Ìåòîä íà ðàçøèðåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè . . . . . 241
3.3.6 Ìåòîä íà èíñòðóìåíòàëíèòå ïðîìåíëèâè . . . . . . 246
3.3.7 Ðîáàñòåí ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè . . . . . . 247

3.4 ×èñëåíî óñòîé÷èâè ðåàëèçàöèè íà îöåíèòåëèòå . . . . . . . 251
3.4.1 ×èñëåíè ïðîáëåìè ïðè îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðè . 252
3.4.2 Ëèíåéíî çàâèñèìè ôàêòîðè . . . . . . . . . . . . . . 254
3.4.3 LS ñ ðåãóëÿðèçàöèÿ íà Òèõîíîâ . . . . . . . . . . . . 257
3.4.4 LS ñ QR äåêîìïîçèöèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . 260
3.4.5 LS ñ SVD äåêîìïîçèöèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . 263

3.5 Èçáîð íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà . . . . . . . . . . . . . . . 268
3.5.1 Îïòèìèçèðàíå íà ñòðóêòóðàòà . . . . . . . . . . . . 269
3.5.2 Ñòðóêòóðíè ïàðàìåòðè íà ìíîãîìåðíè ìîäåëè . . . 270
3.5.3 Ñòúïêîâè ìåòîäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272
3.5.4 Ðåãðåñèÿ ñ ïúëíî ìíîæåñòâî îò ìîäåëè . . . . . . . 276
3.5.5 Ïðàâà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . 277
3.5.6 Îáðàòíà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ . . . . . . . . . . . . . . 282
3.5.7 Êîìáèíèðàíà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ . . . . . . . . . . . 285
3.5.8 Ãðóïîâà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ . . . . . . . . . . . . . . 291

Çàêëþ÷åíèå 293

Ïðèëîæåíèå. Óìíîæåíèÿ íà òåíçîð è ìàòðèöà 297

Îçíà÷åíèÿ 303

Ñúêðàùåíèÿ 315

Áèáëèîãðàôèÿ 316





Óâîä

Ìîäåëèðàíåòî å ïîçíàâàòåëåí ïðîöåñ, ÷èÿòî öåë å èçó÷àâàíåòî íà èçñ-
ëåäâàíèòå îáåêòè. Òîâà ñå ïîñòèãà ñ èçãðàæäàíåòî íà ìîäåëè � ïðèáëè-
æåíèÿ, îòðàçÿâàùè îïðåäåëåíè àñïåêòè íà îáåêòèòå. Ìîäåëèòå ñà ôóí-
äàìåíòàëíè çà ÷îâåøêîòî ïîçíàíèå. Îò ðàæäàíåòî ñè ÷îâåê ñå ó÷è äà
èíòåðïðåòèðà ïîòîêà îò ñåòèâíè äàííè îò îêîëíèÿ ñâÿò, êàòî ñ âðåìå-
òî ôîðìèðà âñå ïî-ñëîæíè è ïî-ïðåöèçíè ïðåäñòàâè çà ñâåòà. Òàêà òîé
èçãðàæäà ñâîÿòà ïîçíàâàòåëíà ñèñòåìà [63], ñ êîÿòî îñúçíàâà ñâåòà. Íàï-
ðèìåð, àêî ÷îâåê ïîïàäíå â ñòàÿ, â êîÿòî íå å âëèçàë, ñ áúðç ïîãëåä òîé
ìèãíîâåíî ½ïîäðåæäà� êîíêðåòíàòà ðåàëíîñò. Íå å íóæíî äà ñå âçèðà
âúâ âñåêè ïðåäìåò � íåãîâàòà ïîçíàâàòåëíà ñèñòåìà óñëóæëèâî ïîïúë-
âà âñè÷êè ëèïñè â ïîòîêà îò ñåòèâíè äàííè è òàêà ñå ïîëó÷àâà åäíà çà-
âúðøåíà ðåàëíîñò (äîðè íå å íóæíî ïîñòîÿííî äà ñå óâåðÿâà, ÷å ñòåíàòà
çàä ãúðáà ìó å âñå îùå òàì � áëàãîäàðåíèå íà ïðåäñòàâèòå, â ñúçíàíèåòî
ìó ñòåíàòà å òî÷íî íà ìÿñòîòî ñè...). Â òîçè ñìèñúë, çà äà ìîæå ÷îâåê
äà ïîääúðæà ñâîÿòà åæåäíåâíà ðåàëíîñò, ñå íóæäàå îò âúçïðèÿòèÿòà
äîòîëêîâà, ÷å äà çàõðàíè ïîçíàâàòåëíàòà ñè ñèñòåìà ñ äàííè, à ñúùèíñ-
êîòî îñúçíàâàíå ñå ïîëó÷àâà ñ ïîìîùòà íà èçâèêâàíèòå ïðåäñòàâè. Òúé
êàòî îñúçíàâàìå ñâåòà, êàòî áîðàâèì ñ ïðåäñòàâè, ìîæå äà ñå êàæå, ÷å
èçó÷àâàíåòî ìó å ïðîöåñ íà ìîäåëèðàíå, à ïðîäóêòúò îò òàçè äåéíîñò ñà
ïðåäñòàâèòå � ìîäåëè, îïðîñòåíè çàìåñòèòåëè íà ðàçëè÷íè àñïåêòè îò
îêîëíèÿ ñâÿò.

Ìîæå áè ïîðàäè òîëêîâà âàæíîòî çíà÷åíèå íà ìîäåëèòå çà ÷îâå-
êà, òå íàìèðàò ïðèëîæåíèå â ìíîãî îáëàñòè îò íåãîâàòà äåéíîñò � è â
íàóêàòà, è â èçêóñòâîòî. Îáëàñòòà, çàñåãíàòà â ìîíîãðàôèÿòà, å èçãðàæ-
äàíåòî íà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè, êàòî ïî-òî÷íî å èçëîæåí åäèíèÿò îò
äâàòà ïîäõîäà çà ìîäåëèðàíå, íàðå÷åí èäåíòèôèêàöèÿ. Òîçè ïîäõîä å
åêñïåðèìåíòàëåí. Ïðè íåãî, íà áàçàòà íà äîñòúïíè äàííè çà èçñëåäâà-
íèÿ îáåêò, ñå ôîðìèðà ìàòåìàòè÷åñêî îïèñàíèå íà òåçè íåãîâè àñïåêòè,
êîèòî äàííèòå îòðàçÿâàò. Ïîäõîäúò ðÿäêî íàìèðà ïðèëîæåíèå â ÷èñò
âèä, òúé êàòî äàííèòå ñúäúðæàò, îñâåí èíôîðìàöèÿ çà îáåêòà, è íåîï-
ðåäåëåíîñòè. Àêî ñëÿïî ñå ðàç÷èòà íà äàííèòå, å âúçìîæíî äà ñå ïîëó÷è
ìîäåë, êîéòî íå îòðàçÿâà äîñòîâåðíî îïèñâàíèòå àñïåêòè íà îáåêòà. Çà-
òîâà âèíàãè èìà ñòðåìåæ èäåíòèôèêàöèÿòà äà ñå êîìáèíèðà ñ äðóãèÿ
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ïîäõîä � àíàëèòè÷íîòî ìîäåëèðàíå. Äîêàòî ïðè èäåíòèôèêàöèÿòà èç-
òî÷íèêúò íà èíôîðìàöèÿ çà îáåêòà ñà äàííèòå, ïðè àíàëèòè÷íèÿ ïîäõîä
èíôîðìàöèÿòà ñå èçâëè÷à îò ïðåäâàðèòåëíèòå çíàíèÿ çà îáåêòà (îñíîâ-
íèòå ïðèíöèïè è çàêîíè îò ñúîòâåòíàòà îáëàñò). Òîçè ïîäõîä ñúùî íå å
æåëàòåëíî äà ñå ïðèëàãà ñàìîñòîÿòåëíî, çàùîòî ïðåäâàðèòåëíîòî çíà-
íèå ñúùî å îïèñàíèå íà ðåàëíîñòòà, à òîâà å ïðåäïîñòàâêà çà ïîëó÷àâàíå
íà íåòî÷åí ìîäåë. Òúé êàòî äîïóñêàíèòå ãðåøêè ïðè èçïîëçâàíåòî íà
äâàòà èçòî÷íèêà íà èíôîðìàöèÿ èìàò ðàçëè÷íà ïðèðîäà, êîìáèíèðàíå-
òî íà ïîäõîäèòå çà ìîäåëèðàíå ïîçâîëÿâà òåçè ãðåøêè äà ñå ïîòèñíàò.
Çàòîâà, âúïðåêè ÷å òðóäúò çàñÿãà äåéíîñòèòå, ñâúðçàíè ñ èäåíòèôèêà-
öèÿòà, ùå áúäå îòäåëåíî âíèìàíèå è íà èçïîëçâàíåòî íà ïðåäâàðèòåëíà
èíôîðìàöèÿ, õàðàêòåðíà çà àíàëèòè÷íèÿ ïîäõîä.

Â Ïúðâà ãëàâà å çàñåãíàò âúïðîñúò çà èçâëè÷àíå íà èíôîðìàöèÿ îò
äàííèòå, êàòî îáèêíîâåíî, â îïðåäåëåí åòàï íà òîçè ïðîöåñ, ñå ïîñòðîÿâà
ìîäåë. Ïðåäñòàâåíè ñà ðàçëè÷íè öåëè, çà êîèòî ñå èçïîëçâàò ìîäåëèòå,
êàêòî è íÿêîè ïðèìåðè íà îáåêòè, çà êîèòî èçëîæåíàòà òåîðèÿ íàìèðà
ïðèëîæåíèå. Â òàçè ÷àñò íà ìîíîãðàôèÿòà ñå èçëàãàò íàêðàòêî åòàïèòå
íà àíàëèòè÷íîòî è åêñïåðèìåíòàëíîòî ìîäåëèðàíå. Ïúðâà ãëàâà çàâúð-
øâà ñ âúïðîñà çà íàðàñòâàùàòà íóæäà îò àâòîìàòèçèðàíå íà èäåíòè-
ôèêàöèÿòà. Êîãàòî èçñëåäâàíàòà ñèñòåìà å ñ ìíîãî ãîëÿìà ðàçìåðíîñò
(â ñìèñúë íà áðîé âõîäîâå è/èëè èçõîäè), àâòîìàòèçèðàíîòî èçãðàæ-
äàíå íà ìîäåë ìîæå äà ñå îêàæå åäèíñòâåíèÿò ïúò çà èçïúëíåíèå íà
èäåíòèôèêàöèÿòà.

Âòîðà ãëàâà ïîäðîáíî çàñÿãà åòàïèòå íà èäåíòèôèêàöèÿòà. Ðàçãëåäà-
íè ñà ðàçëè÷íè êëàñèôèêàöèè íà ìîäåëèòå, íàé-âå÷å ñ öåë óòî÷íÿâàíå
íà êëàñîâåòå ìîäåëè, êîèòî ñå ðàçãëåæäàò ïî-ïîäðîáíî â ìîíîãðàôè-
ÿòà. Îáîáùåíè ñà âúçìîæíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ â îáù âèä íà ìíîãîìåð-
íèòå ðåãðåñèîííè ìîäåëè, ïðè êîèòî ïàðàìåòðèòå ìîæå äà ñå îòäåëÿò
îò ðåãðåñîðèòå. Òå ñå ðàçäåëÿò íà äâå ãðóïè, à èìåííî � ïðåäñòàâÿíèÿ
ñ ìàòðèöà è ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå. Ïîäðîáíî ñà èçñëåäâàíè òåõíè-
òå ñâîéñòâà. Íàïðàâåíè ñà çàêëþ÷åíèÿ çà òÿõíîòî ïðèëîæåíèå êàêòî â
ðàìêèòå íà ïðîöåñà íà èäåíòèôèêàöèÿ íà ìíîãîìåðíè ñèñòåìè, òàêà è
îò ãëåäíà òî÷êà íà íÿêîè èçèñêâàíèÿ êúì ìîäåëèòå, íàëàãàíè â ðàç-
ëè÷íè ïðèëîæíè îáëàñòè. Ïîäðîáíî å çàñåãíàòà òåìàòà çà ñúáèðàíåòî,
îáðàáîòêàòà è ïúðâîíà÷àëíèÿ àíàëèç íà äàííèòå � åòàï, êîéòî ìîæå äà
îòíåìå îñíîâíàòà ÷àñò îò âðåìåòî çà èçãðàæäàíå íà ìîäåë è êîéòî ìîæå
äà å ðåøàâàù çà èçõîäà îò èäåíòèôèêàöèÿòà. Ïðåäñòàâåí å è ñúùèíñêè-
ÿò åòàï ïî èçãðàæäàíåòî íà ìîäåëà, êàòî òóê öåëòà å îáçîð íà ìåòîäèòå
çà îöåíÿâàíå. Ðàçãëåæäàò ñå îöåíèòåëè íà ëèíåéíè è íåëèíåéíè ìîäåëè,
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çàñÿãàíè â ìîíîãðàôèÿòà, à ñúùî è èçãðàæäàíå íà îöåíèòåëè çà ïðîèç-
âîëíè, íî èçâåñòíè ðàçïðåäåëåíèÿ íà îñòàòúêà. Îñâåí òîâà å çàñåãíàò
è âúïðîñúò çà îò÷èòàíåòî íà ïðåäâàðèòåëíè çíàíèÿ çà ñòîéíîñòèòå íà
ïàðàìåòðèòå. Ïî òîçè íà÷èí å èçâúðøåí ïðåãëåä íà ìåòîäèòå çà îöå-
íÿâàíå íà ïàðàìåòðè, â îñíîâàòà íà êîèòî å ìåòîäúò íà Áåéñ. Îáùî
å îïèñàíà äåéíîñòòà ïî èçáîðà íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà. Ïîñëåäíàòà
òåìà âúâ Âòîðà ãëàâà ñå îòíàñÿ çà ïðîâåðêàòà íà äîñòîâåðíîñòòà íà ìî-
äåëà. ×åñòî â ëèòåðàòóðàòà òîçè åòàï ñå íàðè÷à íàêðàòêî âàëèäàöèÿ.
Òîâà å óñòàíîâåí òåðìèí, êîéòî ñå èçïîëçâà â ìîíîãðàôèÿòà, çàåäíî ñ
ïî-òî÷íîòî è êîðåêòíî íàèìåíîâàíèå: ïðîâåðêà íà äîñòîâåðíîñòòà íà
ìîäåëà, âúâåäåíî â áúëãàðñêàòà ëèòåðàòóðà â [10]. Èçëîæåíè ñà îáîá-
ùåíè è ÷àñòè÷íè ïîêàçàòåëè íà êà÷åñòâîòî. Ðàçãëåäàí å è âúïðîñúò çà
åâåíòóàëíîòî ïðåîðàçìåðÿâàíå íà îïèñàíèåòî è ñà îïèñàíè íà÷èíè çà
èçáÿãâàíå íà òîçè íåæåëàí åôåêò. Íàêðàÿ ñà ïðåäñòàâåíè åäíîêðàòíàòà
è ìíîãîêðàòíàòà êðîñâàëèäàöèÿ.

Â ïîñëåäíàòà ãëàâà ïîäðîáíî å èçëîæåíî îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðè-
òå è èçáîðúò íà ñòðóêòóðàòà íà ìíîãîìåðíè ìîäåëè. Èçâåäåíè ñà êîíê-
ðåòíè âàðèàíòè íà äâåòå îáùè îïèñàíèÿ íà ìîäåëèòå. Çà òåçè âàðèàíòè
ñà èçâåäåíè è êîíêðåòíè îöåíèòåëè íà ïàðàìåòðèòå. Â îñíîâàòà íà îöå-
íèòåëèòå, ðàçãëåäàíè â òðóäà, å çàëîæåíî, ÷å ìîäåëèòå èëè ñà ëèíåéíè
ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðèòå, èëè ñå ïðèåìàò çà òàêèâà íà åòàïà íà
îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå èì. Ñúùî òàêà ñà ïðåäñòàâåíè ñòðóêòóð-
íèòå ïàðàìåòðè íà ìíîãîìåðíèòå ìîäåëè, êàêòî è íà÷èíèòå çà òÿõíîòî
îïðåäåëÿíå. Ïîäðîáíî ñà îïèñàíè èäåèòå íà ðàçëè÷íè ñòúïêîâè ìåòîäè
çà èçáîð íà ìíîæåñòâî îò çíà÷èìè (êàòî ãðóïà) ôàêòîðè è ñà èçëîæåíè
êîíêðåòíè àëãîðèòìè.

Ìîíîãðàôèÿòà çàâúðøâà ñúñ çàêëþ÷åíèå, â êîåòî ñå àêöåíòèðà íà
ïðèëîæèìîñòòà íà òåîðèÿòà â íåòåõíè÷åñêè îáëàñòè, îñîáåíî êúäåòî
ìîäåëèòå ñà ñ ìíîãî ãîëÿìà ðàçìåðíîñò. Îñíîâíî âíèìàíèå å îòäåëåíî
íà ïðèíîñíèòå ìîìåíòè â òðóäà, à èìåííî: îáîáùåíèåòî íà îïèñàíèÿòà
íà ìíîãîìåðíèòå ðåãðåñèîííè ìîäåëè; îïèñàíèåòî íà íÿêîè îöåíèòåëè
íà ïàðàìåòðè íà ìíîãîìåðíè ìîäåëè, êúäåòî ïðåäñòàâÿíåòî ñ òåíçîðè
å óäà÷íî; àâòîìàòèçèðàíåòî íà ïðîöåñà íà èäåíòèôèêàöèÿ è ïîñòðîÿâà-
íåòî íà ìíîãîìåðíè äèíàìè÷íè ìîäåëè íà ñèñòåìè ñ ìíîãî ãîëÿì áðîé
âõîäîâå è èçõîäè.

Â îòäåëíî ïðèëîæåíèå ñà îïèñàíè äâå óìíîæåíèÿ íà òåíçîð è ìàò-
ðèöà, åäíîòî îò êîèòî å ïðåäëîæåíî â ìîíîãðàôèÿòà è ñå èçïîëçâà çà
îïðîñòÿâàíå íà õàðàêòåðíè äåéñòâèÿ ìåæäó òåíçîð è ìàòðèöè, èçâúðø-
âàíè â íÿêîè îò ìíîãîìåðíèòå îöåíèòåëè.
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Ïðàêòè÷åñêèòå ðàçðàáîòêè íà àâòîðà ñà ñâúðçàíè ñ àíàëèçè, èçâúð-
øåíè çà êîìïàíèÿòà ½Ãàëóñ� [96] è ïðîåêòèðàíåòî íà àëãîðèòìè, âíåä-
ðåíè â ñîôòóåðíè ïðîäóêòè íà êîìïàíèèòå ½Ðèòåéë Àíàëèòèêñ� [134] è
½Åêñïèðèúí� [87]. Ïî-êîíêðåòíî, ÷àñò îò òåîðèÿòà îòðàçÿâà ôóíêöèîíàë-
íîñòòà íà ñîôòóåðà çà ìîäåëèðàíå MDS íà ½Åêñïèðèúí� è ðàçðàáîòåíèòå
îò àâòîðà àâòîìàòèçèðàíè ñèñòåìè çà èçãðàæäàíå íà äèíàìè÷íè ìîäåëè
íà õèïåðìàðêåòè ñ ìíîãî ãîëÿìà ðàçìåðíîñò (îò ïîðÿäúêà íà ìèëèîíè
âõîäîâå è èçõîäè) ïî ïîðú÷êà íà ½Ðèòåéë Àíàëèòèêñ�.

Çà ïðåäñòàâÿíå íà òåîðèÿòà ñà äàäåíè ïðèìåðè, èçïúëíåíè â ñðå-
äàòà íà Matlab. Òúé êàòî ïðàêòè÷åñêàòà ðàáîòà â îñíîâàòà íà òðóäà å
ðàçðàáîòâàíå íà àëãîðèòìè áåç èçïîëçâàíåòî íà ãîòîâè ôóíêöèè, ñúîò-
âåòíî òàêèâà íå ñà äèñêóòèðàíè â ìîíîãðàôèÿòà. Â òîçè ñìèñúë öåë íà
ìîíîãðàôèÿòà å èçñëåäâàíåòî íà ïðèíöèïèòå â èäåíòèôèêàöèÿòà, à íå
ïðåäñòàâÿíå íà êîíêðåòíè ñðåäè çà ìîäåëèðàíå, èçñëåäâàíå íà âúçìîæ-
íîñòèòå íà SAS, R, ïðèëîæèìîñòòà íà System Identi�cation Toolbox íà
Matlab, è ò.í. çà èçãðàæäàíåòî íà ìíîãîìåðíè ìîäåëè. Ïî òàçè ïðè÷è-
íà ñòðåìåæúò â èçëîæåíèåòî å äà ñå èçÿñíè èäåÿòà íà ðàçãëåæäàíèòå
ìåòîäè è àëãîðèòìè, êàêòî è êîíêðåòíè ðåàëèçàöèè â ïîäðîáíîñòè, ïîç-
âîëÿâàùè íà ÷èòàòåëÿ äà ñå çàïîçíàå ïðàêòè÷åñêè ñ ïðîåêòèðàíåòî íà
àëãîðèòìè çà ðåøàâàíå íà ðåàëíè çàäà÷è.



Ãëàâà 1

Ìîäåëèðàíå íà ìíîãîìåðíè ñèñòåìè

1.1 Âúâåäåíèå

Ñèñòåìàòà íàé-îáùî å ìíîæåñòâî îò âçàèìîñâúðçàíè åëåìåíòè. Îñ-
íîâíèòå �è ñâîéñòâà ñå ïîëó÷àâàò îò âçàèìîäåéñòâèåòî ìåæäó åëåìåíòè-
òå, à íå îò äåéñòâèåòî èì ïîîòäåëíî. Îò ãëåäíà òî÷êà íà ìîäåëèðàíåòî,
ïîíÿòèåòî ñèñòåìà èëè îáåêò íà èçñëåäâàíå å òàçè ÷àñò îò ðåàëíèÿ ñâÿò,
êîÿòî òðÿáâà äà áúäå îïèñàíà. Â íÿêîè èçòî÷íèöè ñå ïðàâè ðàçëèêà ìåæ-
äó îáåêò è ñèñòåìà, êàòî ñèñòåìàòà âêëþ÷âà ñàìî òàçè ÷àñò îò ðåàëíèÿ
îáåêò, êîÿòî ïîäëåæè íà ìîäåëèðàíå. Íàïðèìåð â êðåäèòíàòà èíäóñò-
ðèÿ, îáåêòúò ìîæå äà å êàíäèäàò çà êðåäèò, à ñèñòåìàòà äà âêëþ÷âà
ñàìî âðúçêàòà ìåæäó âúçðàñòòà, ñåìåéíîòî ïîëîæåíèå, äîõîäà è äð. õà-
ðàêòåðèñòèêè è âåðîÿòíîñòòà êàíäèäàòúò äà å ½äîáúð� êðåäèòîïîëó÷à-
òåë (à äðóãè àñïåêòè íà îáåêòà, êàòî ãðúäíà îáèêîëêà è îáëåêëî, íå ñå
âêëþ÷âàò â èçñëåäâàíàòà ñèñòåìà). Â ìîíîãðàôèÿòà ïîíÿòèÿòà ñèñòåìà
è îáåêò (àêî íå å óòî÷íåíî äðóãî) ùå ñå èçïîëçâàò çà îçíà÷àâàíå èìåí-
íî íà àñïåêòèòå îò ñâåòà, êîèòî òðÿáâà äà áúäàò îïèñàíè. Îñîáåíîñò íà
ñèñòåìàòà å, ÷å òÿ ñè âçàèìîäåéñòâà ñ îêîëíèÿ ñâÿò. Çà äà ñå ôîðìè-
ðà íåéíî îïèñàíèå, ïúðâî òÿ òðÿáâà äà ñå èçîëèðà îò çàîáèêàëÿùàòà ÿ
ñðåäà. Òàçè çàäà÷à íåâèíàãè å ëåñíà � èìà ïðèëîæíè îáëàñòè, êúäåòî
îòäåëÿíåòî �è å òâúðäå óñëîâíî.

Â ðåçóëòàò îò ìîäåëèðàíåòî ñå ïîëó÷àâà ìîäåë � ïðèáëèæåíèå íà
ñïîìåíàòèòå àñïåêòè íà ðåàëíèÿ îáåêò. Â òåêñòà ìîäåë å ìàòåìàòè÷åñ-
êîòî îïèñàíèå íà ñèñòåìàòà. Îñíîâíè ñâîéñòâà íà ìîäåëà ñà êðàéíîñò,
îïðîñòåíîñò, ïðèáëèæåíîñò è äîñòîâåðíîñò. Ïîä êðàéíîñò ñå èìà ïðåä-
âèä, ÷å ìîäåëúò îòðàçÿâà ñàìî òåçè ñâîéñòâà íà îáåêòèòå, êîèòî ñà âàæ-
íè çà ïðèëîæåíèåòî ìó. Îïðîñòåíîñòòà å ñâîéñòâî, êîåòî ÷åñòî ñå òúðñè,
òúé êàòî ïî-ëåñíî ñå áîðàâè ñ ìîäåë ñ ïî-ïðîñòà ñòðóêòóðà. Ìîäåëúò å
ïðèáëèæåíèå íà ñèñòåìàòà, à îñíîâíà öåë íà ìîäåëèðàíåòî å íåãîâàòà
äîñòîâåðíîñò äà å çàäîâîëèòåëíà îò ãëåäíà òî÷êà íà öåëòà, çà êîÿòî ùå
ñå èçïîëçâà.
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Â äîëíèòå ðàçãëåæäàíèÿ ìîäåëúò îòðàçÿâà âðúçêàòà ìåæäó ìíî-
æåñòâî îò âõîäíè âåëè÷èíè è äðóãî ìíîæåñòâî îò èçõîäíè âåëè÷èíè.
Â ìîíîãðàôèÿòà ñå èçïîëçâà è ïîíÿòèåòî ñèãíàë, êîãàòî ñå èìà ïðåä-
âèä êîíêðåòíî ïîâåäåíèå íà îáåêòà. Ñèãíàëúò å ôóíêöèÿ íà åäíà èëè
íÿêîëêî íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè [128]. Íàé-÷åñòî òîé ñå ðàçãëåæäà êà-
òî ôóíêöèÿ íà âðåìåòî, íàïðèìåð òåìïåðàòóðà â îïðåäåëåíà òî÷êà îò
ïðîñòðàíñòâîòî, êîÿòî ñå èçìåíÿ ñ âðåìåòî. Îò äðóãà ñòðàíà, ñèãíàëúò,
íîñåù èíôîðìàöèÿ çà ÷åðâåíèÿ öâÿò, â èçîáðàæåíèå çàâèñè îò äâå íå-
çàâèñèìè ïðîìåíëèâè, êîèòî ñà ïðîñòðàíñòâåíè.

Ïîíÿêîãà å âúçìîæíî îïèñàíèåòî íà ñèñòåìàòà äà áúäå ïîëó÷åíî àíà-
ëèòè÷íî, êàòî çà öåëòà ñå ïðèëàãàò îñíîâíèòå ïðèíöèïè â ñúîòâåòíàòà
îáëàñò íà ïîçíàíèåòî (ôèçèêà, õèìèÿ, áèîëîãèÿ, èêîíîìèêà è ò.í.). Òî-
çè ïîäõîä çà ïîëó÷àâàíå íà ìîäåëè èìà ïðåäèìñòâîòî, ÷å ñå áàçèðà íà
êîíêðåòíèòå çàêîíîìåðíîñòè â èçó÷àâàíèòå ïðîöåñè. Íî ÷åñòî çà òîâà ñà
íóæíè ñïåöèàëèçèðàíè è çàäúëáî÷åíè ïîçíàíèÿ, êîèòî ïîíÿêîãà ëèïñ-
âàò. Ñúùî òàêà àíàëèòè÷íîòî îïðåäåëÿíå íà ìîäåëà ìîæå äà å ñâúðçàíî
ñúñ çíà÷èòåëíî âðåìå è óñèëèÿ, êîåòî îñêúïÿâà è çàòðóäíÿâà íåãîâî-
òî ôîðìèðàíå. Ïîëó÷åíèòå ïî òîçè íà÷èí ìîäåëè îáèêíîâåíî ñà òâúðäå
ñëîæíè. Îò äðóãà ñòðàíà, íåâèíàãè å âúçìîæíî àíàëèòè÷íî äà ñå óòî÷-
íè êëàñúò, ïîäõîäÿùàòà ñòðóêòóðà íà ìîäåëà, çíà÷èìèòå ôàêòîðè, âëè-
ÿåùè íà èçõîäà ìó, è äð. Â òàêúâ ñëó÷àé ñå ïðèëàãà åêñïåðèìåíòàëíèÿò
ïîäõîä, íàðå÷åí îùå èäåíòèôèêàöèÿ, â îñíîâàòà íà êîéòî å îáðàáîòêàòà
íà âõîäíî-èçõîäíè äàííè çà èçñëåäâàíàòà ñèñòåìà.

×åñòî òåðìèíúò èäåíòèôèêàöèÿ ñå ñâúðçâà ñ åêñïåðèìåíòàëíîòî ìî-
äåëèðàíå íà äèíàìè÷íè ñèñòåìè â òåõíè÷åñêàòà îáëàñò [113, 139]. Íî òúé
êàòî åòàïèòå ïðè èçãðàæäàíåòî íà ìîäåëè â îáëàñòè êàòî ôèíàíñè, ïà-
çàðíè ñèñòåìè, ìåäèöèíà, ñîöèîëîãèÿ è äð. ñà ñúùèòå êàòî â òåõíèêàòà,
â ìîíîãðàôèÿòà èäåíòèôèêàöèÿòà, êàòî ïîíÿòèå, ñúâïàäà ñ åêñïåðèìåí-
òàëíîòî ìîäåëèðàíå èçîáùî, íåçàâèñèìî îò ñâîéñòâàòà íà ñèñòåìàòà èëè
ïðèëîæíàòà îáëàñò. Îáèêíîâåíî òîçè ïîäõîä ñå êîìáèíèðà ñ ïúðâèÿ, êà-
òî ïîëçâàíåòî íà àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ ïîìàãà çà èçáîð íà êëàñà íà
ìîäåëà, íåãîâàòà ñòðóêòóðà, çà ïëàíèðàíåòî, ïðîâåæäàíåòî íà êîðåêòíè
åêñïåðèìåíòè, àäåêâàòíàòà îáðàáîòêà è àíàëèç íà ïîëó÷åíèòå äàííè, èç-
áîðà íà ïîäõîäÿù îöåíèòåë íà ïàðàìåòðè, âúâåæäàíåòî íà îãðàíè÷åíèÿ
ïðè îïðåäåëÿíåòî íà ìîäåëà è ò.í.

Ãîëåìèòå âúçìîæíîñòè íà ñúâðåìåííèòå èíôîðìàöèîííè ñèñòåìè ïîç-
âîëÿâàò ëåñíî äà ñå ñúáèðàò, ñúõðàíÿâàò è ïðåíàñÿò äàííè çà ìíîãî
âåëè÷èíè. Â ðåçóëòàò íà òîâà â äíåøíî âðåìå ñúùåñòâóâà îãðîìíî êî-
ëè÷åñòâî äàííè, êîåòî å îñíîâíàòà ïðåäïîñòàâêà çà ðàçâèòèåòî íà åêñïå-
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ðèìåíòàëíèÿ ïîäõîä. Óñïåøíîòî ìó ïðèëàãàíå ïðè ðåøàâàíåòî íà ìíîãî
ïðàêòè÷åñêè çàäà÷è å ïîäïîìîãíàòî è îò òîâà, ÷å ñúâðåìåííèòå êîìïþ-
òúðíè ñèñòåìè ñà ìíîãî óäîáíî ñðåäñòâî çà ðåàëèçàöèÿ íà ïðîöåñà íà
èäåíòèôèêàöèÿ.

Ðàçøèðÿâàíåòî íà îáëàñòòà, â êîÿòî åêñïåðèìåíòàëíîòî ìîäåëèðàíå
íàìèðà ïðèëîæåíèå, å ñâúðçàíî è ñ îò÷èòàíå íà ñïåöèôèêàòà íà èçñëåä-
âàíèòå ÿâëåíèÿ, ïðè êîåòî âúçíèêâàò è äîïúëíèòåëíè ïðåäèçâèêàòåëñ-
òâà ïðè íåãîâîòî ïðèëàãàíå â ïðàêòèêàòà.

Íàëè÷èåòî íà äàííè çà ãîëÿìî êîëè÷åñòâî âåëè÷èíè ïîçâîëÿâà äà ñå
èçñëåäâàò ìíîãî ÿâëåíèÿ, êîèòî â ìèíàëîòî å áèëî íåìèñëèìî äà áúäàò
èçó÷àâàíè, à ñúáèòèÿ, êîèòî ñà ðàçãëåæäàíè êàòî íåçàâèñèìè, ñåãà, ñ
ïîìîùòà íà òîçè ïîäõîä çà ìîäåëèðàíå, ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðàò êàòî
îñîáåíîñòè íà ïîâåäåíèåòî íà åäíà îáùà ñèñòåìà. Òîâà ïîçâîëÿâà ãðàíè-
öèòå íà èçó÷àâàíèòå ñèñòåìè äà ñå ðàçøèðÿò è òàêà äà ñå îò÷åòàò ïîâå÷å
àñïåêòè îò ïîâåäåíèåòî íà èçñëåäâàíèòå îáåêòè. Åäíî îò îñíîâíèòå ïðå-
äèçâèêàòåëñòâà ïðåä èäåíòèôèêàöèÿòà å âçàèìíàòà ñâúðçàíîñò íà ìíî-
æåñòâîòî ïðîöåñè, ïðîòè÷àùè â ðåàëíèòå ñèñòåìè. Â ðåçóëòàò íà òîâà
ñå ïîëó÷àâàò ìíîãîìåðíè îïèñàíèÿ, êîèòî ñà çíà÷èòåëíî ïî-ïðåöèçíè
îò îòäåëíèòå ìîäåëè, îïèñâàùè êîíêðåòíè ïîäñèñòåìè.

1.1.1 Èçâëè÷àíå íà èíôîðìàöèÿ îò äàííèòå

Â íà÷àëîòî íà èíäóñòðèàëíàòà ðåâîëþöèÿ îñíîâíèÿò ôàêòîð, âëè-
ÿåù íà ñåáåñòîéíîñòòà íà ïðîäóêòèòå è óñëóãèòå (à îòòàì è íà æèâî-
òà íà õîðàòà îò ãëåäíà òî÷êà íà ñúâðåìåííàòà öèâèëèçàöèÿ), ñà áèëè
âúãëèùàòà. Ñëåä òîâà å íàñòúïèëà ò.íàð. ½åðà� íà íåôòà, à ñëåä íåÿ �
íà åëåêòðè÷åñòâîòî. Ñëåä ïîÿâàòà íà êîìïþòðèòå è ðàçâèòèåòî íà èí-
ôîðìàöèîííèòå ñèñòåìè å íàñòúïèëà åðàòà íà èç÷èñëèòåëíàòà ìîù. Â
äíåøíî âðåìå äîìèíèðàùèÿò ôàêòîð, âëèÿåù íà ðàçâèòèåòî íà öèâèëè-
çàöèÿòà, å ñâúðçàí ñ äàííèòå è ïî-òî÷íî ñ âúçìîæíîñòòà çà èçâëè÷àíå
íà ïîëåçíà èíôîðìàöèÿ îò òÿõ.

Ïîðàäè íàòðóïàíîòî ãîëÿìî êîëè÷åñòâî äàííè â ðàçëè÷íè îáëàñòè
íà ÷îâåøêàòà äåéíîñò âúçíèêâà ïîíÿòèåòî Data mining, êîåòî ìîæå äà ñå
ïðåâåäå êàòî èçâëè÷àíå íà èíôîðìàöèÿ îò äàííèòå (ÈÈÄ). Ïîíÿòèÿòà
äàííè è èíôîðìàöèÿ íå ñà åäíîçíà÷íè. Äàííèòå ñà ñâåäåíèÿ çà èçñëåä-
âàíèÿ îáåêò è ìîæå äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî ñòîéíîñòè (íå çàäúëæèòåëíî
÷èñëîâè) íà âåëè÷èíè. Èíôîðìàöèÿòà, îò äðóãà ñòðàíà, å çàêîíîìåðíà-
òà ñìèñëåíà ñúñòàâêà â äàííèòå. Â òîçè ñìèñúë äàííèòå ñà íîñèòåë íà
èíôîðìàöèÿ, à èíôîðìàöèÿòà å íîñèòåë íà çíàíèÿ, êàòî çíàíèåòî îò
ñâîÿ ñòðàíà å îñúçíàòà èíôîðìàöèÿ çà îáåêòà.
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ÈÈÄ [43] ïðåäñòàâëÿâà òúðñåíå íà çàêîíîìåðíîñòè â íàáîðè îò äàí-
íè, êàòî ìîäåëèðàíåòî è ïî-êîíêðåòíî èäåíòèôèêàöèÿòà å îñíîâíàòà
÷àñò, à ïîíÿêîãà å è åäèíñòâåíàòà äåéíîñò. Ñúùåñòâóâàò ðåäêè èçêëþ-
÷åíèÿ, ïðè êîèòî èçâëè÷àíåòî íà èíôîðìàöèÿ ñå ïîñòèãà áåç ÿâíî ìîäå-
ëèðàíå, íàïðèìåð àêî ñå òúðñè ñòåïåíòà íà êîðåëàöèÿ ìåæäó èçâåñòíè
ñèãíàëè, òî íå å íóæíî äà ñå èçãðàæäà ìîäåë.

Îáèêíîâåíî ÈÈÄ ñå àñîöèèðà ñ áîðàâåíåòî ñ ãîëåìè ìàñèâè îò äàííè.
Ïîðàäè ÷åñòî çíà÷èòåëíàòà ðàçìåðíîñò íà ìàñèâèòå, êàêòî è âúçìîæ-
íîñòòà äà ñå êîíêðåòèçèðàò ñòúïêèòå ïðè èçïúëíåíèåòî íà èäåíòèôè-
êàöèÿòà âúçíèêâà ñòðåìåæúò ìîäåëèðàíåòî äà ñå àâòîìàòèçèðà. Òàêà,
â äíåøíî âðåìå, ïî åñòåñòâåí íà÷èí ñå ñòèãà äî àâòîìàòèçèðàíå íà ïðî-
öåñà íà èäåíòèôèêàöèÿ â îáëàñòè êàòî ïàçàðíè ñèñòåìè, ôèíàíñè è äð.

Èìà ãîëÿìî ïðèïîêðèâàíå ìåæäó ñòàòèñòèêàòà è èäåíòèôèêàöèÿ-
òà. Ïîâå÷åòî ìåòîäè â åêñïåðèìåíòàëíèÿ ïîäõîä ìîãàò äà ñå ðàçãëåæ-
äàò è êàòî ñòàòèñòè÷åñêè. Ïîðàäè òîâà èäåíòèôèêàöèÿòà ñå íàðè÷à îñ-
âåí åêñïåðèìåíòàëíî è ñòàòèñòè÷åñêî ìîäåëèðàíå. Âñå ïàê èìà ðàçëèêè
â ïðèëàãàíåòî íà ìåòîäèòå. Òðàäèöèîííèòå ñòàòèñòè÷åñêè ìåòîäè ÷åñ-
òî ñå ñâúðçâàò ñ àêòèâíîòî ó÷àñòèå íà èçñëåäîâàòåëÿ, êîéòî ïîòâúðæ-
äàâà/îòõâúðëÿ ïðàâèëíîñòòà íà ìîäåëà, à ðàçìåðíîñòòà íà ñèñòåìàòà
(áðîé âõîäîâå è èçõîäè) å ñðàâíèòåëíî ìàëêà. Òàêà èçñëåäîâàòåëÿò ëåñ-
íî ìîæå äà àíàëèçèðà çíà÷èìîñòòà íà âåëè÷èíèòå, ó÷àñòâàùè â èçñëåä-
âàíåòî. ×îâåøêàòà íàìåñà ïðè èçïúëíåíèåòî íà ñòàòèñòè÷åñêèòå ìåòî-
äè ïîäïîìàãà îòêðèâàíåòî íà îñîáåíè ñëó÷àè, íåîò÷åòåíà èíôîðìàöèÿ,
ãðåøêè â äàííèòå è ò.í., íî çàòðóäíÿâà àâòîìàòèçèðàíåòî íà ìîäåëè-
ðàíåòî. Îò äðóãà ñòðàíà, ìåòîäèòå â ÈÈÄ ñå èçïîëçâàò çà ãîëÿì îáåì
îò äàííè è àâòîìàòèçèðàíîòî èçïúëíåíèå íà ïðåäâàðèòåëíî óòî÷íåíàòà
ìåòîäîëîãèÿ âîäè äî çíà÷èòåëíî ïî-áúðçî äîñòèãàíå äî êðàéíî ðåøåíèå.

1.1.2 Ïðèëîæåíèå íà ìîäåëèòå

Ìîæå äà ñå êàæå, ÷å ìîäåëúò å åñåíöèÿòà, èçâëå÷åíàòà îò äàííè-
òå èíôîðìàöèÿ çà ñèñòåìàòà. Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè çàäà÷è, êîèòî ñå
íóæäàÿò îò òàçè èíôîðìàöèÿ. Èçïîëçâàíåòî íà ìîäåëà âìåñòî ðåàëíà-
òà ñèñòåìà ïðè ðåøàâàíåòî íà íÿêîè çàäà÷è óëåñíÿâà, à ïîíÿêîãà å è
çàäúëæèòåëíà ñòúïêà êúì äîñòèãàíåòî äî òúðñåíîòî ðåøåíèå. Ïî-äîëó
ñà ðàçãëåäàíè îñíîâíèòå ïðèëîæåíèÿ íà ìîäåëèòå.

1.1.2.1 Àíàëèç

Àíàëèçúò íà ñèñòåìàòà îáèêíîâåíî ñå èçâúðøâà ñ ïîìîùòà íà ìîäåë.
Èçñëåäâàíåòî íà âçàèìîâðúçêèòå ìåæäó âåëè÷èíèòå ìîæå äà ñå ïîñòèã-
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íå, êàòî ñå èçãðàäè äîñòîâåðåí ìîäåë íà áàçàòà íà íàëè÷íè äàííè. Ñëåä
òîâà ôîêóñúò ñå èçìåñòâà îò ñèñòåìàòà è àíàëèçúò ñå èçâúðøâà ñ ïî-
ìîùòà íà ìîäåëà.

Íà Ôèãóðà 1.1 å ïðåäñòàâåíà èäåÿòà çà èçïîëçâàíåòî íà ìîäåë ïðè
àíàëèçà íà ñèñòåìà. Ñ u å îçíà÷åí âõîäúò, ñ y � èçõîäúò íà ñèñòåìàòà,
à ñ ŷ � èçõîäúò íà ìîäåëà. Òúé êàòî ñèñòåìèòå, ðàçãëåæäàíè â ìîíîã-
ðàôèÿòà, ñà ìíîãîìåðíè, u, y è ŷ ñúäúðæàò ñúîòâåòíî ñòîéíîñòèòå íà
âñè÷êè âõîäîâå, èçõîäè íà ñèñòåìàòà è èçõîäè íà ìîäåëà.

Ôèãóðà 1.1. Àíàëèç

Äîáðå ïîñòðîåíèÿò ìîäåë îáèêíî-
âåíî å ïî-óäîáåí çà èçñëåäâàíå îò ðå-
àëíèÿ îáåêò. Â ìíîãî ñëó÷àè íå å æå-
ëàòåëíî, à ïîíÿêîãà å è íåâúçìîæíî
ïîâåäåíèåòî íà îáåêòà äà ñå àíàëèçè-
ðà äèðåêòíî. Íàïðèìåð íå å äîïóñòè-
ìî äà ñå åêñïåðèìåíòèðà ñ îáåêò, àêî
òîé å õèïåðìàðêåò, òúé êàòî ïðîìÿ-
íàòà íà âúçäåéñòâèÿòà (öåíè, íàìàëå-
íèÿ è ò.í.), ñ öåë àíàëèç íà âçàèìîâ-
ðúçêèòå ìåæäó âåëè÷èíèòå, ìîæå äà
äîâåäå äî çíà÷èòåëíè ïàðè÷íè çàãó-
áè. Äðóãè çàòðóäíåíèÿ ìîæå äà ñà: ãîëÿìà ïðîäúëæèòåëíîñò íà åêñïå-
ðèìåíòà, âåðîÿòíîñò îáåêòúò äà èçïàäíå â íåæåëàíî ñúñòîÿíèå, è äð.
Îñâåí òîâà ïðåäèìñòâî íà àíàëèçà ñ ïîìîùòà íà ìîäåë å âúçìîæíîñòòà
äà ñå èçñëåäâà åâåíòóàëíîòî ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà ïðè âúçäåéñòâèÿ,
êîèòî íå ñà íàáëþäàâàíè äî ìîìåíòà. Òîâà èìà îòíîøåíèå è êúì îïòè-
ìèçàöèÿòà íà ñòðàòåãèè, êîÿòî å ðàçãëåäàíà â òî÷êà 1.1.2.6.

1.1.2.2 Êëàñèôèêàöèÿ

Äðóãà ôîðìà íà èçâëè÷àíå íà èíôîðìàöèÿ ñ ïîìîùòà íà ìîäåëè å
èçîëèðàíåòî íà ðàçëè÷íè ðåæèìè íà ðàáîòà íà ñèñòåìàòà. Íàïðèìåð,
àêî ìîäåëúò å äúðâî íà ðåøåíèÿòà, à ïðèëîæåíèåòî � îöåíêà íà êðåäè-
òåí ðèñê, ñ òàêúâ ìîäåë áàíêèòå ìîæå äà èäåíòèôèöèðàò ñåãìåíòè îò
íàñåëåíèåòî, âúâ âñåêè îò êîèòî èíäèâèäèòå èìàò ñõîäíî ïîâåäåíèå (â
ñìèñúë íà èçïúëíåíèå íà çàäúëæåíèÿòà ïî êðåäèò), êîåòî ñå îòëè÷àâà
îò òîâà â äðóãèòå ñåãìåíòè. Àêî êðåäèòîèñêàòåë å ñ âèñîê äîõîä, ñ ÷èñ-
òî øîôüîðñêî äîñèå è ïðèòåæàâà íîâ àâòîìîáèë íà ëèçèíã, ìîæå äà ñå
î÷àêâà, ÷å òîé áè áèë ïî-äîáúð îò ñðåäíèÿ.

Îò ãëåäíà òî÷êà íà àâòîìàòèêàòà òîâà ïðèëîæåíèå ìîæå äà ñå èç-
ïîëçâà çà èçîëèðàíå íà ðàáîòíè îáëàñòè, âúâ âñÿêà îò êîèòî èçñëåäâàíà-
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òà ñèñòåìà èìà êîíêðåòíî (ðàçëè÷íî çà îòäåëíèòå îáëàñòè) ïîâåäåíèå.
Âïîñëåäñòâèå òàçè èíôîðìàöèÿ ìîæå äà ñå èçïîëçâà ïðè ïðèëàãàíåòî
íà ìíîãîìîäåëíèÿ ïîäõîä çà óïðàâëåíèå íà îáåêòè.

1.1.2.3 Îöåíÿâàíå

Îöåíÿâàíåòî íà íåäîñòúïíè çà èçìåðâàíå ñèãíàëè å äðóãî ïðèëî-
æåíèå íà ìîäåëà. Ñúùåñòâóâàò àëãîðèòìè, ñ êîèòî å âúçìîæíî äà ñå
îöåíÿâàò òàêèâà ñèãíàëè, êàòî ñå îò÷èòàò íàëè÷íèòå íåîïðåäåëåíîñòè
(âèäîâåòå íåîïðåäåëåíîñò ñà äèñêóòèðàíè â òî÷êà 1.1.4). Íàïðèìåð â íà-
âèãàöèîííèòå ñèñòåìè çà îïðåäåëÿíå íà àáñîëþòíîòî çàâúðòàíå íà òÿëî
â ïðîñòðàíñòâîòî, èçðàçåíî ñ àçèìóò α è òèëò β (Ôèãóðà 1.2), ñå èçïîë-
çâà ôèëòúð íà Êàëìàí [115, 24, 103]. Ñèãíàëèòå αk è βk, êúäåòî k å
äèñêðåòåí ìîìåíò îò âðåìåòî, ñà íåèçìåðèìè è çà òÿõíîòî îöåíÿâàíå ñå
èçïîëçâàò äàííèòå îò æèðîñêîïè, èíêëèíîìåòðè, àêñåëåðîìåòðè è äð.

Íàé-îáùî ôèëòúðúò íà Êàëìàí å îöå-

α

β

y

z

x

Ôèãóðà 1.2. Úãëèòå àçèìóò
(α) è òèëò (β), îïèñâàùè àáñî-
ëþòíî çàâúðòàíå â òðèìåðíî-
òî ïðîñòðàíñòâî

íèòåë, êîéòî ïðè îïðåäåëåíè óñëîâèÿ îï-
ðåäåëÿ íàé-âåðîÿòíîòî ïîâåäåíèå íà íå-
èçìåðèìè âåëè÷èíè (îáèêíîâåíî ñúñòîÿ-
íèÿ è/èëè ïàðàìåòðè) ïðè íàëè÷èåòî íà
íåîïðåäåëåíîñò â äàííèòå è â ñèñòåìà-
òà. Òîçè îïòèìèçàöèîíåí ìåòîä å íàðå÷åí
ôèëòúð ïîðàäè òîâà, ÷å ïîòèñêà (ôèëò-
ðèðà) âëèÿíèåòî íà ñïîìåíàòèòå íåîïðå-
äåëåíîñòè âúðõó îöåíêèòå. Ïúðâîíà÷àë-
íî òîé å ñúçäàäåí çà îöåíÿâàíå íà ñúñ-
òîÿíèÿòà xk (Ôèãóðà 1.3) íà äèíàìè÷íè
ñèñòåìè è çàòîâà ñå íàðè÷à îùå îïòèìà-
ëåí ñòîõàñòè÷åí íàáëþäàòåë íà ñúñòîÿíè-
åòî, íî ñúùî ñå èçïîëçâà è çà îöåíêà íà
ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà [23, 104]. Ïî÷òè

âèíàãè ñå ïðèëàãà ðåêóðñèâíèÿò ìó âàðèàíò, êàòî îöåíåíèòå ñúñòîÿíèÿ
ìîæå äà ñå èçïîëçâàò çà öåëèòå íà óïðàâëåíèåòî, çà ìîíèòîðèíã è äð.,
à àêî ñ íåãî ñå îöåíÿâàò ïàðàìåòðè, òîé íàìèðà ïðèëîæåíèå â àäàïòèâ-
íèòå ñèñòåìè è èäåíòèôèêàöèÿòà. Â [122, 88, 31] å çàñåãíàò âúïðîñúò çà
îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè è ñúñòîÿíèÿ.

Ïðè ðàáîòàòà ñè ôèëòúðúò íà Êàëìàí èçïîëçâà äâà èçòî÷íèêà íà
èíôîðìàöèÿ. Åäèíèÿò èçòî÷íèê å ïîòîêúò îò âõîäíî-èçõîäíè äàííè, à
äðóãèÿò å ìîäåëúò (ïðåäñòàâàòà çà îáåêòà). Ðàáîòàòà ìó ìîæå äà ñå
ðàçãëåæäà êàòî êîìáèíàöèÿ îò äâå äåéíîñòè, íàðå÷åíè ïðåäèêòîð è êî-
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Ôèãóðà 1.3. Îöåíÿâàíå íà ñúñòîÿíèÿ ñ ôèëòúð íà Êàëìàí (ÔÊ)

ðåêòîð. Åäíî îò îñíîâíèòå ïðèëîæåíèÿ íà ôèëòúðà å çà ïðåäñêàçâàíå
íà ñèãíàëè, â ò.÷. è íåèçìåðèìè.

1.1.2.4 Ïðåäñêàçâàíå

Ïðåäñêàçâàíåòî íà ïîâåäåíèåòî íà ñèñ-

Ôèãóðà 1.4. Ïðåäñêàçâàíå

òåìàòà å âàæíî ïðè ðåøàâàíåòî íà çàäà-
÷è îò íàé-ðàçëè÷íè îáëàñòè êàòî êëèìà-
òîëîãèÿ, àâòîìàòèêà, ôèíàíñè, ìåäèöèíà
è äð.

Îñíîâíî â ìîíîãðàôèÿòà ñå ðàçãëåæ-
äàò äèíàìè÷íè ñèñòåìè, à òúé êàòî äàí-
íèòå ñà äèñêðåòíè ñòîéíîñòè (â ñëó÷àÿ
âúâ âðåìåòî), ìîäåëèòå ñúùî ñà äèñêðåò-
íè. Èçïîëçâàíåòî íà ìîäåëè çà ïðîãíîçè-
ðàíå íà èçõîäà íà åäíà äèíàìè÷íà ñèñòåìà ïðåäïîëàãà, ÷å âñè÷êè ôàê-
òîðè, íóæíè çà èç÷èñëÿâàíå íà èçõîäà, â ñúîòâåòíèÿ ìîìåíò îò âðåìå ñà
íàëèöå. Êîãàòî ïðåäñêàçâàíåòî ñå èçâúðøâà çà öåëèòå íà óïðàâëåíèåòî,
èçõîäúò y â äàäåí ìîìåíò çàâèñè îò ïðåäèñòîðèÿòà íà óïðàâëÿâàùèÿ
ñèãíàë u, íî íå è îò ñòîéíîñòòà (ñòîéíîñòèòå) ìó â òåêóùèÿ k-òè ìî-
ìåíò, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 1.4. Ïðè÷èíàòà å, ÷å â k-òèÿ ìîìåíò
ïúðâî ñå èçìåðâà yk (âåêòîð îò òåêóùèòå ñòîéíîñòè íà èçõîäèòå), à ñëåä
òîâà, â çàâèñèìîñò îò èçìåðåíèòå ñòîéíîñòè, ðåãóëàòîðúò ôîðìèðà óï-
ðàâëåíèåòî uk (îòíîâî âåêòîð). Ïî òàçè ïðè÷èíà íå å âúçìîæíî yk äà
çàâèñè îò uk. Â ìîíîãðàôèÿòà, êîãàòî ñèñòåìèòå ñà äèíàìè÷íè, å ïðè-
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åòà òàçè ïîñòàíîâêà è çàòîâà êîìïîíåíòèòå íà uk íå ñà ôàêòîðè ïðè
ïðîãíîçèðàíåòî íà yk.

Íà Ôèãóðà 1.4 å äàäåíî ïðåäñêàçâàíå íà èçõîäà ñ åäèí òàêò, êîåòî ñå
èçâúðøâà ñ ò.íàð. åäíîñòúïêîâè åêñòðàïîëàòîðè. Â íÿêîè ñëó÷àè ïðåäñ-
êàçâàíåòî ñå èçâúðøâà íå çà åäèí, à çà h > 1 òàêòà, íàïðèìåð ïðè ïðåäñ-
êàçâàùîòî óïðàâëåíèå. Çà öåëòà å íåîáõîäèìî äà ñå ôîðìèðàò áúäåùèòå
ñòîéíîñòè íà óïðàâëåíèåòî uk, uk+1, . . . , uk+h−2. Âúçìîæíî å òàêà äà ñå
ïðîåêòèðà ìîäåëúò, ÷å äèðåêòíî äà ïðåäñêàçâà yk+h−1 (ïðåäñêàçâàíåòî
ñ åäèí òàêò îçíà÷àâà äà ñå ôîðìèðà ŷk è ñúîòâåòíî ïðåäñêàçâàíå ñ h
òàêòà îçíà÷àâà, ÷å ñå ôîðìèðà ŷk+h−1). Àëòåðíàòèâàòà å íà áàçàòà íà
ïðåäèñòîðèÿòà äà ñå ôîðìèðà ïðåäñêàçàíèÿò èçõîä ŷk. Ñëåä òîâà, âìåñ-
òî âñå îùå íåèçâåñòíèÿ âåêòîð yk ñå èçïîëçâà ŷk, çà äà ñå îïðåäåëè ŷk+1.
Òàêà îáùî h ïúòè ñå èçâúðøâà åäíîñòúïêîâà åêñòðàïîëàöèÿ íà èçõîäà.

1.1.2.5 Ñèìóëàöèÿ

Äðóãî ïðèëîæåíèå íà ìîäåëà å ñèìó-

Ôèãóðà 1.5. Ñèìóëàöèÿ

ëèðàíåòî íà ïîâåäåíèåòî íà îáåêòà. Òàçè
äåéíîñò å âàæíà ïðè ïðîåêòèðàíåòî íà
ñèñòåìè çà óïðàâëåíèå, íàïðèìåð çà îï-
ðåäåëÿíå íà ñâîéñòâàòà íà òåçè ñèñòåìè
ïðåäè ïðàêòè÷åñêàòà èì ðåàëèçàöèÿ. Òî-
âà å âàæíî, îñîáåíî êîãàòî å íåæåëàòåëíî
èëè íåäîïóñòèìî äà ñå åêñïåðèìåíòèðà ñ
ðåàëíèÿ îáåêò. Òàêà ñúñ ñèìóëàöèè ìîæå
äà ñå ñïåñòÿò ñðåäñòâà, äà ñå ïðåäîòâðà-
òÿò àâàðèè è ò.í. Îñâåí ïðè ñèíòåçà íà ñèñòåìè çà óïðàâëåíèå, ñèìó-
ëàöèèòå ÷åñòî ñå èçïîëçâàò è çà îïòèìèçàöèÿ, çà îò÷èòàíå íà ïîâðåäè
è äð. Ñúñ ñèìóëàöèè ìîæå äà ñå àíàëèçèðàò ñëîæíè àëãîðèòìè, ÷èèòî
ñâîéñòâà å òðóäíî èëè íåâúçìîæíî äà ñå èçñëåäâàò ïî àíàëèòè÷åí ïúò.
Ïðèìåð çà òîâà å àíàëèçúò íà ôèëòúð íà Êàëìàí, èçâåäåí çà íåëèíååí
ìîäåë (òîâà å ò.íàð. ðàçøèðåí ôèëòúð íà Êàëìàí). Çà ðàçëèêà îò ëè-
íåéíèÿ ôèëòúð, ÷èèòî ñâîéñòâà êàòî óñòîé÷èâîñò, ñõîäèìîñò è äð., ìîæå
äà ñå àíàëèçèðàò ïî àíàëèòè÷åí ïúò, ðàçøèðåíèÿò ôèëòúð, îñîáåíî ïðè
ñëîæíè íåëèíåéíè ìîäåëè, å óäà÷íî äà ñå àíàëèçèðà ñ Ìîíòå-Êàðëî
ñèìóëàöèè [33, 84]. Ïðè òîçè ïîäõîä ìîäåëúò íà îáåêòà ñå èçïîëçâà çà
ãåíåðèðàíå íà ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèè íà (ñèìóëèðàíè) âõîäíî-èçõîäíèòå
âåëè÷èíè. Â ðåàëèçàöèèòå ñå âúâåæäà íåîïðåäåëåíîñò, è ñ ïîìîùòà íà
ñòàòèñòè÷åñêè ìåòîäè ñå ïðîâåðÿâàò õèïîòåçè, ñâúðçàíè ñúñ ñâîéñòâàòà
íà ôèëòúðà.
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Îñíîâíàòà ðàçëèêà ìåæäó ñèìóëàöèÿòà è ïðåäñêàçâàíåòî å, ÷å ïðè
ïúðâàòà ñàìî âõîäíèòå ñèãíàëè ñà íàëè÷íè (ïðè òîâà ÷åñòî ñà ãåíå-
ðèðàíè, à íå èçìåðåíè), à âìåñòî íàáëþäàâàíèòå èçõîäè íà ñèñòåìàòà
ó÷àñòâàò ïðåäèøíè ñòîéíîñòè íà èçõîäà íà ìîäåëà, êàêòî å ïîêàçàíî íà
Ôèãóðà 1.5.

1.1.2.6 Îïòèìèçàöèÿ

Ìîäåë ìîæå äà ñå èçïîëçâà è ïðè ñèíòåçà íà îïòèìàëíè ñèñòåìè
çà óïðàâëåíèå. Ïðè èçãðàæäàíåòî èì, îïèñàíèåòî íà îáåêòà å îãðàíè-
÷åíèå, êîåòî òðÿáâà äà ñå îò÷åòå ïî âðåìå íà ñèíòåçà íà ñèñòåìàòà çà
óïðàâëåíèå èëè ñëóæè êàòî çàìåñòèòåë íà îáåêòà, êîãàòî ñå ïðåäâèæäà
ïîâåäåíèåòî ìó ïðè êîíêðåòíè âúçäåéñòâèÿ.

Íà Ôèãóðà 1.6 å ïðåäñòàâåíà ïðèìåðíà ñõåìà çà òîâà, êàê ñ ïîìîùòà
íà ìîäåë ìîæå äà ñå îïòèìèçèðàò ñòðàòåãèè. Òóê ìîäåëúò ïðåäîñòàâÿ
èíôîðìàöèÿ çà âåðîÿòíîòî ïîâåäåíèå íà îáåêòà, êîÿòî å íóæíà çà îïðå-
äåëÿíåòî íà ïðàâèëîòî (ñòðàòåãèÿòà), ïî êîåòî ñå ôîðìèðà âúçäåéñòâè-
åòî uk.

Ôèãóðà 1.6. Îïòèìèçàöèÿ

Íàïðèìåð âúâ ôèíàíñèòå ñå îïòèìèçèðà ãîëåìèíàòà íà ïðåäëàãàíèòå
êðåäèòè ñ öåë ìàêñèìèçèðàíå íà ïå÷àëáàòà ïðè ðàçëè÷íè îãðàíè÷åíèÿ
(êðåäèòíè ëèìèòè, ñòåïåí íà ðèñêà [46] è äð.). Â ïàçàðíèòå ñèñòåìè ñå
îïòèìèçèðàò öåíèòå, ðàçïîëîæåíèåòî íà ïðîäóêòèòå â ìàãàçèíà, ðåê-
ëàìíàòà äåéíîñò è ïðîìîöèèòå, êàòî îãðàíè÷åíèÿòà ñà ñâúðçàíè ñúñ
ñêëàäîâèòå íàëè÷íîñòè, ïðîñòðàíñòâîòî, çàåìàíî îò èçëîæåíèòå ïðî-
äóêòè, êàêòî è äîïúëíèòåëíè îãðàíè÷åíèÿ, ïðîèçòè÷àùè îò áèçíåñ ëî-
ãèêàòà (ñúîòíîøåíèÿ ìåæäó öåíè íà ñõîäíè ïðîäóêòè, öåíè íà ðàçëè÷íè
ðàçôàñîâêè íà äàäåí ïðîäóêò è ò.í.).

Ìîäåëèòå çà êëàñèôèêàöèÿ ñúùî ñå èçïîëçâàò ïðè òúðñåíåòî íà îï-
òèìàëíè ñòðàòåãèè. Íàïðèìåð àãåíöèÿ, ïðåäëàãàùà êîëè íà ëèçèíã, ìî-
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æå äà èçïîëçâà êëàñèôèêàöèîíåí ìîäåë, ñ êîéòî äà èçîëèðà ïîòðåáè-
òåëñêè ñåãìåíò, íà êîéòî äà ïðåäëîæè ïîäõîäÿùè ïðîìîöèè, è ïî òîçè
íà÷èí äà óâåëè÷è ïå÷àëáàòà ñè ïðè ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåí ðèñê.

Ïðåäèìñòâà íà èçïîëçâàíåòî íà ìîäåë âìåñòî ðåàëíàòà ñèñòåìà ñà
èçáÿãâàíåòî íà ïàðè÷íè çàãóáè, ñâúðçàíè ñ ðåàëíè åêñïåðèìåíòè, êàêòî
è äðàñòè÷íîòî íàìàëÿâàíå íà âðåìåòî çà îïòèìèçàöèÿ. Ñúùî òàêà å
âúçìîæíî ìíîãîêðàòíî èçìåíåíèå íà âåëè÷èíèòå, êîèòî ñå îïòèìèçèðàò,
êàêòî è ïðîèãðàâàíåòî íà íåäîïóñòèìè çà ðåàëíàòà ñèñòåìà óñëîâèÿ íà
ðàáîòà.

1.1.2.7 Óïðàâëåíèå

Â ïðåäèøíèòå òî÷êè å ñïîìåíàòî ïðèëîæåíèåòî íà ìîäåëà ïðè ñèí-
òåç íà ñèñòåìà çà óïðàâëåíèå, êàêòî è òîâà, ÷å çàìåñòâàíåòî íà îáåêòà
ñ ìîäåë íà òîçè åòàï ìîæå äà ñïåñòè ñðåäñòâà, âðåìå, äà ñå èçáåãíàò
çëîïîëóêè è ò.í.

Ôèãóðà 1.7. Óïðàâëåíèå

Íà Ôèãóðà 1.7 å äàäåíà êëàñè÷åñêà ñõåìà íà ñèñòåìà çà óïðàâëåíèå.
Ïî÷òè âèíàãè çà èçâåæäàíåòî íà ðåãóëàòîð å íåîáõîäèì ìîäåë íà îáåêòà.
Â ìíîãî ñëó÷àè ìîäåëúò å ëèíååí è îòðàçÿâà ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìàòà
â êîíêðåòíà ðàáîòíà îáëàñò. Ïî òîçè íà÷èí çà íîìèíàëíèÿ ðåæèì íà
ðàáîòà ñå îïðåäåëÿ ñúîòâåòåí ëèíååí ðåãóëàòîð. Ïðèìåðè çà òàêà ôîð-
ìèðàíè ðåãóëàòîðè ñà ðåãóëàòîðúò ïî çàäàäåíè ïîëþñè è ëèíåéíèÿò
êâàäðàòè÷åí ðåãóëàòîð. Çàäà÷àòà ñå óñëîæíÿâà, êîãàòî íåëèíåéíîñòòà â
îáåêòà íå ìîæå äà ñå ïðåíåáðåãíå. Åäíî ðåøåíèå å èçïîëçâàíåòî íà ìíî-
ãîìîäåëíî óïðàâëåíèå, êàòî ñå ôîðìèðàò ìíîæåñòâî ëèíåéíè ìîäåëè,
îïèñâàùè îáåêòà â êîíêðåòíè ðàáîòíè îáëàñòè. Äðóã âàðèàíò å äèðåêò-
íî äà ñå òúðñè íåëèíååí ðåãóëàòîð, êàòî çà íåãîâèÿ ñèíòåç ñå èçïîëçâà
íåëèíååí ìîäåë. Ïðèìåð çà òîâà å íåëèíåéíèÿò êâàäðàòè÷åí ðåãóëàòîð.
Ïðè÷èíàòà äà ñå èçáÿãâà ðàáîòàòà ñ íåëèíåéíè ìîäåëè, å, ÷å â îáùèÿ
ñëó÷àé íÿìà óíèôèöèðàíî ðåøåíèå çà ðåãóëàòîðà, êàêòî è çà àíàëèçà
íà ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìàòà çà óïðàâëåíèå.
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Âúïðåêè òðóäíîñòèòå ïðè áîðàâåíåòî ñ íåëèíåéíè ìîäåëè çà öåëèòå
íà óïðàâëåíèåòî òàêèâà ÷åñòî ñå èçïîëçâàò çà ïðåäñêàçâàíå íà ñèãíàëè
ñ öåë ôîðìèðàíå íà îïòèìàëíè âúçäåéñòâèÿ â îáëàñòè êàòî ôèíàíñè,
ñîöèîëîãèÿ è ìåäèöèíà.

1.1.2.8 Àäàïòàöèÿ

Ôèãóðà 1.8. Íåÿâåí ñàìîíàñòðîéâàù ñå ðåãóëàòîð

Àäàïòèâíèòå ñèñòåìè ñå èçãðàæäàò çà ñëó÷àèòå, êîãàòî ïîâåäåíèåòî
íà îáåêòà ñå èçìåíÿ â ãîëåìè ãðàíèöè è êîãàòî äðóãè ïîäõîäè, íàïðèìåð
ðîáàñòíè ñèñòåìè [28, 27], íå îñèãóðÿâàò æåëàíî ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà
çà óïðàâëåíèå. Äðóãî ïðèëîæåíèå íà àäàïòèâíèòå ñèñòåìè å, êîãàòî íà-
÷àëíàòà íåîïðåäåëåíîñò â ìîäåëà å íåäîïóñòèìî ãîëÿìà è å íåîáõîäèìî
îïèñàíèåòî äà ñå äîóòî÷íè. Òîçè ñëó÷àé ìîæå äà âúçíèêíå, êîãàòî ïúð-
âîíà÷àëíèÿò ìîäåë å ïîëó÷åí ïî àíàëèòè÷åí ïúò è ñ öåë îïðîñòÿâàíå íà
îïèñàíèåòî ñà èçâúðøåíè äîïóñêàíèÿ, ñ êîèòî ñå ïðåíåáðåãâàò íÿêîè îò
ñâîéñòâàòà íà îáåêòà. Â ñïîìåíàòèòå ñëó÷àè èìà íóæäà ìîäåëúò äà ñå
àêòóàëèçèðà â ðåàëíî âðåìå.

Âúçìîæíî å äèðåêòíî äà ñå îöåíÿâàò ïàðàìåòðèòå íà ðåãóëàòîðà,
íàïðèìåð ïðè àäàïòèâíèòå ñèñòåìè ñ åòàëîíåí ìîäåë è íåÿâíèòå ñàìî-
íàñòðîéâàùè ñå ðåãóëàòîðè (Ôèãóðà 1.8). Âúïðåêè òîâà ÷åñòî ïðè èçã-
ðàæäàíåòî íà àäàïòèâíè ñèñòåìè ñå îöåíÿâàò ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà.
Íà Ôèãóðà 1.9 å ïðåäñòàâåí òàêúâ ñëó÷àé.

Ñèñòåìèòå ñ ïîíèæåíà ÷óâñòâèòåëíîñò êúì ïîâðåäè ñà øèðîê êëàñ
àäàïòèâíè ñèñòåìè. Çà èçãðàæäàíåòî èì ðåêóðñèâíî ñå îöåíÿâàò ïàðà-
ìåòðè, ñúñòîÿíèÿ èëè äðóãè âåëè÷èíè. Â íÿêîè ñëó÷àè ñå èçïîëçâà ïðåä-
ñòàâÿíå íà ñèñòåìàòà ñ ìíîæåñòâî îò ëèíåéíè ìîäåëè [49, 53, 54] (Ôèãó-
ðà 1.10). Ïðè òîçè âèä ñèñòåìè çà óïðàâëåíèå ñòðåìåæúò å äà ñå îò÷åòå
ôèçèêàòà íà ïîâðåäèòå è òå äà áúäàò âêëþ÷åíè â ìîäåëà ïî åñòåñòâå-
íèÿ çà òÿõ íà÷èí: êúäå âëèÿÿò (â äàò÷èöèòå, ðåãóëèðàùèòå îðãàíè èëè
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θm

^

регулатор обект

рекурсивен
оценител

синтез

–

Ôèãóðà 1.9. ßâåí ñàìîíàñòðîéâàù ñå ðåãóëàòîð

Ôèãóðà 1.10. Âàðèàíò çà îò÷èòàíå íà ïîâðåäè

ïî äðóãè êàíàëè, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 1.11) è êàê âëèÿÿò (àäè-
òèâíî, ìóëòèïëèêàòèâíî èëè ïî äðóã íà÷èí). Çà òàçè öåë ñå èçãðàæäà
ðàçøèðåí ìîäåë, â êîéòî íåñòàöèîíàðíîñòòà å ïðåäñòàâåíà ñ âåëè÷èíè,
îòðàçÿâàùè âåðîÿòíèòå ïîâðåäè.

1.1.3 Ïðèìåðè çà ìíîãîìåðíè ñèñòåìè

Ñèñòåìèòå, ðàçãëåæäàíè â ìîíîãðàôèÿòà, ñà èçöÿëî ìíîãîìåðíè (ñ
ìíîãî âõîäîâå è èçõîäè). Äî ìîìåíòà áÿõà äàâàíè ïðèìåðè çà ñèñòåìè îò
ïàçàðíèÿ è ôèíàíñîâèÿ ñåêòîð. Ïî-äîëó òåçè è äðóãè ñèñòåìè ñà îïèñàíè
îò ãëåäíà òî÷êà íà ìíîãîìåðíîñòòà. Öåëòà òóê íå å çàäúëáî÷åíîòî èì
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обект датчици
изпълнителни

механизми
регулиращи

органи

fвх. fкомп. fизх.

Ôèãóðà 1.11. Âèäîâå ïîâðåäè: âõîäíè, èçõîäíè è êîìïîíåíòíè, êàêòî è êà-
íàëè íà âúçäåéñòâèå

èçó÷àâàíå, à ïî-ñêîðî äà ñå ïðåäñòàâÿò ðàçëè÷íè ïðèëîæíè îáëàñòè, â
êîèòî òåîðèÿòà, îïèñàíà â ìîíîãðàôèÿòà, ñå ïðèëàãà çà èçãðàæäàíåòî
íà ìîäåë.

1.1.3.1 Òåõíè÷åñêè ñèñòåìè

вятър аеродинамичен

модул

механичен

модул

електрически

модул

електричество

контролен

модул

Ôèãóðà 1.12. Ìîäóëè íà âÿòúðåí åëåêòðîãåíåðàòîð (âÿòúðíà òóðáèíà)

Íà Ôèãóðà 1.12 å ïðåäñòàâåí âÿòúðåí åëåêòðîãåíåðàòîð, êîéòî ïðå-
îáðàçóâà âÿòúðíàòà åíåðãèÿ â åëåêòðè÷åñòâî. Íàé-îáùî èìà äâà âèäà
òóðáèíè � õîðèçîíòàëíè è âåðòèêàëíè.

Õîðèçîíòàëíèòå òóðáèíè óëàâÿò âÿ-

обект

ωk

dx,k

dy,k

αk

vk

wk (неопр.)

Ôèãóðà 1.13. Àåðîäèíàìè÷åí
ìîäóë íà âÿòúðíà òóðáèíà

òúðíàòà åíåðãèÿ ñ ïîìîùòà íà âèòëà,
ìîíòèðàíè íà ðîòîð. Òàêà åíåðãèÿòà
ñå ïðåîáðàçóâà âúâ âúðòåëèâî äâèæå-
íèå, êîåòî îò ñâîÿ ñòðàíà � â åëåêòðè-
÷åñòâî. Ìîäóëèòå íà òîçè òèï îáåêòè
ñà äàäåíè íà Ôèãóðà 1.12, à âåëè÷èíè,
ñâúðçàíè ñ àåðîäèíàìè÷íèÿ ìîäóë, ñà
ïîêàçàíè íà Ôèãóðà 1.13.

Âõîäîâåòå íà àåðîäèíàìè÷íèÿ ìî-
äóë ñà úãúëúò íà ïîçèöèîíèðàíå íà
âèòëàòà αk è ñêîðîñòòà íà âÿòúðà vk. Èçõîäèòå ñà úãëîâàòà ñêîðîñò
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íà ðîòîðà ωk (òîâà å îñíîâíàòà ðåàêöèÿ, êîÿòî ñå óïðàâëÿâà), êàêòî è
îòìåñòâàíåòî íà âúðõà íà êîëîíàòà ïî íàïðå÷íàòà dx,k è ïî íàäëúæíàòà
îñ dy,k íà ðîòîðà.

Îñâåí ïðîìÿíàòà íà úãúëà íà âèòëàòà ÷åñòî ñå èçïîëçâàò äîïúëíè-
òåëíè âúçäåéñòâèÿ, ïîäàâàíè îò áàëàíñèðàùà ñèñòåìà îò òåæåñòè. Òåçè
âúçäåéñòâèÿ íå ñà âêëþ÷åíè â ñõåìàòà. Îòìåñòâàíèÿòà ïî îñèòå ó÷àñòâàò
â ìîäåëà, êàòî îñíîâíàòà èì öåë å èçáÿãâàíå íà ïîâðåäè íà ñúîðúæåíè-
åòî, ïðè÷èíåíè îò âÿòúðà.

Òåçè îáåêòè ñà íåëèíåéíè, íî â îêîëíîñò íà íîìèíàëíèÿ èì ðåæèì
íà ðàáîòà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâÿò ñ ìîäåëè êàòî òåçè, ðàçãëåæäàíè â
ìîíîãðàôèÿòà. Òúé êàòî òóðáèíèòå ñà ñ ïîâå÷å îò åäèí âõîä è èçõîä,
òåîðèÿòà â Òðåòà ãëàâà å ïîäõîäÿùà çà òÿõíîòî èçãðàæäàíå.

1.1.3.2 Ïàçàðíè ñèñòåìè

Ôèãóðà 1.14. Îáîáùåíà ñõåìà íà ïàçàðíà ñèñòåìà

Íà Ôèãóðà 1.14 å äàäåíà ïðèìåðíà ñõåìà íà ïàçàðíà ñèñòåìà, êî-
ÿòî âêëþ÷âà ïðîèçâîäñòâîòî (îò ãëåäíà òî÷êà íà ïàçàðíîòî òúðñåíå),
ñêëàäîâåòå, ìàãàçèíèòå è êðàéíèòå ïîòðåáèòåëè. Çà ïëàíèðàíå íà ïðî-
èçâîäñòâîòî å íåîáõîäèìî äà ñå ïðåäñêàçâà òúðñåíåòî íà ïðîèçâåæäà-
íèòå ñòîêè â çàâèñèìîñò îò òÿõíàòà öåíà è õàðàêòåðèñòèêè, êàêòî è îò
öåíàòà íà ñóðîâèíèòå, åíåðãèÿòà, èêîíîìè÷åñêèòå, ñîöèàëíèòå óñëîâèÿ
è äð. Ïî òîçè íà÷èí ìîãàò äà ñå ïðåäâèäÿò îïòèìàëíèòå êîëè÷åñòâà
ñóðîâèíè è åíåðãèÿ, ïîñòúïâàùè âúâ ôàáðèêàòà, à ñúùî è âðåìåòî çà
ïðîèçâîäñòâî, êà÷åñòâîòî íà ïðîäóêöèÿòà è äð.

Ôàáðèêàòà å ìíîãîìåðåí îáåêò. Ïîðàäè ãîëÿìàòà ñëîæíîñò íà òàêèâà
ñèñòåìè, ìîäåëèðàíåòî èì íå ñå èçâúðøâà ñàìî ñ ïîìîùòà íà àíàëèòè÷-
íèÿ ïîäõîä. Åñòåñòâåíî å íà îïðåäåëåíî íèâî äà ñå èçïîëçâà àïðèîðíàòà
èíôîðìàöèÿ ïðè èçãðàæäàíåòî íà ìîäåëà, íî êàòî öÿëî åêñïåðèìåí-
òàëíîòî ìîäåëèðàíå âîäè äî ïîëó÷àâàíåòî íà ìîäåë ñ íåîáõîäèìàòà çà
ïîñòàâåíèòå öåëè òî÷íîñò.

Ïî îòíîøåíèå íà ñêëàäà å íåîáõîäèìî äà ñå ïðåäñêàçâà òúðñåíåòî íà
ñòîêèòå, êàòî ñå îò÷èòà ïðåäëàãàíåòî (îò ôàáðèêèòå), îãðàíè÷åíèÿòà íà
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ïðîñòðàíñòâîòî â ñêëàäà è ò.í. Îïòèìèçèðàíåòî íà êîëè÷åñòâîòî è ðàç-
ïðåäåëåíèåòî íà ñêëàäîâèòå íàëè÷íîñòè, îòêðèâàíåòî íà îïòèìàëåí ïúò
ïðè ñúáèðàíå íà ïîðú÷êèòå è äðóãè äåéíîñòè, ñâúðçàíè ñ óïðàâëåíèåòî
íà ñêëàäà, èçèñêâàò íàëè÷èåòî íà ìîäåë.

Òúðñåíåòî å îñíîâíèÿò ïðîöåñ, îïðåäåëÿù ïîâåäåíèåòî íà òúðãîâöè-
òå, êîèòî âúçäåéñòâàò âúðõó ïàçàðà ñ öåíèòå, ðåêëàìèòå, ïðîìîöèèòå,
íàìàëåíèÿòà, ðàçïîëîæåíèåòî íà ïðîäóêòèòå è äð. Çà èçó÷àâàíå íà òàçè
÷àñò îò ïàçàðíàòà ñèñòåìà ñå èçïîëçâà ò.íàð. àíàëèç íà ½ïîòðåáèòåëñêà-
òà êîøíèöà� (Market Basket Analysis) [132]. Îò åäíà ñòðàíà, òîé èçó÷àâà
ïîâåäåíèåòî íà êëèåíòèòå � êàêâî êóïóâàò è êàê ðåàãèðàò íà ðàçëè÷-
íèòå âúçäåéñòâèÿ íà òúðãîâöèòå, à îò äðóãà, ñå àíàëèçèðàò âðúçêèòå
ìåæäó ïðîäóêòèòå � êîè ïðîäóêòè ìîæå äà ñå êîìáèíèðàò è êîè ñà
âçàèìîçàìåíÿåìè (êîíêóðåíòíè). Êàòî ðåçóëòàò îò àíàëèçà ñå èçâëè÷à
èíôîðìàöèÿ çà öåëåâè ãðóïè îò êëèåíòè, êîèòî áèõà êóïèëè îïðåäåëåí
ïðîäóêò èëè êîìáèíàöèÿ îò ïðîäóêòè. Ñëåäâàùàòà ñòúïêà â òàçè íàñîêà
å ôîðìèðàíåòî íà èíäèâèäóàëíè âúçäåéñòâèÿ.

Ñ ïîìîùòà íà ò.íàð. ïîñëåäîâàòåëåí àíàëèç (Sequence Analysis), ñå
îò÷èòà èçìåíåíèåòî íà ñèãíàëèòå âúâ âðåìåòî, êàòî ïðåäèñòîðèÿòà çà
äàäåí êëèåíò ïîçâîëÿâà ïî-òî÷íî äà ñå ïðåäâèäè íåãîâîòî ïîâåäåíèå.

Îñíîâíà ðàçëèêà ìåæäó ïàçàðíèÿ ñåêòîð è òåõíè÷åñêàòà îáëàñò å,
÷å â òåõíèêàòà àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ ÷åñòî å äîñòàòú÷íà çà ïúëíî-
öåííîòî ïðèëàãàíå íà àíàëèòè÷íèÿ ïîäõîä, ò.å., äîñòàòú÷íà å çà ïîñòðî-
ÿâàíåòî íà ìîäåë, ÷èèòî ïàðàìåòðè åâåíòóàëíî òðÿáâà äà ñå äîóòî÷íÿò
ïî åêñïåðèìåíòàëåí ïúò. Ïðè ïàçàðíèòå ñèñòåìè, îò äðóãà ñòðàíà, ïðåä-
âàðèòåëíàòà èíôîðìàöèÿ íå å äîñòàòú÷íà çà òîâà.

Ïðè÷èíàòà çà ëèïñà íà çàäúëáî÷åíè ïîçíàíèÿ, íà áàçàòà íà êîèòî
äà ñå èçâåäå ìîäåë, å çíà÷èòåëíàòà íåîïðåäåëåíîñò, ïîðîäåíà îò âçàè-
ìîäåéñòâèåòî íà ñèñòåìàòà ñ îêîëíàòà ñðåäà. Ñúùåñòâóâàò ìíîãî, è òî
çíà÷èìè ôàêòîðè, çà êîèòî ëèïñâàò äàííè è ñëåäîâàòåëíî íÿìà êàê òå
äà ñå îò÷åòàò îò ìîäåëà. Ïðèìåðè çà òàêèâà ôàêòîðè ñà âëèÿíèåòî íà
êîíêóðåíöèÿòà, ìåòåîðîëîãè÷íèòå óñëîâèÿ, íÿêîè ñîöèàëíè, èêîíîìè-
÷åñêè ñúáèòèÿ, äîðè îòêëîíÿâàíåòî íà ïúòíèÿ òðàôèê ïîðàäè ðåìîíò
íà ïúòíà àðòåðèÿ ìîæå äà ïîâëèÿå îñåçàåìî íà ïðîäàæáèòå, êàêòî è
ïîÿâàòà íà êîíêóðåíòåí ìàãàçèí â áëèçîñò äî èçñëåäâàíèÿ òúðãîâñêè
îáåêò. Âúïðåêè òîâà àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ, ñúäúðæàùà ñå â áèçíåñ
ëîãèêàòà, ìîæå äà èçèãðàå ðåøàâàùà ðîëÿ çà àäåêâàòíîòî ïðèëàãàíå íà
ñòàòèñòè÷åñêèòå ìåòîäè è àíàëèçà îùå íà íèâî ïîäãîòîâêà íà äàííè-
òå çà ñúùèíñêîòî ìîäåëèðàíå, à ñúùî ìîæå äà ïîìîãíå è çà èçáîðà íà
êëàñà, íà ïîäõîäÿùàòà ñòðóêòóðà íà ìîäåëà è çà íåãîâàòà âàëèäàöèÿ.
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Ôèãóðà 1.15. Ìàãàçèí êàòî ñèñòåìà çà ïðîãíîçèðàíå íà òúðñåíåòî

Ïðèìåðèòå â ìîíîãðàôèÿòà ñà íàé-âå÷å âúðõó ïîñëåäíàòà ÷àñò îò
îáîáùåíàòà ñõåìà, äàäåíà íà Ôèãóðà 1.14. Ìîäåëèòå, îïèñâàùè òîçè àñ-
ïåêò îò ïàçàðà (Ôèãóðà 1.15), ñå õàðàêòåðèçèðàò ñúñ çíà÷èòåëåí áðîé
âõîäîâå. Íàïðèìåð â ñúâðåìåííèòå õèïåðìàðêåòè ñå ïðåäëàãàò ñòîòèöè
õèëÿäè ïðîäóêòè è ñúîòâåòíî òîëêîâà ñà èçõîäíèòå âåëè÷èíè (ïðîäàæ-
áèòå). Âõîäíèòå âúçäåéñòâèÿ ñà çíà÷èòåëíî ïîâå÷å îò èçõîäíèòå � èìà
òúðãîâñêè âåðèãè, êîèòî îò÷èòàò ïî íÿêîëêî äåñåòêè âúçäåéñòâèÿ çà
âñåêè ïðîäóêò, íàïðèìåð: öåíà, íàìàëåíèå, âèäîâå ïðîìîöèè, ðåêëàìè,
ïîçèöèîíèðàíå íà ïðîäóêòà â ìàãàçèíà, áðîé èçëîæåíè ïðîäóêòè è ò.í.).
Òàêà çàäà÷àòà çà èäåíòèôèêàöèÿ ñå èçïúëíÿâà ïî íà÷èíà, õàðàêòåðåí
çà ÈÈÄ � ìàñèâèòå îò ñóðîâè äàííè ñà îò ïîðÿäúêà íà äåñåòêè ãèãà-
áàéòè, îñîáåíî çà âåðèãè îò õèïåðìàðêåòè, è çàòîâà èäåíòèôèêàöèÿòà å
àâòîìàòèçèðàíà.

×åñòî äàííèòå ïðåäñòàâëÿâàò àãðåãèðàíè ñåäìè÷íè ñòîéíîñòè, êîåòî
ïîçâîëÿâà ìîäåëèòå äà îò÷èòàò äèíàìèêàòà íà ïàçàðà. Ïðèìåð çà äèíà-
ìèêà â ïîâåäåíèåòî íà ïðîäàæáèòå å åôåêòúò îò ïðèëàãàíåòî íà ïðîìî-
öèÿ. Â íà÷àëîòî íà ïðîìîöèîíàëíèÿ ïåðèîä ïðîäàæáèòå íàðàñòâàò, íî
ïîðàäè åôåêòà îò ïðåçàïàñÿâàíå íà êëèåíòèòå ñ ïðîäóêòà ïðîäàæáèòå
íàìàëÿâàò, êàòî òå ìîæå äà ñïàäíàò ïîä áàçîâèòå ïðîäàæáè íåçàâèñèìî
îò ïðîìîöèîíàëíàòà öåíà è ðåêëàìèòå. Òàêà ïîäõîäèòå, êîèòî øèðîêî
ñå èçïîëçâàò â òåõíèêàòà (êúäåòî ïî ïðàâèëî îáåêòèòå ñà äèíàìè÷íè),
íàìèðàò ïðèëîæåíèå è â îáëàñòòà íà ïàçàðíèòå ñèñòåìè. Â èçòî÷íèöèòå
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[48, 95, 68, 69, 99, 100, 50, 105] ñà îïèñàíè îïèòè â òàçè íàñîêà, à â [17] å
ïðåäñòàâåíà àâòîìàòèçèðàíà îáîáùåíà ìåòîäîëîãèÿ çà ïîñòðîÿâàíå íà
äèíàìè÷íè ìîäåëè íà òúðñåíåòî.

1.1.3.3 Ôèíàíñîâè ñèñòåìè

Åäíè îò âàæíèòå ïðîáëåìè íà áàíêèòå å ñâúðçàí ñ êðåäèòíèÿ ðèñê.
Âçåìàíåòî íà àäåêâàòíè ðåøåíèÿ â òàçè îáëàñò äî ãîëÿìà ñòåïåí îïðå-
äåëÿ êîðåêòíîòî ôóíêöèîíèðàíå èçîáùî íà ôèíàíñîâèòå èíñòèòóöèè.

Ïðè âçåìàíå íà ðåøåíèå äàëè äàäåíà áàíêà äà îòïóñíå êðåäèò, ïîâå-
äåíèåòî íà âñåêè êðåäèòîèñêàòåë ñå ïðîãíèçèðà. Â ìèíàëîòî òîâà ñå å
èçâúðøâàëî îò ÷îâåê. Â äíåøíî âðåìå íàìåñàòà íà ñëóæèòåë íà áàíêà-
òà â ïðîöåñà íà îöåíÿâàíå å ñèëíî îãðàíè÷åíà. Òóê ìîäåëèòå (íàé-âå÷å
ëèíåéíè è ëîãèñòè÷íè, êàêòî è äúðâåòà íà ðåøåíèÿòà) ñå èçïîëçâàò
çà àíàëèç è ïðîãíîçà íà ïîâåäåíèåòî íà êðåäèòîèñêàòåëèòå èëè êðåäè-
òîïîëó÷àòåëèòå, à ñúùî è çà îïòèìèçàöèÿ íà ñòðàòåãèèòå íà áàíêèòå.
Ìîäåëè ó÷àñòâàò ïðè îöåíêàòà íà ðèñêà, êîéòî áàíêàòà ïîåìà ïî äàäåí
êðåäèò, êàêâà å âåðîÿòíîñòòà êðåäèòîïîëó÷àòåë äà ïðîñðî÷è ïëàùàíå è
â êàêúâ ðàçìåð ùå å çàãóáàòà çà áàíêàòà, à ñúùî è êàêâè ìåðêè äà ñå
ïðåäïðèåìàò, àêî äëúæíèêúò ñòàíå ðèñêîâ.

Åêñïåðèìåíòàëíèÿò ïîäõîä å ïúòÿò çà ôîðìèðàíå íà ìîäåë â òàçè
îáëàñò, êàòî ïðåäïîñòàâêàòà å íàëè÷èåòî íà çíà÷èòåëíè ìàñèâè îò äàí-
íè, êîèòî áàíêèòå è êðåäèòíèòå áþðà ñúáèðàò. Êàêòî â ïàçàðíèòå ñèñ-
òåìè, òàêà è âúâ ôèíàíñèòå àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ å íåäîñòàòú÷íà çà
ïðèëàãàíåòî íà àíàëèòè÷íîòî ìîäåëèðàíå (âúâ ôèíàíñèòå ïðåäâàðèòåë-
íèòå çíàíèÿ ñà îùå ïî-îñêúäíè). Òàçè èíôîðìàöèÿ ñå ñâåæäà äî î÷àê-
âàíè ïîñîêè íà çàâèñèìîñòèòå ìåæäó ôàêòîðèòå è èçõîäèòå íà ìîäåëà,
ïðåäâàðèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà ñòðàòåãèèòå íà áàíêèòå, ðåàëèçèðàíè ïî
âðåìå íà ñúáèðàíåòî íà äàííèòå, êàêòî è ñïåöèôèêàòà íà ïðåäëàãàíèòå
êðåäèòè. Òîâà áè ïîìîãíàëî çà ïðàâèëíîòî òúëêóâàíå è îáðàáîòêà íà
ìàñèâèòå îò äàííè. Åäíî îò âàæíèòå ïðèëîæåíèÿ íà àïðèîðíàòà èíôîð-
ìàöèÿ å ïî âðåìå íà âàëèäàöèÿòà íà ìîäåëà. Àêî ìîäåëúò íÿìà ëîãè÷íî
ïîâåäåíèå îò ãëåäíà òî÷êà íà íàòðóïàíèÿ îïèò, òî ïðàâèëíàòà ñòúïêà å
äà ñå àíàëèçèðàò ïðè÷èíèòå. Àêî òå ñå äúëæàò íà îáåêòèâíè ôàêòîðè,
ðåçóëòàòúò îò àíàëèçà å íàòðóïâàíåòî íà ïîâå÷å çíàíèÿ, íî ìîæå äà ñå
îêàæå, ÷å íåëîãè÷íîòî ïîâåäåíèå ñå äúëæè íà ñëó÷àéíè ôàêòîðè è òîãà-
âà å íåîáõîäèìî èäåíòèôèêàöèÿòà äà ïðîäúëæè. Ïî òàçè ïðè÷èíà ìîäå-
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ëè êàòî íåâðîííèòå ìðåæè, ÷èèòî ïàðàìåòðè íÿìàò ôèçè÷åñêè ñìèñúë,
òðóäíî íàìèðàò ïðèëîæåíèå â êðåäèòíàòà èíäóñòðèÿ. Âñå ïàê èìà ðå-
ãèîíè â ñâåòà (êàòî Ñåâåðíà Àìåðèêà), êúäåòî ôèíàíñîâèòå èíñòèòóöèè
ïðîÿâÿâàò èíòåðåñ êúì òàêèâà ìîäåëè è ñà ïî-îòâîðåíè êúì èçìåíåíèÿ
â óñòàíîâåíèòå ìåòîäîëîãèè (çà ñðàâíåíèå ÷åñòî â Àíãëèÿ ìîäåëèòå íà
ïîâåäåíèåòî íà êðåäèòîèñêàòåëèòå âñå îùå ñà ëèíåéíè, âúïðåêè ÷å êàê-
òî òåîðåòè÷íî, òàêà è êàòî òî÷íîñò çà ïðåäïî÷èòàíå ñà ëîãèñòè÷íèòå
ìîäåëè).

Ôèãóðà 1.16. Êàíäèäàò çà êðåäèò

Ïðèìåðíè õàðàêòåðèñòèêè íà êðåäèòîïîëó÷àòåëèòå (Ôèãóðà 1.16) ñà
âúçðàñò, äîõîä, îáðàçîâàíèå, ïðîäúëæèòåëíîñò íà ñòàæà â íàñòîÿùàòà
ðàáîòà, áðîé çàâèñèìè ÷ëåíîâå íà ñåìåéñòâîòî, æèëèùåí ñòàòóñ (æèâåå
ïîä íàåì, â ñîáñòâåíî æèëèùå èëè ñ ðîäèòåëè), áèë ëè å íåïëàòåæîñïî-
ñîáåí, ïðîñðî÷âàë ëè å çàäúëæåíèÿ è êîëêî ïúòè è ò.í. Òîâà ñà ïîòåí-
öèàëíè âõîäîâå íà ìîäåëà. Åäèí îò èçõîäèòå å âåðîÿòíîñòòà êðåäèòîïî-
ëó÷àòåëÿò äà å ½ëîø� èëè ½äîáúð� êëèåíò ñïîðåä îïðåäåëåíè ïðàâèëà
íà áàíêàòà. Äðóãà âåëè÷èíà, îò êîÿòî áàíêàòà ñå èíòåðåñóâà, å çàãóáà-
òà, êîÿòî òÿ áè ïðåòúðïÿëà, àêî êëèåíòúò �è èçïàäíå â íåñúñòîÿòåëíîñò
(LGD � Loss Given Default). Èçõîäèòå íà ìîäåëà ìîæå äà ñà ïîâå÷å, àêî
ñ íåãî ñå ïðîãíîçèðà ïîâåäåíèåòî íà êàíäèäàòèòå çà ðàçëè÷íè ïðîäóê-
òè íà áàíêàòà (êðåäèòè, êðåäèòíè êàðòè è äð.) èëè ñïîðåä ðàçëè÷íè
ñòðàòåãèè, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 1.16.

Çà ìîìåíòà äàííèòå â òîçè ñåêòîð ðÿäêî îòðàçÿâàò äèíàìèêàòà â
ïîâåäåíèåòî íà õîðàòà [58]. Ïðè÷èíàòà å, ÷å ãîëÿìà ÷àñò îò õàðàêòåðèñ-
òèêèòå íà êðåäèòîèñêàòåëèòå ñå ñúáèðàò ñàìî â ìîìåíòà íà êàíäèäàòñò-
âàíåòî. Âúïðåêè òîâà èìà ïðåäïîñòàâêè çà èçïîëçâàíåòî íà äèíàìè÷íè
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ìîäåëè. Íàïðèìåð â ìîìåíòà íÿìà ïðàêòèêà äà ñå ñëåäè çà åâåíòóàëíà
ïðîìÿíà â ñåìåéíîòî ïîëîæåíèå íà õîðàòà, ïîëó÷èëè êðåäèò. Ìîæå äà ñå
î÷àêâà, ÷å àêî åäèí êëèåíò å ñåìååí, íî â äàäåí ìîìåíò ñå ðàçâåäå, âåðî-
ÿòíîñòòà äà ñå âëîøè ïîâåäåíèåòî ìó, íàðàñòâà. Òàêà, àêî ôàêòîðèòå ñå
àêòóàëèçèðàò âúâ âðåìåòî, áè ìîãëî ïî-òî÷íî äà ñå ïðåäâèäè áúäåùîòî
èçìåíåíèå íà ñòåïåíòà íà ðèñêà. Íàé-îáùî õîðà ñ äîáðè äðóãè ïîêàçàòå-
ëè, âúïðåêè ñúòðåñåíèÿ â æèâîòà êàòî ðàçâîä, ìîæå ñ âðåìåòî îòíîâî äà
ñòàíàò íèñêîðèñêîâè, à ïðè òàêèâà ñ íèñúê äîõîä, æèâååùè ïîä íàåì, ñ
äåöà, íà êîèòî ùå èçïëàùàò èçäðúæêà ñëåä ðàçâîä, ïîâåäåíèåòî òðàéíî
äà ñå âëîøè.

1.1.3.4 Ïðèìåðè îò ìåäèöèíàòà

Ñ ìîäåëè å âúçìîæíî äà ñå îöåíè âåðîÿòíîñòòà äàäåí ïàöèåíò äà
ñòðàäà îò îïðåäåëåíî çàáîëÿâàíå, ïðè èçâåñòíè ïîêàçàòåëè îò ìåäèöèí-
ñêè èçñëåäâàíèÿ. Ïîñòàíîâêàòà íà òàçè çàäà÷à å ìíîãî ñõîäíà ñ îöåíêàòà
íà êðåäèòíèÿ ðèñê, êúäåòî ñå èç÷èñëÿâà âåðîÿòíîñòòà äàäåí ÷îâåê äà
å äîáúð/ëîø êðåäèòîèñêàòåë. Ñúùî íà íèâî àíàëèç ìîäåëèòå ñå èçïîë-
çâàò çà îòêðèâàíå íà çàâèñèìîñòè ìåæäó ñèìïòîìè íà áàçàòà íà ñòà-
òèñòè÷åñêè äàííè. Âïîñëåäñòâèå òåçè çàâèñèìîñòè òðÿáâà äà ñå îáÿñíÿò
èëè äà ñå îòõâúðëÿò (ò.å. äà ñå ïðèåìå, ÷å ñå äúëæàò íà íåîïðåäåëå-
íîñòòà â äàííèòå). Ðåçóëòàòúò îò òàêúâ àíàëèç ñå èçïîëçâà îò áîëíè÷íè
ëàáîðàòîðèè çà äîïúëíèòåëíî íàçíà÷àâàíå íà èçñëåäâàíèÿ (ïðîâåðêà çà
äîïúëíèòåëíè ñèìïòîìè, ñ öåë ïî-òî÷íà äèàãíîñòèêà), êàêòî è çà íàìà-
ëÿâàíå íà ðàçõîäèòå çà ðåàêòèâè.

1.1.3.5 Ñîöèàëíè ñèñòåìè

Â òàçè îáëàñò íåîïðåäåëåíîñòòà â ñèñòåìèòå å òîëêîâà ãîëÿìà, ÷å ïî-
íÿêîãà íå å ÿñíî äàëè äàäåíà âåëè÷èíà å âõîä èëè å èçõîä íà ñèñòåìàòà,
ò.å. ëèïñâà ÿñíà ïðåäñòàâà çà ïðè÷èííî-ñëåäñòâåíàòà âðúçêà. Íàïðèìåð,
àêî ñå èçñëåäâà âðúçêàòà ìåæäó âúòðåøíàòà óâåðåíîñò è äîõîäà, òî, îò
åäíà ñòðàíà, íåóâåðåíèÿò ÷îâåê ïî-òðóäíî áè óáåäèë ïîòåíöèàëåí ðàáî-
òîäàòåë (êàêòî è ñåáå ñè), ÷å å ïîäõîäÿù çà äîáðå ïëàòåíà ïîçèöèÿ. Â
òîçè ñìèñúë ñòåïåíòà íà óâåðåíîñò âëèÿå íà äîõîäà. Îò äðóãà ñòðàíà,
óâåëè÷àâàíåòî íà äîõîäà ìîæå äà äîâåäå äî íàðàñòâàíå íà âúòðåøíîòî
óñåùàíå çà ñèãóðíîñò è óâåðåíîñò, ò.å. äîõîäúò ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà
êàòî ôàêòîð, âëèÿåù íà óñåùàíåòî çà óâåðåíîñò. Íà ïðàêòèêà êàêòî äî-
õîäúò, òàêà è ÷óâñòâîòî çà óâåðåíîñò çàâèñÿò îò äðóãè ôàêòîðè. Òàêà
ïî åñòåñòâåí ïúò, ñëåäâàéêè íàëè÷íèòå çíàíèÿ çà ñîöèàëíèòå ñèñòåìè,
ñå äîñòèãà äî åäíà îò îñíîâíèòå èì õàðàêòåðèñòèêè � ìíîãîìåðíîñòòà.
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1.1.3.6 Ïðèìåðè îò ïñèõîëîãèÿòà

Ìîäåëèòå, èçïîëçâàíè âúâ ôèíàíñèòå è ìåäèöèíàòà çà ïðåäñêàçâà-
íå íà âåðîÿòíîñò, íàìèðàò ïðèëîæåíèå è â ïñèõîëîãèÿòà ïðè èçâëè÷àíå
íà èíôîðìàöèÿ îò äàííè îò ïñèõîëîãè÷åñêè òåñòîâå. Íàïðèìåð â êðè-
ìèíàëèñòèêàòà â çàâèñèìîñò îò îòãîâîðèòå íà òàêúâ òåñò ìîæå äà ñå
îöåíè âåðîÿòíîñòòà çà óêðèâàíå íà èíôîðìàöèÿ. Òàêà å âúçìîæíî äà ñå
èçîëèðàò ëèöàòà, êîèòî åâåíòóàëíî äàâàò ãðåøíè ïîêàçàíèÿ.

1.1.4 Íåîïðåäåëåíîñò

Â èäåíòèôèêàöèÿòà îò äàííèòå ñå èçâëè÷à èíôîðìàöèÿ, èçðàçåíà ñ
ïîìîùòà íà ìîäåë, êîéòî îïèñâà ñèñòåìàòà ñ îïðåäåëåíà òî÷íîñò. Ïðî-
öåñúò íà ìîäåëèðàíå å ñâúðçàí ñ íàëè÷èåòî íà íåîïðåäåëåíîñò è çà ïðà-
âèëíîòî ìó ïðîòè÷àíå å íåîáõîäèìî òÿ äà áúäå îò÷åòåíà ïî ïîäõîäÿù
íà÷èí. Íàé-îáùî, èçõîæäàéêè îò òîâà, êúì êàêâî ñå àñîöèèðà íåîïðå-
äåëåíîñòòà, ìîæå äà ñå îáîñîáÿò äâà âèäà: íåîïðåäåëåíîñò â äàííèòå è
íåîïðåäåëåíîñò â ñèñòåìàòà.

1.1.4.1 Íåîïðåäåëåíîñò â äàííèòå

Îñâåí ÷å äàííèòå ñà íîñèòåë íà èíôîðìàöèÿ, õàðàêòåðíî çà òÿõ å,
÷å ñúäúðæàò è ñëó÷àéíà ñúñòàâêà. Íåîïðåäåëåíîñòòà â òÿõ ñå äúëæè
íà øóìà îò èçìåðâàíå íà èçõîäíèòå âåëè÷èíè, âëèÿíèåòî íà îêîëíàòà
ñðåäà, ñïåöèôèêàòà íà ñúáèðàíåòî íà äàííèòå è äð. Â íÿêîè ñëó÷àè çà
øóìà îò èçìåðâàíå èìà èíôîðìàöèÿ. Òÿ ñå ïðåäîñòàâÿ îò ïðîèçâîäèòå-
ëèòå íà èçìåðâàòåëíàòà àïàðàòóðà. Ïîíÿêîãà çà âëèÿíèåòî íà ñìóùåíèÿ
îò îêîëíàòà ñðåäà âúðõó èçõîäà ñúùî ìîæå äà ñå íàáàâè èíôîðìàöèÿ.
Êîëêîòî ïî-çàïîçíàò å èçñëåäîâàòåëÿò ñ íåîïðåäåëåíîñòòà â äàííèòå,
òîëêîâà ïî-àäåêâàòíî áè ìîãúë äà îáðàáîòè è àíàëèçèðà äàííèòå, ïðå-
äè äà ïðèñòúïè êúì èçãðàæäàíåòî íà ìîäåë.

1.1.4.2 Íåîïðåäåëåíîñò â ñèñòåìàòà

Òúé êàòî ìîäåëúò îòðàçÿâà ñ îïðåäåëåíà òî÷íîñò ïîâåäåíèåòî íà ñèñ-
òåìàòà, òîâà îçíà÷àâà, ÷å â ñèñòåìàòà èìà àñïåêòè, êîèòî íå ñå îò÷èòàò
îò ìîäåëà. Íàïðèìåð, çà äà ñå îïèøå íàïúëíî åäíà äèíàìè÷íà ñèñòåìà, å
íåîáõîäèìî äà ñå èçïîëçâàò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò áåçêðàåí ðåä,
êîåòî å ïðàêòè÷åñêè íåâúçìîæíî. Îñâåí òîâà ìîæå äà ñà íóæíè ÷àñòíè
ïðîèçâîäíè, íåëèíåéíè çàâèñèìîñòè è äð., êîèòî ïðè îïðîñòÿâàíåòî íà
ìîäåëà ñà ïðåíåáðåãíàòè. Ïîíÿêîãà å óäà÷íî âåëè÷èíè, ÷èåòî âëèÿíèå
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âúðõó èçõîäà å òâúðäå ñëîæíî, äà íå ñå ìîäåëèðàò, à äà ñå ðàçãëåæäàò
êàòî ñìóùåíèÿ îò îêîëíàòà ñðåäà. Íåîïðåäåëåíîñòòà ïðè òåçè ïðèìåðè
íå å ñâúðçàíà ñ äàííèòå, à îòðàçÿâà ïîíÿêîãà èçêóñòâåíîòî ñòåñíÿâàíå
íà ãðàíèöèòå íà ñèñòåìàòà.

1.1.4.3 Îò÷èòàíå íà íåîïðåäåëåíîñòòà â èäåíòèôèêàöèÿòà

Çà äà ñå âêëþ÷è íåîïðåäåëåíîñòòà â ïîñòàíîâêàòà íà çàäà÷àòà íà
èäåíòèôèêàöèÿòà, ñå âúâåæäàò äîïúëíèòåëíè ñëó÷àéíè ñèãíàëè (ïðè
äèíàìè÷íèòå ñèñòåìè ñå íàðè÷àò îùå ñòîõàñòè÷íè, òúé êàòî ñà ôóíê-
öèÿ íà âðåìåòî). ×åñòî òå ñà ôèêòèâíè, òúé êàòî åäíà è ñúùà âåëè÷èíà
(ñìóùåíèå) ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî íåîïðåäåëåíîñò â ñèñòåìàòà,
à ìîæå äà ñå ïðèâåäå è êúì íåéíèÿ âõîä èëè èçõîä è äà ñå ðàçãëåæäà êà-
òî íåîïðåäåëåíîñò â äàííèòå. Òàêîâà ïðèâåæäàíå ñå èçâúðøâà íàé-âå÷å
ñ öåë çàäà÷àòà äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèä, çà êîéòî èìà ãîòîâè ðåøåíèÿ.
×åñòî ñðåùàí ñëó÷àé å öÿëàòà íåîïðåäåëåíîñò äà ñå ïðèâåäå êúì èç-
õîäà è äà ñå ðàçãëåæäà êàòî åäèí ñëó÷àåí ñèãíàë, îòðàçÿâàù öÿëàòà
íåîïðåäåëåíîñò.

Íà Ôèãóðà 1.17 ñà äàäåíè ðàçëè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ íà îáåêò è ñèãíà-
ëèòå, èìàùè îòíîøåíèå êúì íåãîâîòî ïîâåäåíèå.
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Ôèãóðà 1.17. Ïðåäñòàâÿíå íà íåîïðåäåëåíîñòè â ñèñòåìàòà

Êàêòî áåøå ñïîìåíàòî, â ìîíîãðàôèÿòà å ïðèåòî, ÷å ñèãíàëèòå ñà
âåêòîðíè. Âõîäíîòî âúçäåéñòâèå u å ïîëåçåí ñèãíàë, êîéòî â àâòîìà-
òèêàòà ñå èçïîëçâà çà óïðàâëåíèå íà îáåêòà. Â ïî-îáù ñìèñúë ÷àñò îò
âõîäîâåòå ìîæå äà ñà èçìåðèìè âåëè÷èíè, âëèÿåùè íà èçõîäà. Íà åòà-
ïà íà èäåíòèôèêàöèÿòà íÿìà äà ñå ïðàâè ðàçëèêà ìåæäó óïðàâëÿâàùè
âúçäåéñòâèÿ è èçìåðèìè ñìóùåíèÿ � òåçè ñèãíàëè ñà èçâåñòíè (íàáëþ-
äàâàíè) âõîäíè âúçäåéñòâèÿ çà îáåêòà. Èçõîäúò y å èçìåðèì è ñúäúðæà
êàêòî ðåàêöèÿòà íà ñèñòåìàòà, òàêà è øóìà îò èçìåðâàíå è ñìóùåíèÿòà
îò îêîëíàòà ñðåäà.
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Ñèãíàëèòå η, w, ν è ξ ñà ñìóùåíèÿ, òúé êàòî ñìóùàâàò äåòåðìèíè-
ðàíîòî ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà. Âåëè÷èíàòà η å âõîäíî, à w å ñèñòåìíî
ñìóùåíèå. Îáèêíîâåíî â àâòîìàòèêàòà η îòðàçÿâà ðàçëèêàòà ìåæäó óï-
ðàâëÿâàùèÿ ñèãíàë, èç÷èñëåí îò ðåãóëàòîðà, è ðåàëíîòî âúçäåéñòâèå
âúðõó îáåêòà, ôîðìèðàíî íàðèìåð îò ðåãóëèðàù îðãàí, êàêòî è ñìóùå-
íèÿ îò îêîëíàòà ñðåäà, íàâëèçàùè ïî êàíàëà íà óïðàâëåíèåòî. Ñ w ñå
ïðåäñòàâÿ âëèÿíèåòî íà îêîëíàòà ñðåäà, êîãàòî òî ñå îò÷èòà ïî îòäåëåí
êàíàë, à ñúùî è íåòî÷íîñòè â ìîäåëà. Èçõîäíîòî ñìóùåíèå ν îòðàçÿâà
øóìà â èçìåðâàíåòî, çàâèñåù îò äàò÷èöèòå è ñìóùåíèÿòà îò îêîëíàòà
ñðåäà, âëèÿåùè äèðåêòíî íà èçõîäà. Âåëè÷èíàòà ξ âêëþ÷âà îñâåí ν, ñú-
ùî è âúíøíè âëèÿíèÿ ïî ðàçëè÷íè êàíàëè, êîãàòî òå ñà ïðèâåäåíè êúì
èçõîäà.

Ñëó÷àéíèÿò ñèãíàë e (Ôèãóðà 1.18) îò÷è-

Ôèãóðà 1.18. Îáîáùåíà
ãðåøêà, èçõîä íà ìîäåëà è
íà ñèñòåìàòà

òà âñè÷êè ñòîõàñòè÷íè âëèÿíèÿ âúðõó ïîâå-
äåíèåòî íà ñèñòåìàòà, ïðè òîâà ñ îò÷èòàíå íà
êîíêðåòíèÿ ìîäåë. Â òîçè ñìèñúë ïðè ïîñ-
ëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå îáåêòúò ñå ðàçãëåæäà
êàòî ñóìà îò èçõîäà íà ìîäåëà è åäèí îáîá-
ùåí ñèãíàë, ñúäúðæàù íåîò÷åòåíîòî îò ìî-
äåëà, íî íàáëþäàâàíî â äàííèòå ïîâåäåíèå
íà ñèñòåìàòà. Çàòîâà e ñå íàðè÷à îáîáùåíà
îñòàòú÷íà ãðåøêà èëè ïðîñòî îñòàòúê.

Íà÷èíúò, ïî êîéòî ñå îòðàçÿâàò íåîïðåäåëåíîñòèòå, çàâèñè îñíîâíî
îò àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ çà òÿõ è îò òåõíèêèòå, êîèòî ñå èçïîëçâàò
çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå. Êàêòî ñå âèæäà, ñèãíàëèòå, ñ êîèòî ñå
îò÷èòà íåîïðåäåëåíîñòòà, ñà óñëîâíè (íåâèíàãè îòãîâàðÿò íà êîíêðåòíè
ôèçè÷åñêè âåëè÷èíè).

1.1.5 Ïîäõîäè çà ìîäåëèðàíå

Â ìîäåëèðàíåòî ñå èçïîëçâàò äâà òèïà èíôîðìàöèÿ çà ñèñòåìàòà.
Òîâà ñà àïðèîðíàòà è àïîñòåðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ. Àïðèîðíà å ïðåäâà-
ðèòåëíàòà èíôîðìàöèÿ, íàëè÷íà ïðåäè ïðîâåæäàíåòî íà åêñïåðèìåíò.
Íàïðèìåð â ìîäåëà íà òåõíîëîãè÷åí îáåêò êàòî ðåêòèôèêàöèîííàòà êî-
ëîíà, ïðè êîéòî ñ èçïîëçâàíå íà åíåðãèÿ åäèí ìàòåðèàë ñå ðàçäåëÿ íà
ôðàêöèè, çàëÿãàò çàêîíèòå çà çàïàçâàíå íà ìàòåðèÿòà è íà åíåðãèÿòà,
èçðàçåíè ÷ðåç óðàâíåíèÿòà íà ìàòåðèàëíèÿ è åíåðãèéíèÿ áàëàíñ. Ïðè
èçâåæäàíåòî íà ìîäåëà ñå îò÷èòàò è êîíñòðóêòèâíèòå îñîáåíîñòè íà
îáåêòà, õèìè÷åñêèòå ðåàêöèè è ò.í. Íà òîçè åòàï íå ñå èçïîëçâàò äàííè
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îò åêñïåðèìåíò, à ìîäåëèðàíåòî ñå èçâúðøâà åäèíñòâåíî íà áàçàòà íà
àïðèîðíà èíôîðìàöèÿ.

Èìà ñèñòåìè êàòî òåõíè÷åñêèòå, êúäåòî â ìíîãî ñëó÷àè ïðåäâàðè-
òåëíàòà èíôîðìàöèÿ å äîñòàòú÷íà çà ïîëó÷àâàíåòî íà ìîäåë. Íî â îá-
ëàñòè êàòî ñîöèîëîãèÿ, ôèíàíñè è ò.í. àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ ÷åñòî íå
å äîñòàòú÷íà äîðè çà äîáèâàíåòî íà ãðóáà ïðåäñòàâà çà ñòðóêòóðàòà íà
ìîäåëà. Â òàêèâà ñëó÷àè èäâà íà ïîìîù àïîñòåðèîðíàòà èíôîðìàöèÿòà,
êîÿòî ñå ïîëó÷àâà ñëåä ïðîâåæäàíåòî íà åêñïåðèìåíò è ñå ñúäúðæà â
ñíåòèòå äàííè. Îïèñâàíåòî íà âçàèìîâðúçêè ìåæäó âåëè÷èíè, êîèòî íå
ñà ñâúðçàíè ñ òî÷íèòå íàóêè, ïî ïðàâèëî ñå èçâúðøâà èìåííî ñ ïîìîùòà
íà àïîñòåðèîðíà èíôîðìàöèÿ.

Ñïîðåä òèïà íà èçïîëçâàíàòà èíôîðìàöèÿ ñúùåñòâóâàò äâà ïîäõî-
äà çà ìîäåëèðàíå. Òîâà ñà àíàëèòè÷íèÿò è åêñïåðèìåíòàëíèÿò ïîäõîä,
êîèòî ñå ñïîìåíàâàò â ïðåäèøíèòå òåìè. Ìíîãî ÷åñòî ìîäåëèðàíåòî å
êîìáèíàöèÿ îò äâàòà ïîäõîäà, êàòî ñòðåìåæúò å òîâà îáåäèíÿâàíå äà ñå
èçâúðøâà âèíàãè, êîãàòî å âúçìîæíî. Òàêà ñà ñå îáîñîáèëè òðè ïðèí-
öèïà çà èçãðàæäàíå íà ìîäåëè. Òîâà ñà ïðèíöèïèòå íà áÿëàòà, ñèâàòà è
÷åðíàòà êóòèÿ.

1.1.5.1 Ïðèíöèï íà áÿëàòà êóòèÿ

Ïðèíöèïúò íà áÿëàòà (ïðîçðà÷íàòà) êóòèÿ å âñúùíîñò ïðèëàãàíåòî
íà ÷èñòî àíàëèòè÷íèÿ ïîäõîä. Ìîäåëèòå, èçãðàäåíè ïî òîçè íà÷èí, èçöÿ-
ëî ñå îïðåäåëÿò îò èçâåñòíèòå çàêîíè è ïðèíöèïè îò îáëàñòòà, êúì êîÿòî
ñïàäà ðåàëíàòà ñèñòåìà. Òåçè ìîäåëè ñå íàðè÷àò àíàëèòè÷íè, ôèçè÷åñêè
èëè äåòåðìèíèðàíè. Ïðåäèìñòâàòà íà ïðèíöèïà íà áÿëàòà êóòèÿ ñà:
• ìîäåëúò èìà ôèçè÷åñêè ñìèñúë, ò.å. âñè÷êè ïàðàìåòðè, êàêòî è
ñòðóêòóðàòà ìó, îòðàçÿâàò ôèçè÷åñêè âåëè÷èíè è èçâåñòíè çàêî-
íîìåðíîñòè â ðåàëíàòà ñèñòåìà;
• ìîäåëúò å óíèâåðñàëåí, òúé êàòî ñå èçõîæäà îò îáùèòå ïðèíöèïè,
âàëèäíè çà ïðîöåñèòå îò èçñëåäâàíèÿ âèä;
• íå å íåîáõîäèìî äà ñå ïðîâåæäà åêñïåðèìåíò ñúñ ñèñòåìàòà.

Ìàêàð ÷å ÷èñòî àíàëèòè÷íèÿò ïîäõîä èçãëåæäà ìíîãî åôåêòèâåí è ãà-
ðàíòèðà äîñòîâåðíîñòòà íà ìîäåëà, ðåàëíî òîé å ïðèëîæèì çà îòíîñè-
òåëíî ïðîñòè îáåêòè. Íåäîñòàòúöèòå íà ïðèíöèïà íà áÿëàòà êóòèÿ ñà:
• íåîáõîäèìî å çàäúëáî÷åíî ïîçíàíèå çà ñèñòåìàòà è ñðåäàòà, ñ êîÿòî
òÿ ñè âçàèìîäåéñòâà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òàêèâà ìîäåëè ìîæå äà ñå
ïîëó÷àò ñàìî çà äîáðå èçó÷åíè ïðîöåñè.
• ìîäåëúò ÷åñòî å ñëîæåí, à òîâà çàòðóäíÿâà èçïîëçâàíåòî ìó. Îï-
ðîñòÿâàíåòî ìó, îò äðóãà ñòðàíà, ìîæå äà îòäàëå÷è ÷óâñòâèòåëíî
ïîâåäåíèåòî ìó îò òîâà íà ñèñòåìàòà.
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• ìîäåëúò íå ñå âàëèäèðà ñ íàáëþäàâàíå íà ðåàëíîòî ïîâåäåíèå íà
ñèñòåìàòà, à ñå ðàç÷èòà, ÷å àíàëèòè÷íî èçâåäåíèòå è âïîñëåäñòâèå
îïðîñòåíè çàâèñèìîñòè ñà äîñòàòú÷íî òî÷íè;

• èçèñêâà ñå ìíîãî âðåìå çà ïîëó÷àâàíå íà ìîäåëà, îñîáåíî êîãàòî
èçñëåäîâàòåëÿò òåïúðâà òðÿáâà äà èçó÷è (àíàëèòè÷íî) ïðîöåñèòå;

• èçãðàæäàíåòî íà ìîäåëà íå ìîæå äà ñå àâòîìàòèçèðà.

1.1.5.2 Ïðèíöèï íà ÷åðíàòà êóòèÿ

Òîçè ïðèíöèï ñå îñíîâàâà íà ÷èñòî åêñïåðèìåíòàëíîòî ìîäåëèðà-
íå. Ñòðóêòóðàòà è ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëèòå, èçãðàäåíè ïî òîçè íà÷èí,
èçöÿëî ñå îïðåäåëÿò íà áàçàòà íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè. Ìîäåëèòå,
ïîëó÷åíè ñ èçïîëçâàíå íà òîçè ïðèíöèï, ñå íàðè÷àò åêñïåðèìåíòàëíè,
ôîðìàëíè èëè ñòàòèñòè÷åñêè. Ïðåäèìñòâàòà íà ïðèíöèïà íà ÷åðíàòà
êóòèÿ ñà:

• íå ñà íóæíè çàäúëáî÷åíè çíàíèÿ çà ñèñòåìàòà è ñðåäàòà;
• îáèêíîâåíî ìîäåëèòå ñà îïðîñòåíè è ëåñíè çà óïîòðåáà;
• ìîäåëúò ñå âàëèäèðà ñ äàííè çà ïîâåäåíèåòî íà êîíêðåòíàòà ñèñ-
òåìà;

• âðåìåòî çà ïîëó÷àâàíå íà ìîäåëà å çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêî â ñðàâíå-
íèå ñ òîâà íà àíàëèòè÷íîòî ìîäåëèðàíå;

• èçãðàæäàíåòî íà ìîäåëà ìîæå äà ñå àâòîìàòèçèðà.
Âúïðåêè ÷å ÷èñòî åêñïåðèìåíòàëíèÿò ïîäõîä èçãëåæäà äà å ïðèëîæèì
íàâñÿêúäå, êúäåòî èìà íàëè÷íè äàííè çà èçñëåäâàíàòà ñèñòåìà, ðåàëíî
òîé å ïîäõîäÿù, êîãàòî ñå îïèñâà ïîâåäåíèåòî íà êîíêðåòåí îáåêò â îï-
ðåäåëåí ðåæèì, à íå ñå òúðñè óíèâåðñàëíîñò íà ìîäåëà. Íåäîñòàòúöèòå
íà ïðèíöèïà íà ÷åðíàòà êóòèÿ ñà:

• íåîáõîäèìî å ïðîâåæäàíåòî íà åêñïåðèìåíò, êîéòî îñèãóðÿâà äîñ-
òàòú÷íî èíôîðìàòèâíè äàííè;

• âúçìîæíî å íàëè÷èåòî íà ½ëúæëèâè� âðúçêè â ìîäåëà, ìåæäó íàá-
ëþäàâàíèòå âåëè÷èíè;

• îãðàíè÷åíà äîñòîâåðíîñò íà ìîäåëà â ðàìêèòå íà óñëîâèÿòà, â êî-
èòî å ïðîâåäåí åêñïåðèìåíòúò;

• ïîíÿêîãà íå å âúçìîæíî èíòåðïðåòèðàíåòî íà ïàðàìåòðèòå è ñòðóê-
òóðàòà ìîäåëà.

1.1.5.3 Ïðèíöèï íà ñèâàòà êóòèÿ

Ìíîãî ðÿäêî â ïðàêòèêàòà ñå ñðåùàò ìîäåëè, ïîëó÷åíè íà áàçàòà íà
ãîðíèòå äâà ïðèíöèïà, ïðèëîæåíè ïîîòäåëíî. Îáèêíîâåíî ñå ïðèëàãà
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ïðèíöèïúò íà ñèâàòà (ïîëóïðîçðà÷íàòà) êóòèÿ, ïðè êîéòî äâàòà ïîä-
õîäà çà ìîäåëèðàíå ñå îáåäèíÿâàò. Âúçìîæíè ñà ðàçëè÷íè âàðèàíòè çà
êîìáèíèðàíå íà ïîäõîäèòå, êàòî ñú÷åòàâàíåòî èì çàâèñè îò ñïåöèôèêàòà
íà çàäà÷àòà.

Ïðèíöèïúò íà ñèâàòà êóòèÿ èìà ïðåäèìñòâàòà è íà áÿëàòà è ÷åðíà-
òà êóòèÿ. Îò åäíà ñòðàíà, àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ âíàñÿ ÿñíîòà, êàòî
îáÿñíÿâà ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìàòà, à îáëàñòòà, â êîÿòî ìîäåëúò å àäåê-
âàòåí, íàðàñòâà. Îò äðóãà ñòðàíà, àïîñòåðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ ïðèáëè-
æàâà ïîâåäåíèåòî íà ìîäåëà äî òîâà íà êîíêðåòíàòà ñèñòåìà, è òî êîãàòî
òÿ ôóíêöèîíèðà â æåëàíèÿ ðåæèì íà ðàáîòà. Ñúùî òàêà èçïîëçâàíåòî
�è ÷åñòî âîäè äî îïðîñòÿâàíå íà ìîäåëà.

Òàáëèöà 1.1. Ñðàâíåíèå íà ïðèíöèïèòå íà áÿëàòà, ñèâàòà è ÷åðíàòà êóòèÿ

áÿëà êóòèÿ ñèâà êóòèÿ ÷åðíà êóòèÿ

èçòî÷íèê íà

èíôîðìàöèÿ

òåîðåòè÷íè ïðèíöè-
ïè, çàêîíè

ïðåäâàðèòåëíà èí-
ôîðìàöèÿ è äàííè
îò åêñïåðèìåíò

åêñïåðèìåíòàëíè
äàííè

ïðåäèìñòâà ôèçè÷åñêè ñìèñúë;
óíèâåðñàëíîñò;
íå èçèñêâà åêñïåðè-
ìåíò

îïðîñòåí ìîäåë;
áëèçîñò äî èçñëåä-
âàíèÿ ïðîöåñ;
íå èçèñêâà ïîçíàíèå
íà îáëàñòòà;
ïî-êðàòêî âðåìå

íåäîñòàòúöè íå å ïîòâúðäåí ñ åê-
ñïåðèìåíò;
äåòàéëíî ïîçíàíèå
íà îáëàñòòà;
ñëîæåí ìîäåë;
äîñòúïíîòî çíàíèå
îïðåäåëÿ òî÷íîñòòà;
èçèñêâà ìíîãî âðå-
ìå

ëèïñà íà ôèçè÷åñêè
ñìèñúë;
îñèãóðÿâàíå íà èí-
ôîðìàòèâíè äàííè;
âåðîÿòíîñò çà ëúæ-
ëèâè âçàèìîâðúçêè;
äàííèòå îïðåäåëÿò
òî÷íîñòòà;
îãðàíè÷åíà äîñòî-
âåðíîñò â ðàìêèòå
íà åêñïåðèìåíòà

ïðèëîæåíèå àíàëèçè;
ïðîåêòèðàíå;
ïî-ïðîñòè îáåêòè;
äîáðå èçó÷åíè îá-
ëàñòè

äîñòúïíè çà èçìåð-
âàíå âåëè÷èíè;
ñëîæíè îáåêòè;
íåèçó÷åíè

Âàæíî ïðåäèìñòâî íà êîìáèíèðàíèÿ ïîäõîä å ñâúðçàíî ñ ðàçðàáîò-
âàíåòî íà ìîäåëè çà ïðàêòè÷åñêè çàäà÷è, êúäåòî âðåìåòî çà íàìèðàíå
íà äîñòîâåðåí ìîäåë å îãðàíè÷åíî. Òîâà óñëîâèå ìîæå â ãîëÿìà ñòåïåí
äà ïðåäîïðåäåëè öÿëîñòíîòî èçïúëíåíèå íà çàäà÷àòà íà ìîäåëèðàíå-
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òî. Ìíîãî ÷åñòî ïðè ïðîåêòèòå îò èíäóñòðèÿòà èëè áèçíåñà, ñâúðçàíè
ñ èçãðàæäàíå íà ìîäåë, îñâåí îãðàíè÷åíîòî âðåìå çà èçïúëíåíèå, íÿìà
äîñòàòú÷íî àïðèîðíà èíôîðìàöèÿ. Ñúùî òàêà, ïîíÿêîãà íå å äîïóñòè-
ìî ïðîâåæäàíåòî íà ïîäõîäÿùè çà ìîäåëèðàíåòî åêñïåðèìåíòè. Â òåçè

Ôèãóðà 1.19. Åòàïè íà àíàëèòè÷-
íèÿ ïîäõîä

ñëó÷àè ïðàâèëíîòî áàëàíñèðàíå ìåæ-
äó äâàòà ïîäõîäà ìîæå äà ñå îêàæå
åäèíñòâåíèÿò ïúò çà óñïåøíîòî èç-
ïúëíåíèå íà ïðîåêòèòå.

Â Òàáëèöà 1.1 ñà îáîáùåíè îñîáå-
íîñòèòå íà òðèòå ïðèíöèïà. Íåïîïúë-
íåíèòå ïîëåòà çà ñèâàòà êóòèÿ çàâè-
ñÿò îò áàëàíñèðàíåòî íà äâàòà êðàé-
íè ïðèíöèïà.

Ìîäåëè, ïîëó÷åíè ñ ïðåîáëàäà-
âàù åêñïåðèìåíòàëåí ïîäõîä, ñà ñå
äîêàçàëè êàòî óñïåøíè â ìíîãî ïðè-
ëîæíè îáëàñòè êàòî èêîíîìèêà, ìå-
äèöèíà, ôèíàíñè, ñîöèîëîãèÿ, ïñèõî-
ëîãèÿ è äð., à ìîäåëèòå, îïðåäåëåíè
ãëàâíî ñ àíàëèòè÷íèÿ ïîäõîä, ñà øè-
ðîêî ðàçïðîñòðàíåíè â òåõíèêàòà.

Âúïðåêè ÷å ìîíîãðàôèÿòà çàñÿãà
ãëàâíî ïðèëîæåíèåòî íà ÷åðíàòà êó-
òèÿ, âàæíî å äà ñå àêöåíòèðà íà êîì-
áèíàöèÿòà ñ ìåòîäèòå îò áÿëàòà êó-
òèÿ. Çàòîâà â ñëåäâàùàòà òåìà å çà-
ñåãíàòî àíàëèòè÷íîòî ìîäåëèðàíå.

1.2 Àíàëèòè÷íî

ìîäåëèðàíå

Öåëòà íà èçëîæåíèåòî íå å ïúëíî
ïðåäñòàâÿíå íà ïîäõîäà, à çàïîçíàâà-
íå ñ åòàïèòå ìó äîòîëêîâà, ÷å äà ñå
îïðåäåëÿò âðúçêèòå ìó ñ åêñïåðèìåí-
òàëíèÿ ïîäõîä. Ïîçíàâàíåòî íà åòà-
ïèòå è äîïóñêàíèÿòà, êîèòî ñå èçâúð-
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øâàò, ïîçâîëÿâà äà ñå îïðåäåëÿò ìåñòàòà, êúäåòî èíôîðìàöèÿòà â íà-
ëè÷íè äàííè áè ïîäïîìîãíàëà ïîëó÷àâàíåòî íà ìîäåëà.

Â äîëíèòå ðàçãëåæäàíèÿ å ïðèåòî, ÷å ñèñòåìèòå, êîèòî ñå èçó÷àâàò,
ñà äèíàìè÷íè. Òîãàâà íàé-îáùî åòàïèòå íà àíàëèòè÷íîòî ìîäåëèðàíå
ñà äàäåíè íà Ôèãóðà 1.19. Õàðàêòåðíî çà ìîäåëèðàíåòî èçîáùî å, ÷å
òî å èòåðàòèâåí ïðîöåñ, êîåòî å îòðàçåíî íà ôèãóðàòà. Íÿêîè îò åòà-
ïèòå ìîæå äà íå ó÷àñòâàò ïðè èçãðàæäàíåòî íà ìîäåëà, íàïðèìåð àêî
îò àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ äèðåêòíî ñå ïîëó÷àò îáèêíîâåíè äèôåðåí-
öèàëíè óðàâíåíèÿ (ÄÓ), òî íå ñå ïðåìèíàâà ïðåç òðåòèÿ åòàï. Ñúùî
òàêà ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà ïðèëàãàíå íà åòàïèòå ìîæå äà å ðàçëè÷íà.
Ìîäåëèðàíåòî ñå ïðåêðàòÿâà, àêî îïèñàíèåòî, ïîëó÷åíî îò äàäåí åòàï,
å ïðèåìëèâî çà ïîñòàâåíèòå öåëè, íàïðèìåð, àêî ñå òúðñè íåïðåêúñíàò
ìîäåë, î÷åâèäíî òîé íå ñå äèñêðåòèçèðà.

Òúé êàòî ïðè ÷èñòî àíàëèòè÷íèÿ ïîäõîä ìîäåëúò íå ñå âàëèäèðà ñ
äàííè çà îáåêòà, íà âñåêè åòàï òðÿáâà äà ñå ñëåäè çà ñòåïåíòà íà âëîøà-
âàíå íà êà÷åñòâîòî íà îïèñàíèåòî. Òîçè àíàëèç çíà÷èòåëíî óñëîæíÿâà
ìîäåëèðàíåòî è òîâà å îñíîâíà ïðè÷èíà çà êîìáèíèðàíåòî íà àíàëèòè÷-
íèÿ ïîäõîä ñ åêñïåðèìåíòàëíèÿ.

1.2.1 Ãðàíèöè íà ñèñòåìàòà

Íà òîçè åòàï èçñëåäâàíàòà ñèñòåìà ñå èçîëèðà îò îêîëíàòà ñðåäà è,
àêî å íåîáõîäèìî, ñå îáîñîáÿâàò ïîäñèñòåìè, êîåòî óëåñíÿâà èçâåæäàíå-
òî íà ìîäåëà.

Ïðè íÿêîè çàäà÷è êîíêðåòèçèðàíåòî íà ñèñòåìàòà å î÷åâèäíî è íå
èçèñêâà çàäúëáî÷àâàíå â ïðîáëåìà, íî èìà îáëàñòè, êúäåòî èçîëèðàíå-
òî �è îò ñðåäàòà å òâúðäå óñëîâíî. Ìîæå äà ñå êàæå, ÷å íà òîçè åòàï
ñå îïðåäåëÿ ½ïðîçîðåöúò�, ïðåç êîéòî èçñëåäîâàòåëÿò èçó÷àâà ðåàëíèòå
ÿâëåíèÿ, êîèòî ñà îò èíòåðåñ. Òóê ñå îïðåäåëÿò âõîäîâåòå è èçõîäèòå,
ïðè÷èííî-ñëåäñòâåíèòå âðúçêè, î÷àêâàíèòå ñìóùåíèÿ è òåõíèòå ñòàòèñ-
òè÷åñêè õàðàêòåðèñòèêè è ò.í. Ãðåøêèòå, äîïóñíàòè òóê, ñà íàé-ñêúïî
ñòðóâàùè, òúé êàòî ïðîìÿíàòà íà ãðàíèöèòå íà ñèñòåìàòà ìîæå äà îáåç-
ñìèñëè ìíîãî äåéíîñòè, èçâúðøåíè ìåæäóâðåìåííî â ñëåäâàùèòå åòàïè.

1.2.2 Ïúðâîíà÷àëåí ìîäåë

Ñëåä óòî÷íÿâàíå íà ñèñòåìàòà ñå ïðèñòúïâà êúì íàìèðàíå íà ìî-
äåë (îáèêíîâåíî ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ), êîéòî îïèñâà âðúçêàòà ìåæäó
âõîäîâåòå è èçõîäèòå. Çà öåëòà ñå èçïîëçâàò èçâåñòíèòå çàêîíè îò ñúîò-



32 Ãëàâà 1. Ìîäåëèðàíå íà ìíîãîìåðíè ñèñòåìè

âåòíàòà îáëàñò. Íà òîçè åòàï, ñ íàòðóïâàíå íà çíàíèå çà âåëè÷èíèòå è
óòî÷íÿâàíå íà âðúçêèòå ìåæäó òÿõ, å âúçìîæíî íÿêîè ãðàíèöè íà ñèñ-
òåìàòà äà ñå ïðîìåíÿò. Ìîæå äà âúçíèêíå íåîáõîäèìîñò íîâè âåëè÷èíè
äà ñå âêëþ÷àò, à äðóãè äà îòïàäíàò. Ïðè äîñòàòú÷íî àïðèîðíà èíôîðìà-
öèÿ, îáèêíîâåíî â êðàÿ íà òîçè åòàï, ñå ïîëó÷àâà ñëîæåí ìîäåë, â êîéòî
ïàðàìåòðèòå è ñèãíàëèòå èìàò ôèçè÷åñêè ñìèñúë. Ñëåäâàùèòå äåéíîñ-
òè ñà íàñî÷åíè êúì îïðîñòÿâàíå íà ìîäåëà, à ñòåïåíòà íà îïðîñòÿâàíåòî
ìó çàâèñè îò öåëòà, çà êîÿòî ñå èçãðàæäà.

1.2.3 Ïðåîáðàçóâàíå îò ÷àñòíè â îáèêíîâåíè ÄÓ

Àêî ïúðâîíà÷àëíèÿò ìîäåë ñúäúðæà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, åäèí íà÷èí
çà ïîëó÷àâàíå íà ïî-óäîáåí ìîäåë å ÷àñòíèòå ÄÓ äà ñå ïðåîáðàçóâàò â
îáèêíîâåíè [13]. Òîçè ïðîöåñ å íàðå÷åí ðåäóêöèÿ. Ïðèìåðè çà îáåêòè,
÷èèòî íà÷àëíè ìîäåëè ñà ñ ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, ñà ðåêòèôèêàöèîííèòå
êîëîíè, ðåçåðâîàðèòå, èçñóøèòåëèòå, òðúáîïðîâîäèòå è äð. Îáùîòî ïðè
òÿõ å, ÷å ñèãíàëèòå çàâèñÿò, îñâåí îò âðåìåòî, è îò ïðîñòðàíñòâåíè ïðî-
ìåíëèâè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìîäåëèòå ñå ñúñòîÿò îò ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ïî
ñúîòâåòíèòå ïðîìåíëèâè. Ïðîöåñèòå â òðúáîïðîâîä îáèêíîâåíî ñå ïðåä-
ñòàâÿò ñ ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ïî åäíà ïðîìåíëèâà, îïèñâàùà èçìåíåíèåòî
ïî íàäëúæíàòà îñ íà òðúáîïðîâîäà, à ïðè èçñóøèòåëèòå íàïðèìåð, ïðî-
èçâîäíèòå ñà ïî òðèòå ïðîñòðàíñòâåíè êîîðäèíàòè.

1.2.4 Ëèíåàðèçàöèÿ

Ëèíåéíàòà òåîðèÿ íàìèðà øèðîêî ïðèëîæåíèå â ïðàêòèêàòà. Ñúùî
òàêà â ìíîãî ñëó÷àè íåëèíåéíèòå îïèñàíèÿ ìîæå äà ñå ëèíåàðèçèðàò
è ïîëó÷åíèòå ëèíåéíè ìîäåëè äà ñå èçïîëçâàò óñïåøíî. Çàòîâà âèíàãè,
êîãàòî å âúçìîæíî, ñå ïðàâÿò îïèòè êðàéíèÿò ìîäåë äà å ëèíååí.

Àêî ìîäåëúò ñúäúðæà íåëèíåéíè ÄÓ, íà òîçè åòàï òå ñå çàìåíÿò ñ
ëèíåéíè, êàòî îáåêòúò ñå îïèñâà â îêîëíîñò íà èçáðàí ðåæèì íà ðàáîòà.
Òîâà ñå ïîñòèãà, êàòî íåëèíåéíèòå ôóíêöèè ñå ðàçëàãàò â ðåä íà Òåé-
ëúð, â îêîëíîñò íà ðàáîòíàòà òî÷êà. Ñ îò÷èòàíå íà ñâîáîäíèòå ÷ëåíîâå
è íà òåçè îò ïúðâè ðåä ñå ïîëó÷àâà ëèíåéíà àïðîêñèìàöèÿ íà íåëèíåé-
íèÿ ìîäåë. Àêî îáëàñòòà íà íîðìàëíàòà ðàáîòà íà îáåêòà å èçðàçåíî
íåëèíåéíà, ìîæå äà ñå ôîðìèðà íàáîð îò ëèíåéíè ìîäåëè, îòãîâàðÿ-
ùè íà ðàçëè÷íè ðàáîòíè òî÷êè (îïèñàíèåòî å ïî÷àñòè ëèíåéíî), à àêî
ëèíåàðèçàöèÿòà íå å óäà÷íà, ñå ðàáîòè äèðåêòíî ñ íåëèíåéíèÿ ìîäåë.
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1.2.5 Íàìàëÿâàíå íà ðåäà íà ìîäåëà

Ïîíÿêîãà ñëîæíîñòòà íà ìîäåëà ìîæå äîïúëíèòåëíî äà ñå íàìàëè,
àêî ðåäúò íà îïèñàíèÿòà íà îòäåëíèòå âõîäíî-èçõîäíè êàíàëè ñå ðåäó-
öèðà. Îò ãëåäíà òî÷êà íà óïðàâëåíèåòî, ðåäúò íà ìîäåëà âëèÿå íà ðåäà
íà ðåãóëàòîðà, íà íàáëþäàòåëÿ íà ñúñòîÿíèåòî, íà êîìïåíñèðàùè çâåíà
è äðóãè åëåìåíòè, ó÷àñòâàùè â ñèñòåìàòà çà óïðàâëåíèå. Òàêà ïîíèæà-
âàíåòî íà ðåäà íà ìîäåëà âîäè äî îïðîñòÿâàíå íà ñòðóêòóðàòà íà äðóãè
åëåìåíòè îò ïî-ìàùàáíè ñèñòåìè.

1.2.6 Äèñêðåòèçàöèÿ

Äèñêðåòíèòå ìîäåëè íàìèðàò ãîëÿìî ïðèëîæåíèå êàêòî çà óïðàâëå-
íèå, òàêà è çà àíàëèç, ïðåäñêàçâàíå è ò.í. Îñíîâíà ïðè÷èíà å, ÷å ñíå-
ìàíåòî íà äàííè ñå èçâúðøâà â äèñêðåòíè ìîìåíòè îò âðåìåòî. Êàòî
ðåçóëòàò è îöåíèòåëèòå íà ïàðàìåòðè (èçïîëçâàíè â èäåíòèôèêàöèÿòà)
ôîðìèðàò äèñêðåòíè îïèñàíèÿ íà ñèñòåìàòà. Ìíîãî ñúâðåìåííè ðåãó-
ëàòîðè ñúùî èìàò äèñêðåòíî äåéñòâèå, à òîâà âàæè è çà ìåòîäèòå çà
ïðåäñêàçâàíå íà èçõîäà, çà îöåíêà íà ñúñòîÿíèÿ è ò.í.

1.2.7 Âðúçêà ñ åêñïåðèìåíòàëíèÿ ïîäõîä

Íà Ôèãóðà 1.20 îòíîâî ñà ïðåäñòàâåíè åòàïèòå íà àíàëèòè÷íîòî ìî-
äåëèðàíå, êàêòî è âúçìîæíèòå ìåñòà, êúäåòî åêñïåðèìåíòàëíèÿò ïîäõîä
áè ìîãúë äà ïîâèøè äîñòîâåðíîñòòà íà ìîäåëà èëè äà îïðîñòè íåãîâîòî
ïîëó÷àâàíå. Ìîæå áè íàé-çíà÷èì åôåêò îò èçïîëçâàíåòî íà äàííèòå å
âàëèäàöèÿòà íà ìîäåëà. Íà ôèãóðàòà òîâà ñå ñëó÷âà ñëåä äèñêðåòèçàöè-
ÿòà íà àíàëèòè÷íèÿ ìîäåë. Âúïðåêè òîâà ìîäåëúò, ÷èÿòî äîñòîâåðíîñò
ñå ïðîâåðÿâà, ìîæå äà å ðåçóëòàò îò íÿêîé îò ïðåäõîäíèòå åòàïè. Ñïîðåä
èíôîðìàòèâíîñòòà íà äàííèòå òå ìîæå äà ñå èçïîëçâàò è çà îòäåëÿíåòî
íà ñèñòåìàòà îò ñðåäàòà, íàïðèìåð ÷ðåç ïðîâåðêà íà õèïîòåçè çà òîâà,
êîè âåëè÷èíè èìàò îòíîøåíèå êúì ñèñòåìàòà è êîè ìîæå äà ñå èçêëþ-
÷àò îò ãðàíèöèòå �è. Ñúùî å âúçìîæíî äà ñå ïîäïîìîãíå îïðåäåëÿíåòî
íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà, íàïðèìåð îòêðèâàíå íà ñèëíè âðúçêè èëè
ëèïñà íà çàâèñèìîñòè ìåæäó âõîäîâå è èçõîäè, ïðîâåðêà íà õèïîòåçè çà
âèäà íà ìîäåëà, èçáîð íà ðåäà íà çâåíàòà, îïèñâàùè îòäåëíèòå âðúçêè
â ñèñòåìàòà è äð.

Êàòî ñëåäñòâèå îò êîìáèíàöèÿòà íà äâàòà ïîäõîäà ïîä ïîíÿòèåòî
àíàëèòè÷íî ìîäåëèðàíå ÷åñòî ñå âêëþ÷âàò è åëåìåíòè îò åêñïåðèìåí-
òàëíèÿ ïîäõîä. Îáðàòíîòî ñúùî å âàëèäíî. Èäåíòèôèêàöèÿòà íå å ïúë-
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Ôèãóðà 1.20. Àíàëèòè÷åí ïîäõîä è âúçìîæíîñòè çà êîìáèíèðàíå ñ åêñïåðè-
ìåíòàëíèÿ ïîäõîä
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íîöåííà áåç ïðåäâàðèòåëíàòà èíôîðìàöèÿ çà îáåêòà (êîåòî å òåìà íà
ñëåäâàùàòà òî÷êà) è çàòîâà ÷åñòî ïðè ðàçãëåæäàíåòî �è ñå âêëþ÷âàò è
åëåìåíòè îò àíàëèòè÷íèÿ ïîäõîä. Ïðè òîâà ïîëîæåíèå ñïîðåä äåéíîñ-
òèòå, êîèòî äîìèíèðàò, ñå îïðåäåëÿ çà êîé ïîäõîä ùå ñòàâà äóìà.

експеримент,
обработка
и анализ
на данни

параметри
и структура
на модела

валидация
на модела

клас
на модела

уточняване
на системата

начало

край

достов.
модел?

да

не

Ôèãóðà 1.21. Åòàïè íà èäåíòèôè-
êàöèÿòà

Ïî òàçè ïðè÷èíà ìîäåëèðàíåòî,
çàñåãíàòî â ìîíîãðàôèÿòà, íå å ÷èñòî
åêñïåðèìåíòàëíî � ñ ïîíÿòèÿòà èäåí-
òèôèêàöèÿ è åêñïåðèìåíòàëíî ìîäå-
ëèðàíå ùå ñå îïèñâà èçãðàæäàíåòî íà
ìîäåë, êîãàòî èíôîðìàöèÿ çà ñèñòå-
ìàòà ñå ñúäúðæà îñíîâíî (íî íå çà-
äúëæèòåëíî èçöÿëî) âúâ âõîäíî-èç-
õîäíèòå äàííè.

1.3 Åêñïåðèìåíòàëíî

ìîäåëèðàíå

Â èçëîæåíèåòî ïî-äîëó ñå ïðåäñ-
òàâÿò íàêðàòêî åòàïèòå íà èäåíòèôè-
êàöèÿòà íà ñèñòåìè, êàòî ñå ðàçãëåæ-
äà è âðúçêàòà ñ àíàëèòè÷íèÿ ïîäõîä.

Îáèêíîâåíî èäåíòèôèêàöèÿòà ñå
ñâúðçâà ñ åêñïåðèìåíòàëíîòî ìîäåëè-
ðàíå â òåõíè÷åñêàòà îáëàñò, êúäåòî
÷åñòî ñèñòåìàòà ìîæå ïðåäâàðèòåëíî
äà ñå äåôèíèðà. Ïîðàäè òîâà â ëè-
òåðàòóðàòà îò òàçè îáëàñò (íàïðèìåð
[10]) êàòî ïúðâè åòàï ñå ðàçãëåæäà
èçáîðúò íà êëàñ íà ìîäåëà � äåéíîñò,
çà êîÿòî å íóæíî ãðàíèöèòå íà ñèñòå-
ìàòà äà ñà óòî÷íåíè. Îò äðóãà ñòðà-
íà, â ìíîãî çàäà÷è èçâúí òåõíèêàòà
ñèñòåìàòà íå å îáîñîáåíà â íà÷àëîòî
íà èçñëåäâàíåòî [14, 32]. Îùå ïîâå÷å
÷å â ïðîöåñà íà èäåíòèôèêàöèÿ ìîæå äà ñå íàëîæè ãðàíèöàòà �è äà ñå èç-
ìåñòè ñ öåë ïîëó÷àâàíå íà ïî-òî÷íî îïèñàíèå. Òúé êàòî â ìîíîãðàôèÿòà
ñå ðàçãëåæäàò è íåòåõíè÷åñêè îáåêòè, êàòî ïúðâè åòàï ñå ïðèåìà îáî-
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ñîáÿâàíåòî íà ñèñòåìàòà. Åòàïèòå â ïðîöåñà íà èäåíòèôèêàöèÿ, êîéòî
ñúùî å èòåðàòèâåí, ñà äàäåíè íà Ôèãóðà 1.21.

Íÿêîè äåéíîñòè ìîæå äà íå ó÷àñòâàò ïðè èçãðàæäàíåòî íà ìîäåëà,
íàïðèìåð àêî äàííèòå ñà íàëèöå â íà÷àëîòî íà èçñëåäâàíåòî. Òîâà å ÷åñ-
òî ñðåùàí ñëó÷àé ïðè ïàçàðíèòå è ôèíàíñîâèòå ñèñòåìè, êúäåòî, îñâåí
íåæåëàíèòå åôåêòè îò ïðîâåæäàíåòî íà àêòèâåí åêñïåðèìåíò, âðåìåòî
çà ñúáèðàíå íà äàííèòå ïðîäúëæàâà ñ ãîäèíè. Îñâåí òîâà ïîñëåäîâà-
òåëíîñòòà íà íÿêîè åòàïè ìîæå äà ñå ïðîìåíè. Àêî ïðåäâàðèòåëíàòà
èíôîðìàöèÿ íå å äîñòàòú÷íà çà èçáîð íà êëàñà íà ìîäåëà, òî òðÿáâà
äà ñå èçïîëçâà îñíîâíèÿò èçòî÷íèê íà èíôîðìàöèÿ � äàííèòå, êîèòî
òðÿáâà äà ñå ñúáåðàò, îáðàáîòÿò è àíàëèçèðàò, à ñëåä òîâà âíèìàíèåòî
äà ñå íàñî÷è êúì èçáîð íà êëàñ íà ìîäåëà. Â òîçè ñìèñúë, êàêòî è ïðè
àíàëèòè÷íîòî ìîäåëèðàíå, ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà äåéíîñòèòå å îðèåí-
òèðîâú÷íà.

1.3.1 Ãðàíèöè íà ñèñòåìàòà

Òîçè åòàï å õàðàêòåðåí çà îáëàñòè, êúäåòî èçñëåäâàíàòà ìíîãîìåð-
íà ñèñòåìà ïðåäâàðèòåëíî íå å ÿñíî äåôèíèðàíà. Òóê èçñëåäîâàòåëÿò
ìîæå äà ñå íàòúêíå íà ìíîæåñòâî âåëè÷èíè, êîèòî ñà âçàèìíîñâúðçàíè,
êàòî ñèëàòà íà âðúçêèòå å ðàçëè÷íà. Âîäåùàòà çàäà÷à å ñúùàòà êàòî
îïèñàíàòà â òî÷êà 1.2.1, íî ïúòÿò çà ðàçðåøàâàíåòî �è å ðàçëè÷åí. Çà
óòî÷íÿâàíåòî íà ñèñòåìàòà å æåëàòåëíî äà ñå èçïîëçâà êàêòî àïðèîð-
íà, òàêà è àïîñòåðèîðíà èíôîðìàöèÿ, òúé êàòî ãðåøíîòî îïðåäåëÿíå íà
ñèñòåìàòà ìîæå äà îáåçñìèñëè ñëåäâàùèòå äåéíîñòè.

Àêî èìà ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ çà ðåàëíèòå ÿâëåíèÿ (àïðèîðíà èí-
ôîðìàöèÿ) è ñèñòåìàòà óñëîâíî ñå îòäåëè îò ñðåäàòà, ïðåäè äà ñå ïðèñ-
òúïè êúì ïðîâåæäàíåòî íà åêñïåðèìåíò, òîâà ìîæå çíà÷èòåëíî äà îï-
ðîñòè ìîäåëèðàíåòî, êàêòî è âåðîÿòíîñòòà îò ãðåøíè ïðåäïîëîæåíèÿ
(äúëæàùè ñå íà ñòàòèñòè÷åñêè èçâîäè) çà ñòðóêòóðàòà íà ñèñòåìàòà êà-
òî öÿëî, à îòòàì è äà ñïåñòè ìíîãî óñèëèÿ è âðåìå.

Êîãàòî îáëàñòòà íå å äîáðå èçñëåäâàíà, èçòî÷íèê íà èíôîðìàöèÿ ñà
äàííè îò åêñïåðèìåíò. Òóê èäåíòèôèêàöèÿòà äî ãîëÿìà ñòåïåí ñúâïà-
äà ñ èçâëè÷àíåòî íà èíôîðìàöèÿ îò äàííè. Ïðàâèëîòî å ïúðâîíà÷àëíî
äà ñå èçïîëçâà íàáîð îò äàííè çà ãîëÿì áðîé âåëè÷èíè. Íàïðèìåð ïðè
èäåíòèôèêàöèÿòà íà ôèíàíñîâè ñèñòåìè âåëè÷èíèòå ñà ñòîòèöè èëè õè-
ëÿäè, à â ïàçàðíèòå ñèñòåìè, êàêâèòî ñà õèïåðìàðêåòèòå, ïîòåíöèàëíèòå
âõîäíî-èçõîäíè ñèãíàëè ìîæå äà ñà äåñåòêè ìèëèîíè. Îò òÿõ òðÿáâà äà
ñå èçîëèðà ïîäìíîæåñòâî, êîåòî äà ó÷àñòâà â ñëåäâàùèòå åòàïè íà ìî-
äåëèðàíåòî.
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1.3.2 Êëàñ íà ìîäåëà

Ïðåäèøíèÿò åòàï îáèêíîâåíî îñèãóðÿâà ãðóáà ïðåäñòàâà çà ñèñòå-
ìàòà è ñðåäàòà. Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å àêöåíòúò äà ñå èçìåñòè êúì òúð-
ñåíèÿ ìîäåë. Öåëòà íà òîçè åòàï å äà ñå êîíêðåòèçèðàò îñîáåíîñòèòå
íà âðúçêèòå ìåæäó ñèãíàëèòå, íàïðèìåð äàëè ùå ñå òúðñè äèíàìèêà
â ïîâåäåíèåòî, âúçìîæíî ëè å îïèñàíèåòî äà å ëèíåéíî, èëè ñå íàëàãà
èçïîëçâàíåòî íà íåëèíåéíè ìîäåëè, äàëè ìîæå ñèñòåìàòà äà ñå ïðèå-
ìå çà ñòàöèîíàðíà è ò.í. Ðåçóëòàòúò îò òîçè åòàï îïðåäåëÿ êàòî öÿëî
ñòðàòåãèÿòà íà ïî-íàòàòúøíèòå äåéñòâèÿ, êàòî êàêúâ åêñïåðèìåíò ùå
ñå ïðîâåäå, êàêâà îáðàáîòêà íà äàííèòå å ïîäõîäÿùà, êàêâè ìåòîäè çà
îöåíêà íà ïàðàìåòðèòå è ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà ùå ñå ïðèëàãàò, êàêòî
è êàê ùå ñå âàëèäèðà ìîäåëúò. Åñòåñòâåíî, àêî â ïðîöåñà íà óòî÷íÿâàíå
íà ìîäåëà ñå ïîëó÷è àíàëèòè÷íî îïèñàíèå, êîåòî å óäîâëåòâîðèòåëíî
êàòî ñëîæíîñò è äîñòîâåðíîñò, òî ìîäåëèðàíåòî ñå ïðåêðàòÿâà, à ïîä-
õîäúò î÷åâèäíî å àíàëèòè÷åí. Îáèêíîâåíî, àêî ñå ñòèãíå äî ìîäåë íà
òîçè åòàï, òîé å ñëîæåí è å íåîáõîäèìî îïðîñòÿâàíå. Â ìíîãî ñëó÷àè
å íóæíî äà ñå äîóòî÷íÿò ñòðóêòóðàòà è ïàðàìåòðèòå ìó, à â îáëàñòè,
êúäåòî àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ å îñêúäíà, å âúçìîæíî åäèíñòâåíî äà
ñå âçåìå ðåøåíèå çà íàé-îáùèòå ñâîéñòâà íà áúäåùèÿ ìîäåë (êëàñà ìó).

1.3.3 Åêñïåðèìåíò, ïðåäâàðèòåëíà îáðàáîòêà

è àíàëèç

Àêî íÿìà íàëè÷íè äàííè çà ñèñòåìàòà, â íà÷àëîòî íà òîçè åòàï ñå
ïëàíèðà è ïðîâåæäà åêñïåðèìåíò, à ñëåä òîâà äàííèòå ñå îáðàáîòâàò è
àíàëèçèðàò. Öåëòà å äà ñå ôîðìèðà íàáîð îò äàííè, ïîäõîäÿù çà ñëåäâà-
ùèÿ åòàï � èçãðàæäàíå íà êîíêðåòåí ìîäåë. Ñìèñúëúò íà åêñïåðèìåíòà
å äà ñå îñèãóðÿò êîëêîòî å âúçìîæíî ïî-èíôîðìàòèâíè äàííè (âèæ òî÷-
êà 2.2.1). Åêñïåðèìåíòèòå ìîæå äà ñà àêòèâíè è ïàñèâíè. Ïðåäèìñòâîòî
íà àêòèâíèòå å, ÷å ñ äîïúëíèòåëíî âúçäåéñòâèå âúðõó ñèñòåìàòà ìî-
æå äà ñå îñèãóðÿò ïîäõîäÿùè äàííè çà èäåíòèôèêàöèÿòà, äîêàòî ïðè
ïàñèâíèòå ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìàòà íå ñå ñìóùàâà öåëåíàñî÷åíî è äàí-
íèòå ìîæå äà íå ñà èíôîðìàòèâíè. Îò äðóãà ñòðàíà, â ìíîãî ñëó÷àè
èçêóñòâåíîòî ñìóùàâàíå íà ñèñòåìàòà íå å æåëàòåëíî è òîãàâà åäèíñò-
âåíèÿò èçõîä å äà ñå ïðîâåäå ïàñèâåí åêñïåðèìåíò. Ñúùî òàêà, òèïè÷íî
çà íÿêîè îáëàñòè å äàííèòå äà ñà íàòðóïàíè ïðåäâàðèòåëíî. Â êðåäèò-
íàòà èíäóñòðèÿ íàïðèìåð åêñïåðèìåíòúò, êîéòî å ïàñèâåí, ïðîäúëæàâà
ñ ãîäèíè. Òîãàâà ïúðâàòà äåéíîñò, ñ êîÿòî ñå ñòàðòèðà, å îáðàáîòêàòà íà
íàëè÷íèòå äî ìîìåíòà äàííè.
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Ïîíÿêîãà íå ñå îòäåëÿ íóæíîòî âíèìàíèå íà òîçè åòàï, òúé êàòî ðå-
çóëòàòúò îò íåãî âñå îùå íå å ìîäåë. Íî ÷åñòî, îñîáåíî ïðè ìíîãîìåðíèòå
ñèñòåìè, è òî ñ ãîëÿì áðîé âõîäîâå è èçõîäè, òîçè åòàï å ðåøàâàù çà
êà÷åñòâîòî íà êðàéíèÿ ìîäåë. Êàòî ïðèìåð ïðè ìîäåëèðàíåòî íà ïîâå-
äåíèåòî íà êëèåíòèòå íà áàíêà âðåìåòî, êîåòî ñå îòäåëÿ çà ïîäãîòîâêàòà
íà äàííèòå, ìîæå äà íàäõâúðëè 80% îò öÿëîòî âðåìå çà èçãðàæäàíå íà
ìîäåëà. Âàæíî å äàííèòå äà ñå ïðèâåäàò â óäîáåí âèä çà öèôðîâàòà
îáðàáîòêà â ñëåäâàùèÿ åòàï (íàïðèìåð íå÷èñëîâè âåëè÷èíè äà ñå êîäè-
ðàò ñ ÷èñëîâè çíà÷åíèÿ, äà ñå ïîïúëíÿò ëèïñâàùèòå ñòîéíîñòè, îñîáåíè
ñëó÷àè äà ñå êîäèðàò, äà ñå îáðàáîòÿò íåòèïè÷íèòå ñòîéíîñòè è äð.).
Ñúùî òàêà å óäà÷íî îùå íà òîçè åòàï äà ñå èçáåãíàò åâåíòóàëíè ÷èñëå-
íè ïðîáëåìè, êîèòî ñà õàðàêòåðíè çà èäåíòèôèêàöèÿòà íà ìíîãîìåðíè
ñèñòåìè.

Îñâåí îáðàáîòêà òóê ñå èçâúðøâà è ïðåäâàðèòåëåí àíàëèç íà äàííè-
òå. Òîé âêëþ÷âà ñòàòèñòè÷åñêè, ÷åñòîòåí, êîðåëàöèîíåí àíàëèç; èçñëåä-
âàíå íà ïîòåíöèàëíàòà çíà÷èìîñò íà ôàêòîðèòå (ïîîòäåëíî è íà ãðóïè,
ïðè îïèñàíèåòî íà èçõîäèòå); àíàëèçèðàíå íà íåëèíåéíè òðàíñôîðìà-
öèè íà ñèãíàëèòå çà ïîëó÷àâàíå íà ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí ìîäåë è
äð. Äîðè ìîæå äà ñå ñòèãíå è äî ãðóáî ìîäåëèðàíå ïðè ïîïúëâàíåòî íà
ëèïñâàùè ñòîéíîñòè. Òóê ìîæå äàííèòå äà ñå ñåãìåíòèðàò (íàïðèìåð,
àêî îòðàçÿâàò ðàçëè÷íî ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà) è çà âñåêè ñåãìåíò äà
ñå òúðñè îòäåëåí ìîäåë.

1.3.4 Îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè è èçáîð íà ñòðóêòóðà

Êëàñúò íà ìîäåëà å íåîáõîäèì êàêòî çà îïðåäåëÿíå íà îöåíèòåëÿ íà
ïàðàìåòðè, òàêà è çà ìåòîäà, ñ êîéòî ñå èçáèðà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà.
Àêî îïèñàíèåòî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè â ëèíååí (ïî ïàðàìåòðè) âèä, òî ñå
èçïîëçâàò ìåòîäèòå, ðàçãëåäàíè â íàñòîÿùèÿ òðóä. Êîãàòî ïàðàìåòðèòå
íà ìîäåëà ñà ïðåäâàðèòåëíî îïðåäåëåíè, òî ñ ìåòîäà íà Áåéñ å âúçìîæíî
òàçè àïðèîðíà èíôîðìàöèÿ äà ñå îáåäèíè ñ àïîñòåðèîðíàòà (ñúäúðæàùà
ñå â äàííèòå). Îáèêíîâåíî îöåíèòåëèòå ñà äèðåêòíî ïðèëîæèìè, áåç
äà ñà íåîáõîäèìè äîïúëíèòåëíè èçâåæäàíèÿ, ñïåöèôè÷íè çà èçáðàíîòî
îïèñàíèå, çà ðàçëèêà îò íåëèíåéíèòå ìîäåëè, êúäåòî îöåíèòåëèòå ÷åñòî
èçèñêâàò èçâåæäàíå íà äîïúëíèòåëíè âåëè÷èíè.

Çà ëèíåéíèÿ ñëó÷àé ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà ñå óòî÷íÿâà ñ äîáðå îò-
ðàáîòåíè, àâòîìàòèçèðàíè ìåòîäè, äîêàòî èçáîðúò íà ñòðóêòóðàòà íà
íåëèíåéíèòå ìîäåëè ñå àâòîìàòèçèðà ïî-òðóäíî. Ïðè ìíîãîìåðíèòå ñèñ-
òåìè, îñâåí ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåòðè, õàðàêòåðíè çà åäíîìåðíèòå îïè-
ñàíèÿ, íàïðèìåð ñòåïåíè íà ïîëèíîìè è ÷èñòè çàêúñíåíèÿ, ñå ïðîâåðÿâà
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è çíà÷èìîñòòà íà âõîäíî-èçõîäíèòå âåëè÷èíè. Òàêà â ðåçóëòàò îò òîçè
åòàï ñå ïîëó÷àâà ìîäåë ñ åâåíòóàëíî íàìàëåí áðîé, íî çíà÷èìè âõîäîâå
è èçõîäè.

1.3.5 Âàëèäàöèÿ íà ìîäåëà

Ïîëó÷åíèÿò ìîäåë ñå ïðîâåðÿâà äàëè èçïúëíÿâà èçèñêâàíèÿòà çà
ñòåïåíòà íà äîñòîâåðíîñò, êîÿòî å óäîâëåòâîðèòåëíà îò ãëåäíà òî÷êà
íà ïðèëîæåíèåòî ìó. Àêî ðåçóëòàòúò íå å çàäîâîëèòåëåí, ïðîöåñúò íà
ìîäåëèðàíå ïðîäúëæàâà îò íÿêîé ïðåäèøåí åòàï. Æåëàòåëíî å äà ñå
çàïî÷íå îò ïðîâåðêè íà äåéíîñòèòå îò ïðåäõîäíèÿ åòàï, êàòî åâåíòóàë-
íî íÿêîè ñòúïêè äà ñå ïðåïîâòîðÿò ïðè ðàçëè÷íè óñëîâèÿ, íàïðèìåð
ïðîìÿíà íà ñòðóêòóðàòà è åâåíòóàëíî íà îöåíèòåëÿ. Àêî ïðîìÿíàòà íå
ïîäîáðè äîñòàòú÷íî ìîäåëà, òî å íåîáõîäèìî äà ñå ïðîäúëæè îò ïðåäè-
øåí åòàï, à èìåííî îòíîâî äà ñå ïðåîñìèñëè îáðàáîòêàòà íà äàííèòå.
Â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé ãðàíèöèòå íà ñèñòåìàòà ñå èçìåíÿò (ñ äîáàâÿíåòî
íà íîâè âåëè÷èíè, çà ïî-äîáðî îïèñàíèå íà îáåêòà). Òîçè èòåðàòèâåí
ïðîöåñ ïðîäúëæàâà, äîêàòî ìîäåëúò íå óäîâëåòâîðè èçèñêâàíèÿòà, íà-
ëîæåíè îò ïðèëîæåíèåòî, çà êîåòî ñå ñúçäàâà.

1.3.6 Âðúçêà ñ àíàëèòè÷íèÿ ïîäõîä

Òàçè, âå÷å çàñåãíàòà, òåìà å ïðåäñòàâåíà ãðàôè÷íî íà Ôèãóðà 1.22.
Òúé êàòî ïðè ÷èñòî åêñïåðèìåíòàëíèÿ ïîäõîä äîñòîâåðíîñòòà íà ìîäåëà
íå ìîæå äà ñå ïîòâúðäè ñ ïîìîùòà íà àïðèîðíà èíôîðìàöèÿ, èìà îïàñ-
íîñò ìîäåëúò äà îòðàçÿâà ëúæëèâî îñîáåíîñòèòå íà ñèñòåìàòà. Çàòîâà
å âàæíî èäåíòèôèêàöèÿòà äà ñå êîìáèíèðà ñ àíàëèòè÷íèÿ ïîäõîä. Ñúñ
ñëåäâàùèÿ ïðèìåð îò ôèíàíñèòå ñå ïðåäñòàâÿ ó÷àñòèåòî íà ïðåäâàðè-
òåëíèòå çíàíèÿ â èäåíòèôèêàöèÿòà.

Ïðè èçãðàæäàíå íà ñèñòåìèòå çà îöåíÿâàíå íà êðåäèòåí ðèñê, îñ-
íîâíî ñå èçïîëçâà åêñïåðèìåíòàëíèÿò ïîäõîä. Íî äîðè è â òîçè ñëó÷àé,
ïðè èçáîðà íà ôàêòîðè, êîèòî äà ó÷àñòâàò â ìîäåëà, ñå èçâúðøâà ïðî-
âåðêà çà íåêîðåêòíà àñîöèàöèÿ ìåæäó âõîäîâåòå (ôàêòîðèòå) è èçõîäà
(âåðîÿòíîñòòà êðåäèòîèñêàòåëÿò äà å äîáúð ïëàòåö). Íàïðèìåð íà áà-
çàòà íà ïðåäâàðèòåëíèòå çíàíèÿ å èçâåñòíî, ÷å ôàêòîðúò `âúçðàñò' å
ïîëîæèòåëíî êîðåëèðàí ñ èçõîäà. Òîâà ïðàâèëî ñå çàëàãà â ïðîöåñà íà
ìîäåëèðàíå è àêî ñïîðåä ìîäåëà âðúçêàòà å îáðàòíà, òî å íåîáõîäèìî äà
ñå ïðåðàçãëåäàò äåéíîñòèòå â ïðåäõîäíèòå åòàïè, êàòî ìîæå äà ñå ñòèãíå
è äî èçêëþ÷âàíå íà ôàêòîðà `âúçðàñò' îò ìîäåëà.

Ñúùî òàêà ìîæå ïðåäâàðèòåëíî äà ñå èçâúðøè (ñòàòèñòè÷åñêà) ñåã-
ìåíòàöèÿ íà äàííèòå, íàïðèìåð ñïîðåä ôàêòîðè êàòî `äîõîä', `ñåìåéíî
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ïîëîæåíèå' è äð., êàòî îòíîâî ñå òúðñè ëîãèêà â ñåãìåíòàöèÿòà. Ñëåä
òîâà ìîæå äà ñå îêàæå, ÷å â îïðåäåëåíè ñåãìåíòè îò íàñåëåíèåòî âúç-
ðàñòòà å çíà÷èì ôàêòîð, à â äðóãè � íå. Òàêà ñ òúðñåíåòî íà áèçíåñ
ëîãèêà ìîäåëúò ñòàâà ïî-ÿñåí è îáîñíîâàí, à âåðîÿòíîñòòà îò äîïóñêàíå
íà ãðåøêè, äúëæàùè ñå íà âàðèàöèÿòà â äàííèòå, íàìàëÿâà.

експеримент,
обработка
и анализ
на данни

параметри
и структура
на модела

валидация
на модела

клас
на модела

уточняване
на системата

начало

край

достов.
модел?

да

не

процеси, имащи
отношение към системата

априорна информация

подходящ клас на модела

свойства на процесите:
честотни;
скорост, област на изменение;
очаквани съставки
(тренд, сезонност...) и др.

логични връзки,
разпределения,
очаквани стойности
на параметрите

интерпретация на модела
от гл. т. на приложната област

Ôèãóðà 1.22. Åêñïåðèìåíòàëåí ïîäõîä è âúçìîæíîñòè çà êîìáèíèðàíå ñ àíà-
ëèòè÷íèÿ ïîäõîä
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1.4 Àâòîìàòèçèðàíà èäåíòèôèêàöèÿ

Âñåêè åòàï íà èäåíòèôèêàöèÿòà îáèêíîâåíî å ñâúðçàí ñ âçåìàíå íà
ðåøåíèÿ çà ñëåäâàùèòå ñòúïêè, êîèòî òðÿáâà äà ñå ïðåäïðèåìàò. Êî-
ãàòî ñèñòåìàòà å ñ ìàëêà ðàçìåðíîñò, å îáîñíîâàíà àêòèâíàòà íàìåñà
íà åêñïåðò. Íî ñ ðàçâèòèåòî íà êîìïþòúðíèòå òåõíîëîãèè è èíôîðìà-
öèîííèòå ñèñòåìè ñòàâà âúçìîæíî ïðèëàãàíåòî íà èäåíòèôèêàöèÿòà è
çà ñèñòåìè ñ ìíîãî ãîëÿìàòà ðàçìåðíîñò íà âõîäíî-èçõîäíèòå ñèãíàëè.
Òàêà ñå ñòèãà äî íåîáõîäèìîñòòà èäåíòèôèêàöèÿòà äà ñå àâòîìàòèçèðà
[81, 79, 73].

Ðåçóëòàòúò îò àâòîìàòè÷íîòî èçïúëíåíèå íà èäåíòèôèêàöèÿòà çà-
âèñè îñâåí îò êîíêðåòíàòà ìåòîäîëîãèÿ (êàêâè äåéíîñòè è â êàêâà ïîñ-
ëåäîâàòåëíîñò ñå èçïúëíÿâàò) è îò ïàðàìåòðèòå, ñ êîèòî èçñëåäîâàòå-
ëÿò ½íàñòðîéâà� öÿëîñòíèÿ ïðîöåñ íà ìîäåëèðàíå. Ïðèìåðè çà òàêèâà
íàñòðîéâàåìè ïàðàìåòðè ñà ôëàãîâå, ñ êîèòî ñå ðàçðåøàâà/çàáðàíÿâà
ïðèëàãàíåòî íà êîíêðåòíà îáðàáîòêà, íà àíàëèç èëè íà ìåòîä, êàêòî è
çà èçáîð íà ðàçëè÷íè íà÷àëíè óñëîâèÿ; ïðàãîâè ñòîéíîñòè, íàïðèìåð íà
äîïóñòèìàòà ñòåïåí íà ìóëòèêîëèíåàðíîñò â äàííèòå, íà çíà÷èìîñòòà
íà ïîòåíöèàëíèòå ôàêòîðè çà äîáàâÿíå â (èëè ïðåìàõâàíå îò) ìîäåëà,
ïðàãîâå ïðè ÷èñëåíî óñòîé÷èâîòî îáðúùàíå íà ìàòðèöè è äð.; êðèòåðèè
çà ñïèðàíå íà ñòúïêîâè àëãîðèòìè çà îïðåäåëÿíå íà ñòðóêòóðàòà; ìàê-
ñèìàëåí áðîé ôàêòîðè â ìîäåëà è ò.í. Èçñëåäîâàòåëÿò çàäàâà íà÷àëíè
ñòîéíîñòè íà íàñòðîéâàåìèòå ïàðàìåòðè è â çàâèñèìîñò îò êðàéíèÿ ðå-
çóëòàò (ìîäåë) òîé èçìåíÿ ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòðèòå. Îò åäíà ñòðà-
íà, êîëêîòî ïîâå÷å ñà íàñòðîéâàåìèòå ïàðàìåòðè, òîëêîâà ïî-ãîëÿìà
å âúçìîæíîñòòà äà ñå âúçäåéñòâà âúðõó ïðîöåñà íà ìîäåëèðàíå. Åä-
íà ïðè÷èíà çà òàçè ÷îâåøêà íàìåñà å íåäîñòàòú÷íàòà âúçìîæíîñò íà
àâòîìàòèçèðàíèÿ ïðîöåñ äà îïòèìèçèðà ñïîìåíàòèòå ïàðàìåòðè. Òîçè
ïðîáëåì òåîðåòè÷íî å ðåøèì � âúçìîæíî å ñ ìíîãîêðàòíî èçïúëíåíèå
íà öèêúëà íà èäåíòèôèêàöèÿòà äàäåí ïàðàìåòúð äà ñå îïòèìèçèðà. Íî
ïðàêòè÷åñêè àâòîìàòèçèðàíèÿò àëãîðèòúì ìíîãî ñå óñëîæíÿâà è äîñ-
òèãàíåòî åâåíòóàëíî äî æåëàí ðåçóëòàò áè îòíåëî òâúðäå ìíîãî âðåìå.
Äðóãà ïðè÷èíà çà íàëè÷èåòî íà òåçè ïàðàìåòðè å òðóäíîñòòà ïðè äåôè-
íèðàíåòî íà öåëòà íà îïòèìèçàöèÿòà íà ìîäåëà (íàïðèìåð, êîãàòî èìà
ïîâå÷å öåëè, ìåæäó êîèòî òðóäíî ñå áàëàíñèðà, îñîáåíî â íà÷àëîòî íà
ìîäåëèðàíåòî).

Ïðè ðàçðàáîòâàíåòî íà àâòîìàòèçèðàíèÿ öèêúë ñå òúðñè êîìïðîìèñ
ìåæäó áðîÿ íà ñïîìåíàòèòå ïàðàìåòðè è ñòåïåíòà íà âëèÿíèå âúðõó
ïðîöåñà íà èçãðàæäàíå íà ìîäåëà. ×àñò îò ïàðàìåòðèòå ìîæå äà îñòàíàò
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ñêðèòè, êàòî ïðàãúò íà çíà÷èìîñò íà ñèíãóëÿðíèòå ÷èñëà, îïðåäåëÿù
ðåçóëòàòà îò ÷èñëåíî óñòîé÷èâîòî îáðúùàíå íà ìàòðèöè, èëè äà èìàò
ïîäõîäÿùè íà÷àëíè ñòîéíîñòè è òàêà âíèìàíèåòî íà èçñëåäîâàòåëÿ äà
ñå íàñî÷è êúì ìàëúê áðîé îñíîâíè ïàðàìåòðè, ñ êîèòî äà âëèÿå âúðõó
ðåçóëòàòà.

Îñâåí òîâà çà ïî-ëåñíî áîðàâåíå ñ ïàðàìåòðèòå å æåëàòåëíî òàêà äà
ñå èçãðàäè àâòîìàòèçèðàíàòà ëîãèêà, ÷å ïðîìÿíàòà íà åäèí ïàðàìåòúð
äà íå èçèñêâà ïðîìÿíà íà äðóãè ïàðàìåòðè, ò.å. íàñòðîéêàòà èì äà å ïî
âúçìîæíîñò íåçàâèñèìà.

Äðóã âàæåí ìîìåíò å íàñòðîéâàåìèòå ïàðàìåòðè äà ñå èíòåðïðåòè-
ðàò ÿñíî, áåç äà å íóæíî çàäúëáî÷åíî ïîçíàíèå çà êîíêðåòíàòà ðåàëèçà-
öèÿ íà ìåòîäèòå. Òàêà àâòîìàòèçèðàíèÿò ïðîöåñ ìîæå äà ñå èçïîëçâà îò
õîðà, êîèòî íå ñà åêñïåðòè ïî èäåíòèôèêàöèÿ, à äà èìàò ïî-çàäúëáî÷åíè
ïîçíàíèÿ â ïðèëîæíàòà îáëàñò.

Îñâåí çàäàâàíåòî íà íà÷àëíè ñòîéíîñòè íà íàñòðîéâàåìèòå ïàðàìåò-
ðè îò ïîìîù áè áèëà è èíôîðìàöèÿòà çà èíòåðâàëèòå íà òÿõíîòî èç-
ìåíåíèå (íåçàâèñåùè îò êîíêðåòíèÿ ïðîáëåì). Ñúùî å æåëàòåëíî, äî-
êîëêîòî å âúçìîæíî, ÷óâñòâèòåëíîñòòà íà ïðîöåñà íà ìîäåëèðàíå äà
å ðàâíîìåðíà â ðàçëè÷íèòå ÷àñòè íà äîïóñòèìèòå èíòåðâàëè. Òàêà ñå
óëåñíÿâà ðàáîòàòà íà èçñëåäîâàòåëÿ è ñå íàìàëÿâà áðîÿò íà èòåðàöèèòå
ñ ÷îâåøêà íàìåñà.

Îòäåëåíî å ñïåöèàëíî âíèìàíèå íà àâòîìàòèçèðàíåòî íà èäåíòèôè-
êàöèÿòà, çàùîòî ÷åñòî âðåìåòî çà ìîäåëèðàíå å îãðàíè÷åíî, à õîðàòà,
ïðèáÿãâàùè äî àâòîìàòèçèðàíî ôîðìèðàíå íà ìîäåë, â áîëøèíñòâîòî
îò ñëó÷àèòå ñà åêñïåðòè â èçñëåäâàíàòà îáëàñò, à íå â ìàòåìàòè÷åñ-
êèÿ àíàëèç, îïòèìèçàöèÿòà, ÷èñëåíèòå ìåòîäè, ñòàòèñòèêàòà è âúîáùå
â îáëàñòèòå, íåîáõîäèìè çà èìïëåìåíòàöèÿòà íà åòàïèòå îò îïèñàíèÿ
öèêúë.



Ãëàâà 2

Åòàïè íà èäåíòèôèêàöèÿòà

íà MIMO ñèñòåìè

2.1 Êëàñ íà ìîäåëà

Â ïúðâèÿ åòàï (îïðåäåëÿíå ãðàíèöèòå íà ñèñòåìàòà) àêöåíòúò å ðå-
àëíàòà ñèñòåìà è òúé êàòî íåãîâîòî ïðîâåæäàíå å ñïåöèôè÷íî çà êîíê-
ðåòíàòà çàäà÷à, òîé íå å ðàçãëåäàí ïî-ïîäðîáíî.

Âúâ âòîðèÿ åòàï âíèìàíèåòî ñå íàñî÷âà êúì ìîäåëà. Ïîíåæå ìà-
òåìàòè÷åñêèòå îïèñàíèÿ ñà àáñòðàêòíè ïðåäñòàâÿíèÿ íà ðåàëíèòå ÿâëå-
íèÿ, òîâà ïîçâîëÿâà òÿõíîòî îáîáùàâàíå â îòäåëíè êëàñîâå. Ïîðàäè òîâà
âòîðèÿò åòàï íå çàâèñè òîëêîâà îò êîíêðåòíàòà ñèñòåìà, êîëêîòî ïúð-
âèÿ. Îñâåí òîâà, ñëåä êàòî ñèñòåìàòà å êîíêðåòèçèðàíà, èçñëåäâàíåòî
íà ñâîéñòâàòà �è ñúùî ìîæå äà ñå îáîáùè. Çàòîâà èçëîæåíèåòî çàïî÷âà
ñ èçáîðà íà êëàñ íà ìîäåëà.

Ñèñòåìèòå èìàò õàðàêòåðíè áåëåçè è ñúîòâåòíî êëàñúò íà ìîäåëà ñå
èçáèðà ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å äà îòðàçè òåçè îñîáåíîñòè. Àêî å èçâåñòíî,
÷å ðåàëíèòå ïðîöåñè ïðîòè÷àò âúâ âðåìåòî, òî è ìîäåëúò òðÿáâà äà å
äèíàìè÷åí. Àêî âðúçêàòà ìåæäó âõîäíî-èçõîäíèòå âåëè÷èíè å èçðàçåíî
íåëèíåéíà, òî è ìîäåëúò òðÿáâà äà ñïàäà êúì êëàñà íà íåëèíåéíèòå
ìîäåëè è ò.í. Èçáîðúò íà êëàñà çàâèñè è îò çàäà÷àòà, çà êîÿòî ñå òúðñè
îïèñàíèå íà ñèñòåìàòà. Íàïðèìåð, àêî ñòàâà äóìà çà êëàñèôèêàöèÿ,
âúçìîæåí ìîäåë å äúðâî íà ðåøåíèÿòà, íî àêî öåëòà å àïðîêñèìàöèÿ,
òî ïîäõîäÿùî å äà ñå ñòàðòèðà íàïðèìåð ñ ëèíååí ìîäåë, êàòî ïðè íóæäà
îïèñàíèåòî äà ñå óñëîæíè.

Îò äðóãà ñòðàíà, íåïîäõîäÿùî èçáðàíèÿò êëàñ íà ìîäåëà ìîæå äà
äîâåäå äî èçìåñòåíè îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå, ÷èñëåíè ïðîáëåìè â ïðî-
öåñà íà ìîäåëèðàíå, ãðåøíè èçâîäè îòíîñíî ïîâåäåíèåòî íà ðåàëíàòà
ñèñòåìà è äð.
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2.1.1 Èçáîð íà êëàñ íà ìîäåëà

Íàé-îáùî èçáîðúò íà êëàñà çàâèñè îò ñëåäíèòå ôàêòîðè:
• îñîáåíîñòè íà ñèñòåìàòà (êàêòî áåøå ñïîìåíàòî, ìîäåëúò ñå èç-
áèðà îò êëàñà íà ëèíåéíèòå/íåëèíåéíèòå ìîäåëè, ñòàöèîíàðíè-
òå/íåñòàöèîíàðíèòå ìîäåëè è ò.í.);
• ïðèëîæåíèå íà ìîäåëà (íàïðèìåð çà êëàñèôèêàöèÿ ïðè îöåíêà íà
êðåäèòåí ðèñê èëè âåðîÿòíîñò çà çàáîëÿâàíå);
• óñòàíîâåíè ïðàêòèêè (ñâîáîäàòà ïðè èçáîðà íà ïîäõîäÿù êëàñ å
ñèëíî îãðàíè÷åíà â êîíñåðâàòèâíè îáëàñòè êàòî ôèíàíñîâà èíäóñ-
òðèÿ, êúäåòî áèçíåñúò èìà îïðåäåëåíè èçèñêâàíèÿ, î÷àêâàíèÿ è
ðàç÷èòà íà óñòàíîâåíè ïðàêòèêè);
• ñðåäñòâà çà ìîäåëèðàíå (ôóíêöèîíàëíîñòòà íà èçïîëçâàíèÿ ñîô-
òóåðåí ïðîäóêò ìîæå çíà÷èòåëíî äà îãðàíè÷è ìíîæåñòâîòî îò êëà-
ñîâå íà ìîäåëà);
• îïèò íà èçñëåäîâàòåëÿ (÷åñòî ñïåöèàëèñòèòå â ïðèëîæíè îáëàñòè
íå ñà ñ äîñòàòú÷íî äúëáîêè ìàòåìàòè÷åñêè ïîçíàíèÿ, êîåòî ñúùî
ìîæå äà ïîâëèÿå íà èçáîðà íà êëàñ íà ìîäåëà);
• âðåìå çà èäåíòèôèêàöèÿ (ïîíÿêîãà òîâà îãðàíè÷åíèå å ðåøàâàùî
ïðè èçáîðà íà êëàñà íà ìîäåëà).

2.1.2 Êëàñèôèêàöèè íà ìîäåëèòå

Ïî-äîëó ñà îïèñàíè êëàñèôèêàöèè [5, 10, 21, 30], êîèòî èìàò ïðÿêî
îòíîøåíèå êúì ìîäåëèòå, çàñåãíàòè â ìîíîãðàôèÿòà. Öåëòà íà ïðåäñòà-
âÿíåòî èì å íàé-âå÷å äà ñå î÷åðòàÿò ãðàíèöèòå, äî êîèòî ñå ðàçïðîñòèðàò
ðàçãëåæäàíèÿòà. Êëàñîâåòå ìîäåëè, çà êîèòî å âàëèäíà ïðåäñòàâåíàòà
òåîðèÿ, ñà ïîä÷åðòàíè.

2.1.2.1 Áðîé âõîäîâå è èçõîäè

Ñïîðåä áðîÿ íà âõîäíèòå è èçõîäíèòå âåëè÷èíè, êîèòî ó÷àñòâàò â
îïèñàíèåòî, ìîäåëèòå ìîæå äà ñå ðàçäåëÿò íà:
• ìîäåëè ñ åäèí âõîä è åäèí èçõîä (SISO � Single Input Single Out-
put);
• ìîäåëè ñ ìíîãî âõîäîâå è ìíîãî èçõîäè (MIMO � Multiple Input
Multiple Output);
• ìîäåëè ñ ìíîãî âõîäîâå è åäèí èçõîä (MISO � Multiple Input Single
Output);
• ìîäåëè ñ åäèí âõîä è ìíîãî èçõîäè (SIMO � Single Input Multiple
Output).
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Ôèãóðà 2.1. Ìíîãîìåðíè ìîäåëè: MIMO (à), MISO (á) è SIMO (â)

SISO ñà ÷àñòåí ñëó÷àé íà MIMO ìîäåëèòå è ïðè íóæäà òåîðèÿòà â ìî-
íîãðàôèÿòà ëåñíî ìîæå äà ñå ñâåäå äî åäíîìåðíèÿ âàðèàíò. Ïî òàçè
ïðè÷èíà íà SISO îïèñàíèÿòà íå å îòäåëåíî ñïåöèàëíî âíèìàíèå. Îò äðó-
ãà ñòðàíà, ïðåõîäúò îò SISO êúì MIMO ñèñòåìè íåâèíàãè å äèðåêòåí,
ïîðàäè íÿêîè õàðàêòåðíè îñîáåíîñòè íà MIMO ñèñòåìèòå, âúçìîæíèòå
ïðîáëåìè, ñâúðçàíè ñ òÿõ è ñúîòâåòíèòå ðåøåíèÿ.

Ñúùåñòâóâàò ïîäõîäè çà ïðåîáðàçóâàíå íà MIMO ñòðóêòóðè â SISO.
Òå ñà ïðàêòè÷åñêè ïðèëîæèìè çà ñèñòåìè ñúñ ñúâñåì ìàëêî âõîäîâå è
èçõîäè, êîåòî ñèëíî îãðàíè÷àâà ïðèëîæåíèåòî èì. Èçïîëçâàò ñå ïðåäèì-
íî ïðè èçãðàæäàíå íà ñèñòåìè çà óïðàâëåíèå â òåõíèêàòà è ñà íàïúëíî
íåïðèëîæèìè ïðè èçâëè÷àíåòî íà èíôîðìàöèÿ îò äàííè çà îáåêòè ñ
ãîëÿì áðîé âõîäíî-èçõîäíè âåëè÷èíè. Îñíîâíèÿò íåäîñòàòúê íà òîâà
ïðåîáðàçóâàíå å íåîáõîäèìîñòòà îò âúâåæäàíåòî íà êîìïåíñàòîðè, êîè-
òî äà íåóòðàëèçèðàò âëèÿíèåòî íà êðúñòîñàíèòå âðúçêè (òóê âúçíèêâà è
íåîáõîäèìîñòòà äà ñå äåôèíèðàò ïðàâè (ñåïàðàòíè) è êðúñòîñàíè âðúç-
êè â MIMO ñòðóêòóðàòà). Îñâåí òîâà ñèíòåçúò íà êîìïåíñàòîðè ñèëíî
ñå óñëîæíÿâà çà ñèñòåìè ñ ïîâå÷å îò äâà âõîäà è äâà èçõîäà, à òúé êàòî
êîìïåíñàòîðèòå ñà çàâèñèìè îò ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà, ïðè íàñòúïâàíå
íà íåñòàöèîíàðíîñò ñå íàëàãà òÿõíîòî ïðåèç÷èñëÿâàíå. Ïî òåçè ïðè-
÷èíè ïðåîáðàçóâàíåòî íà MIMO ñèñòåìèòå â SISO å çàñåãíàòî ñëàáî â
òî÷êà 2.1.4.2, íàé-âå÷å çà äà ñå ïîä÷åðòàÿò ïðåäèìñòâàòà îò çàïàçâàíåòî
íà ñòðóêòóðàòà íà ñèñòåìàòà êàòî MIMO è ñúîòâåòíî èçãðàæäàíåòî íà
MIMO ìîäåë. Ïðè òîâà ïîëîæåíèå íå ñå íàëàãà äà ñå âúâåæäàò ïîíÿòèÿ
êàòî ñåïàðàòíè è êðúñòîñàíè âðúçêè, à ñèñòåìàòà ñå ðàçãëåæäà êàòî
åäèííî öÿëî, ïðåîáðàçóâàùà âåêòîðíîòî âõîäíî âúçäåéñòâèå âúâ âåê-
òîðíà ðåàêöèÿ. Îñíîâíîòî ïðåäèìñòâî íà èçëîæåíàòà òåîðèÿ å, ÷å òÿ
íå ñå óñëîæíÿâà ñ íàðàñòâàíåòî íà âõîäîâåòå è èçõîäèòå. Ìîäåëèòå, ìå-
òîäèòå çà èçãðàæäàíåòî èì è âúîáùå âñè÷êè äåéíîñòè îñòàâàò ñúùèòå,
êàòî ïðè àâòîìàòèçèðàíèÿ ñëó÷àé áðîÿò íà ñèãíàëèòå îêàçâà âëèÿíèå
åäèíñòâåíî íà âðåìåòî çà èäåíòèôèêàöèÿ. Íà Ôèãóðà 2.1 ñà ïðåäñòàâåíè
ñòðóêòóðèòå íà ìíîãîìåðíè ìîäåëè ñïîðåä ðàçìåðíîñòòà íà âõîäîâåòå è
èçõîäèòå èì. Òúé êàòî (á) è (â) ñà ÷àñòíè ñëó÷àè íà MIMO ñòðóêòóðàòà,
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çà ïîñòèãàíå íà íàé-ãîëÿìà îáùíîñò îïèñàíèÿòà â ìîíîãðàôèÿòà ñà çà
MIMO ìîäåëè, à ñïîìåíàòèòå ÷àñòíè ñëó÷àè ñå èçïîëçâàò â ïðèìåðè çà
îíàãëåäÿâàíå íà òåîðèÿòà.

Ïîíÿêîãà äåêîìïîçèðàíåòî íà MIMO ñèñòåìèòå íà ïîäñèñòåìè å íå-
îáõîäèìà ñòúïêà â ïðîöåñà íà ìîäåëèðàíå. Òàêèâà ñëó÷àè ñúùî ñà ðàç-
ãëåäàíè â òåêñòà, íàïðèìåð äåêîìïîçèðàíåòî íà ïàçàðíà ñèñòåìà íà
MISO èëè MIMO ïîäñèñòåìè.

2.1.2.2 Ðàçïðåäåëåíîñò íà ïàðàìåòðèòå

Ïðè íÿêîè îáåêòè çà ñúñòàâÿíåòî íà ìîäåë å íåîáõîäèìî äà ñå îò÷å-
òå ïðîñòðàíñòâåíîòî èëè äðóãî ðàçïðåäåëåíèå íà ïàðàìåòðèòå. Â òîâà
îòíîøåíèå îïèñàíèÿòà ñå ðàçäåëÿò íà:

• ìîäåëè ñ ðàçïðåäåëåíè ïàðàìåòðè;
• ìîäåëè ñúñ ñúñðåäîòî÷åíè ïàðàìåòðè.

Ìîäåëèòåé ñ ðàçïðåäåëåíè ïàðàìåòðè ñà òèïè÷íè çà àíàëèòè÷íîòî ìî-
äåëèðàíå, à òúé êàòî äàííèòå ñà ñòîéíîñòè íà èçìåðåíè èëè èç÷èñëåíè
âåëè÷èíè, òî ïî åñòåñòâåí íà÷èí ìîäåëèòå, êîèòî ñà ðåçóëòàò îò èäåí-
òèôèêàöèÿòà, ñà ñúñ ñúñðåäîòî÷åíè ïàðàìåòðè. Â ìîíîãðàôèÿòà å ðàç-
ãëåäàíî èçãðàæäàíåòî íà ìîäåëè îò âòîðèÿ òèï.

2.1.2.3 Ñëó÷àéíà ñúñòàâêà

Êàêòî ñòàíà äóìà, âàæíî çà èäåíòèôèêàöèÿòà å îò÷èòàíåòî íà íåîï-
ðåäåëåíîñòòà. Îò òàçè ãëåäíà òî÷êà ñå ðàçãðàíè÷àâàò:

• äåòåðìèíèðàíè ìîäåëè;
• ñòîõàñòè÷íè ìîäåëè.

Ïðè äåòåðìèíèðàíèòå ìîäåëè âðúçêàòà ìåæäó ôàêòîðèòå è èçõîäèòå
å åäíîçíà÷íà. Îò äðóãà ñòðàíà, êîãàòî ñå îò÷èòà íàëè÷èåòî íà ñòîõàñ-
òè÷íè âëèÿíèÿ â ñèñòåìèòå, çàâèñèìîñòèòå ñå ïðîÿâÿâàò ïðè ãîëÿì áðîé
íàáëþäåíèÿ. Íà åäíî è ñúùî âõîäíî âúçäåéñòâèå â äàäåí ìîìåíò îò âðå-
ìåòî îòãîâàðÿò ìíîæåñòâî ñëó÷àéíî ðàçïðåäåëåíè èçõîäíè íàáëþäåíèÿ,
õàðàêòåðèçèðàùè ñå ñúñ ñúîòâåòíà ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå. Ñ äðó-
ãè äóìè, èçõîäèòå ñà ïîäëîæåíè íà âëèÿíèåòî íà íåèçâåñòíè ôàêòîðè
(èçòî÷íèöèòå íà íåîïðåäåëåíîñò ñà ðàçãëåäàíè â òî÷êà 1.1.4). Òúé êà-
òî âñåêè èçõîä ñúäúðæà ñëó÷àéíà êîìïîíåíòà, íå å âúçìîæíî òîé äà ñå
ïðåäñêàæå òî÷íî, à ìîæå ñàìî äà ñå îöåíè ñ îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñò. Ðÿä-
êî íåîïðåäåëåíîñòèòå, âëèÿåùè íà ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìàòà, ìîæå äà
ñå ïðåíåáðåãíàò. Çàòîâà àêöåíòúò â èçëîæåíèåòî å âúðõó ñòîõàñòè÷íèòå
ìîäåëè.
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2.1.2.4 Ôóíêöèîíàëíà çàâèñèìîñò íà èçõîäà îò ôàêòîðèòå

Â ìíîãî ïðèëîæåíèÿ íà ìîäåëèòå, íàïðèìåð ïðè óïðàâëåíèåòî íà
ïðîöåñè, å âàæåí âèäúò íà ôóíêöèîíàëíàòà âðúçêà ìåæäó âõîäíèòå è
èçõîäíèòå ñèãíàëè, òúé êàòî òîé îïðåäåëÿ ñëîæíîñòòà íà óïðàâëÿâàùè-
òå óñòðîéñòâà, íà åâåíòóàëíè êîìïåíñèðàùè çâåíà, îöåíèòåëè íà ñúñ-
òîÿíèÿ è äðóãè åëåìåíòè íà ñèñòåìèòå çà óïðàâëåíèå. Îò òàçè ãëåäíà
òî÷êà ìîäåëèòå ñå äåëÿò íà:
• ëèíåéíè ìîäåëè;
• íåëèíåéíè ìîäåëè.

Çà ëèíåéíèòå ìîäåëè, ïðè êîèòî âàæè ïðèíöèïúò íà ñóïåðïîçèöèÿòà,
òåîðèÿòà å îáùà è ðåøåíèÿòà ñà äîáðå èçñëåäâàíè. Îò äðóãà ñòðàíà,
èçãðàæäàíåòî è èçïîëçâàíåòî íà íåëèíåéíèòå ìîäåëè çíà÷èòåëíî ñå óñ-
ëîæíÿâà. Â ìîíîãðàôèÿòà å ðàçãëåäàíî êàêòî ïîñòðîÿâàíåòî íà ëèíåé-
íè, òàêà è íà êëàñ íåëèíåéíè ìîäåëè, êîéòî å ñïîìåíàò ïî-äîëó.

2.1.2.5 Çàâèñèìîñò íà èçõîäà îò ïàðàìåòðèòå

Ñïîðåä âðúçêàòà íà èçõîäà îò ïàðàìåòðèòå ìîäåëèòå ìîæå äà ñå ðàç-
äåëÿò íà:
• ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíè ìîäåëè;
• íåëèíåéíè ïî ïàðàìåòðè ìîäåëè.

Â ìîíîãðàôèÿòà çíà÷åíèåòî íà òåðìèíà ïàðàìåòðèçàöèÿ å â ñìèñúëà,
èçïîëçâàí â [148], à èìåííî ïðåäñòàâÿíåòî íà äàäåí ìîäåë êàòî ôóíêöèÿ
íà âåêòîðà èëè ìàòðèöàòà íà ïàðàìåòðèòå, êîèòî ñå îöåíÿâàò â ïðîöåñà
íà èäåíòèôèêàöèÿòà. Â òîçè ñìèñúë, àêî ïðè òîâà ïðåäñòàâÿíå ìîäåëúò
å ëèíååí ïî ïàðàìåòðè (ò.å. èçõîäúò å ëèíåéíà ôóíêöèÿ íà ïàðàìåòðèòå),
òî òîé ñå íàðè÷à ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí ìîäåë.

Òàêèâà ìîäåëè ñà ðàçãëåäàíè ïî-ïîäðîáíî â òî÷êà 2.1.3.2. Âúïðåêè
÷å â îáùèÿ ñëó÷àé òå ìîæå äà ñà íåëèíåéíè ñïîðåä ïðåäèøíàòà êëàñè-
ôèêàöèÿ, èçãðàæäàíåòî èì íå ñå îòëè÷àâà ïðèíöèïíî îò òîâà íà ëèíåé-
íèòå ìîäåëè. Êàêòî ùå áúäå ïîêàçàíî â òî÷êà 2.1.3.2, îáùèÿò âèä íà
ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíèòå íå ñå îòëè÷àâà îò âèäà íà ëèíåéíèòå ìîäå-
ëè. Åòî çàùî çà èäåíòèôèêàöèÿòà å âàæíà íå ôóíêöèîíàëíàòà âðúçêà
ìåæäó èçõîäíèòå âåëè÷èíè è ôàêòîðèòå, à ìåæäó èçõîäèòå è ïàðàìåò-
ðèòå íà ìîäåëà. Àêî èçõîäúò (à îòòàì è îñòàòúêúò) çàâèñè ëèíåéíî îò
ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà, òî öåëåâàòà ôóíêöèÿ, êîãàòî å ñóìà îò êâàäðàòà
íà îñòàòúêà, çàâèñè êâàäðàòè÷íî îò ïàðàìåòðèòå. Òîãàâà òåõíèòå îïòè-
ìàëíè îöåíêè ìîæå äèðåêòíî äà ñå îïðåäåëÿò îò íàëè÷íèòå äàííè. Â
ïðîòèâåí ñëó÷àé ïðîöåñúò íà ìîäåëèðàíå çíà÷èòåëíî ñå óñëîæíÿâà. Ïî-
ðàäè òîâà â íÿêîè èçòî÷íèöè, íàïðèìåð [9], ïîä ëèíååí ìîäåë ñå ðàçáèðà
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òàêúâ, êîéòî å ëèíååí ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðèòå, à íå ïî îòíîøåíèå
íà âðúçêàòà ìåæäó âõîäà è èçõîäà.

Îò äðóãà ñòðàíà, êîãàòî ìîäåëúò å íåëèíååí ïî ïàðàìåòðè, ìîäåëè-
ðàíåòî å ñâúðçàíî ñ èçïîëçâàíåòî íà èòåðàòèâíè ïðîöåäóðè. Èìà íÿêîè
ìîäåëè îò òîçè êëàñ, êîèòî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâÿò, ìàêàð è óñëîâíî, â
ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí âèä, ñ êîåòî îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå èì
ñå ñâåæäà äî ìíîãîêðàòíî îöåíÿâàíå íà òîâà óñëîâíî ïðåäñòàâÿíå. Íî
â îáùèÿ ñëó÷àé íåëèíåéíèòå ïî ïàðàìåòðè ìîäåëè èçèñêâàò îöåíèòå-
ëè, êîèòî ñå èçâåæäàò çà èçáðàíàòà ôóíêöèîíàëíà çàâèñèìîñò. Òîâà å
îñíîâíàòà ïðè÷èíà ÷åñòî äà ñå òúðñè (ìàêàð è óñëîâíî) ëèíååí ìîäåë
ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðèòå è àêî ñå îêàæå, ÷å òîâà ïðåäñòàâÿíå íå
å ïîäõîäÿùî, òîãàâà äà ñå ïðèáåãíå äî îïèñàíèå, êîåòî å íåëèíåéíî ïî
ïàðàìåòðè.

Â ìîíîãðàôèÿòà ñå ðàçãëåæäàò ìîäåëè, êîèòî ìîæå äà ñå ïðåäñòà-
âÿò êàòî ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíè, è òàêèâà, êîèòî íå å âúçìîæíî äà
ñå çàïèøàò â òîçè âèä, íî å ïîäõîäÿùî äà ñå ïðèåìàò çà ëèíåéíè ïî
ïàðàìåòðè.

2.1.2.6 Çàâèñèìîñò íà èçõîäà îò ïðåäèñòîðèÿòà íà ôàêòîðèòå

Â íÿêîè ñëó÷àè, êîãàòî íåîïðåäåëåíîñòòà å çíà÷èòåëíà, à àïðèîð-
íà èíôîðìàöèÿ çà åâåíòóàëíà äèíàìèêà ëèïñâà, ñå èçïîëçâàò ñòàòè÷-
íè çàâèñèìîñòè, îòðàçÿâàùè âðúçêàòà ìåæäó íàáëþäàâàíèòå âåëè÷èíè.
Ïðèìåð çà òîâà ñà íÿêîè èêîíîìè÷åñêè ñèñòåìè, çà êîèòî ñå èçïîëç-
âàò ìîäåëè íà ñòàòèêàòà. Ñúùî òàêà, ïîíÿêîãà àïîñòåðèîðíèòå äàííè
ïðåäîñòàâÿò èíôîðìàöèÿ ñàìî çà ñòàòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà. Ñ
òàêèâà äàííè íå å âúçìîæíî äà ñå ïîñòðîè äèíàìè÷åí ìîäåë. Îò äðóãà
ñòðàíà, êîãàòî äàííèòå îñèãóðÿâàò èíôîðìàöèÿ çà äèíàìèêàòà íà ñèñ-
òåìàòà, íàïúëíî åñòåñòâåíî å äà ñå èçïîëçâàò äèíàìè÷íè ìîäåëè.

Ñïîðåä òîâà, äàëè îïèñàíèåòî îòðàçÿâà ðàçâèòèåòî íà ñèãíàëèòå âúâ
âðåìåòî, ñå ðàçãðàíè÷àâàò:

• ñòàòè÷íè ìîäåëè;
• äèíàìè÷íè ìîäåëè.

Âúïðåêè ÷å ñòàòè÷íèòå ìîäåëè ñà ÷àñòåí ñëó÷àé íà äèíàìè÷íèòå, èìà
äåéíîñòè â åòàïèòå íà èäåíòèôèêàöèÿòà, êîèòî ñà õàðàêòåðíè çà ñòà-
òè÷íè îïèñàíèÿ íà ñèñòåìàòà è ñà íåïðèëîæèìè çà îò÷èòàíåòî íà äè-
íàìèêàòà. Íàïðèìåð ïðè îáðàáîòêàòà íà äàííè çà ôîðìèðàíå íà ñòà-
òè÷åí ìîäåë ÷åñòî ñðåùàíà äåéíîñò å ò.íàð. êàòåãîðèçàöèÿ íà âõîäíè
è/èëè èçõîäíè âåëè÷èíè (îïèñàíà â òî÷êà 2.2.2.9). Ïðè òàçè îáðàáîòêà
àêöåíòúò íå å âúðõó ðàçâèòèåòî íà ñèãíàëèòå âúâ âðåìåòî, à âúðõó ìî-
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ìåíòíèòå èì ñòîéíîñòè. Çà ñòàòè÷íè ñèñòåìè òîâà å ïîëåçíà äåéíîñò, ñ
êîÿòî ñå ïîòèñêà â îïðåäåëåíà ñòåïåí íåîïðåäåëåíîñòòà â äàííèòå, à îò
äðóãà ñòðàíà ñå çàïàçâà îñíîâíàòà çàâèñèìîñò ìåæäó êàòåãîðèçèðàíèòå
âõîäíè âåëè÷èíè è èçõîäà. Îñâåí òîâà ìîæå àäåêâàòíî äà ñå îò÷åòàò
íÿêîè ïðåäâàðèòåëíè çíàíèÿ çà ñèñòåìàòà, óëåñíÿâà ñå òúëêóâàíåòî íà
ìîäåëà è äð. (âèæ òî÷êà 2.2.2.9). Íî àêî ñå òúðñè äèíàìè÷åí ìîäåë, êú-
äåòî ñòîéíîñòèòå íà èçõîäà çàâèñÿò îò ïðåäèñòîðèÿòà, êàòåãîðèçèðàíåòî
íà äàííèòå áè âëîøèëî çíà÷èòåëíî ïîâåäåíèåòî íà ìîäåëà. Åòî çàùî,
âúïðåêè ÷å ñòàòè÷íèòå ìîäåëè ñà ÷àñòåí ñëó÷àé íà äèíàìè÷íèòå, â ìî-
íîãðàôèÿòà ñå ðàçãëåæäàò è õàðàêòåðíè ñàìî çà ñòàòè÷íèòå îïèñàíèÿ
îñîáåíîñòè íà èçãðàæäàíåòî íà ìîäåë.

2.1.2.7 Çàâèñèìîñò íà ïîâåäåíèåòî íà ìîäåëà îò âðåìåòî

Â çàâèñèìîñò îò òîâà, äàëè îïèñàíèåòî îñòàâà ïîñòîÿííî âúâ âðåìå-
òî, ìîäåëèòå ìîæå äà ñå ðàçäåëÿò íà:

• ñòàöèîíàðíè ìîäåëè;
• íåñòàöèîíàðíè ìîäåëè.

Àêî ñà âçåòè ïîä âíèìàíèå åâåíòóàëíè èçìåíåíèÿ â ïîâåäåíèåòî íà ñèñ-
òåìàòà, ìàòåìàòè÷åñêîòî îïèñàíèå å íåñòàöèîíàðíî. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé
ìîäåëúò å ñòàöèîíàðåí, ò.å. ïîâåäåíèåòî ìó íå ñå ïðîìåíÿ ñ âðåìåòî
(ñòðóêòóðàòà è ïàðàìåòðèòå îñòàâàò ïîñòîÿííè). Õàðàêòåðíî çà íåðå-
êóðñèâíîòî îöåíÿâàíå å, ÷å çà êîíêðåòíè äàííè ñå ïîëó÷àâà ñúîòâåòåí
ìîäåë, êîéòî å êðàéíèÿò ðåçóëòàò îò èäåíòèôèêàöèÿòà. Â òîçè ñìèñúë,
òúé êàòî ìîäåëúò íå ñå àêòóàëèçèðà ñ âðåìåòî, ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êà-
òî ñòàöèîíàðåí. Îò äðóãà ñòðàíà, â ìîíîãðàôèÿòà ñà îïèñàíè òåõíèêè,
ñâúðçàíè è ñ îò÷èòàíå íà íåñòàöèîíàðíîñò â ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìàòà.
Îò òàçè ãëåäíà òî÷êà å çàñåãíàòî ôîðìèðàíåòî è íà äâàòà êëàñà ìîäåëè.

2.1.2.8 Âðåìåâà ñêàëà

Ñïîðåä òîâà, äàëè ñèãíàëèòå ñà íåïðåêúñíàòè âúâ âðåìåòî èëè äèñ-
êðåòíè, ñå ðàçãðàíè÷àâàò:

• íåïðåêúñíàòè ìîäåëè;
• äèñêðåòíè ìîäåëè.

Íÿêîè ðåàëíè ïðîöåñè èìàò äèñêðåòåí õàðàêòåð è ñúîòâåòíî ìîäåëè-
òå, êîèòî ãè îïèñâàò, ñà äèñêðåòíè. Íàïðèìåð ïðîèçâîäñòâîòî íà äå-
òàéë ìîæå äà ñå îïèøå êàòî ïîñëåäîâàòåëíîñò îò îïåðàöèè (äîñòàâêà
íà ìàòåðèàë, ïîçèöèîíèðàíå íà çàãîòîâêàòà, ïîñòàâÿíå/ñìÿíà íà èíñò-
ðóìåíò, îáðàáîòêà, ñíåìàíå íà äåòàéëà è ò.í. [15]). Äðóãè ïðèìåðè çà
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òàêèâà ïðîöåñè îáõâàùàò äîñòàâêàòà íà ïðîäóêòè â ñêëàä, ïðîäàæáè-
òå íà ïðîäóêò, èçòè÷àíå íà ñðîê íà ãîäíîñò è ò.í. Îñâåí èçïîëçâàíåòî
íà äèñêðåòíè ìîäåëè çà îïèñàíèå íà òàêèâà ïðîöåñè ÷åñòî ñå ñðåùàò è
äèñêðåòíè îïèñàíèÿ íà íåïðåêúñíàòè ïðîöåñè, íàïðèìåð ñâúðçàíè ñ èç-
ìåíåíèå íà òåìïåðàòóðàòà â ïåù, çàâúðòàíèÿ è òðàíñëàöèè, îïèñâàùè
äâèæåíèå íà êèíåìàòè÷íà ñèñòåìà, è äð. Èçïîëçâàíåòî íà äèñêðåòíè
ìîäåëè ìîæå äà å ïðîäèêòóâàíî îò öåëòà, çà êîÿòî ñå èçãðàæäàò, íàï-
ðèìåð, àêî ìîäåëúò å íóæåí çà óïðàâëåíèå è êîíòðîëåðúò å äèñêðåòåí.
Êàêòî âå÷å áåøå ñïîìåíàòî, â ìîíîãðàôèÿòà ñå ðàçãëåæäàò ñàìî äèñ-
êðåòíè ìîäåëè ïîðàäè îò÷èòàíåòî íà äàííèòå â äèñêðåòíè ìîìåíòè îò
âðåìåòî.

Âúïðåêè ÷å èäåíòèôèêàöèÿòà èçïîëçâà äèñêðåòíè äàííè, èìà ïîä-
õîäè, â ðåçóëòàò íà êîèòî äèðåêòíî ñå ïîëó÷àâà íåïðåêúñíàòî îïèñàíèå.
Òàêúâ å ñëó÷àÿò ñ ãðàôîàíàëèòè÷íèòå ìåòîäè, ïðè êîèòî â çàâèñèìîñò
îò ôîðìàòà íà ïðåõîäíèÿ ïðîöåñ ñå îïðåäåëÿò ïàðàìåòðèòå íà íåïðåêúñ-
íàò ìîäåë. Âúïðåêè ÷å òåçè ìåòîäè ìîæå äà ñå àâòîìàòèçèðàò, îñíîâåí
íåäîñòàòúê å íóæäàòà îò ïðîâåæäàíåòî íà àêòèâåí åêñïåðèìåíò. Îñâåí
òîâà ïðè ìíîãîìåðíèòå ñèñòåìè ñ ìíîãî âõîäîâå åêñïåðèìåíòèòå (àêî ñà
äîïóñòèìè) ìîæå äà îòíåìàò òâúðäå ìíîãî âðåìå, òúé êàòî òðÿáâà äà ñå
ïðîâåäàò ìíîæåñòâî íåçàâèñèìè åêñïåðèìåíòè, çà äà ñå ñíåìå ðåàêöèÿòà
íà âñè÷êè èçõîäè ïðè ïðèëàãàíå íà âúçäåéñòâèå ïî âñåêè îò âõîäîâåòå.
Ïîðàäè òîâà òåçè ìåòîäè, è ñúîòâåòíî ôîðìèðàíåòî íà íåïðåêúñíàòè
ìîäåëè, íå ñà çàñåãíàòè â èçëîæåíèåòî.

2.1.2.9 Áðîé íà ïàðàìåòðèòå

Áðîÿò íà ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà å ïðèçíàê, ñïîðåä êîéòî ñå ðàçãðà-
íè÷àâàò:

• ïàðàìåòðè÷íè ìîäåëè;
• íåïàðàìåòðè÷íè ìîäåëè.

Ïàðàìåòðè÷íèòå ìîäåëè èìàò êðàåí áðîé ïàðàìåòðè, à íåïàðàìåòðè÷-
íèòå � òåîðåòè÷íî áåçêðàåí áðîé. Â ïðàêòèêàòà ïî-øèðîêî ïðèëîæå-
íèå íàìèðàò ïàðàìåòðè÷íèòå ìîäåëè. Ïðè÷èíè çà òîâà ñà çíà÷èòåëíî
ïî-ìàëêèÿò áðîé íà îöåíÿâàíèòå ïàðàìåòðè, êàêòî è âúçìîæíîñòòà óñ-
ïåøíî äà îïèñâàò äèíàìèêàòà íà îáåêòè ñ ìíîãî ðàçëè÷íî ïîâåäåíèå.
Íåäîñòàòúê íà òåçè ìîäåëè å, ÷å ïðè íåïîäõîäÿùî èçáðàíà ñòðóêòóðà
å âúçìîæíî äèíàìèêàòà èì ÷óâñòâèòåëíî äà ñå ðàçëè÷àâà îò òàçè íà
îáåêòà. Çàòîâà åäíà îò âàæíèòå ñòúïêè â èäåíòèôèêàöèÿòà å èçáîðúò
íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà.
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2.1.3 Ðåãðåñèîííè ìîäåëè

Òåðìèíúò ½ðåãðåñèÿ� å âúâåäåí îò àíãëèéñêèÿ àíòðîïîëîã Ôðàíñèñ
Ãàëòîí. Ñ íåãî òîé íàðè÷à òåíäåíöèÿòà ðîäèòåëèòå ñ ïî-âèñîê ðúñò îò
íîðìàëíèÿ äà èìàò äåöà ñ ïî-áëèçúê ðúñò äî ñðåäíèÿ. Òîçè ôàêò Ãàëòîí
íàðåêúë ½regression to mediocrity�. Îò ñúâðåìåííà ãëåäíà òî÷êà òîâà íàç-
âàíèå å íåïîäõîäÿùî [8], èìàéêè ïðåäâèä ñåãàøíèÿ ñìèñúë íà ðåãðåñèîí-
íèÿ ìîäåë, à èìåííî � îïèñàíèå íà âðúçêàòà ìåæäó ìíîæåñòâî îò âõîäíè
è äðóãî ìíîæåñòâî îò èçõîäíè âåëè÷èíè. Ïîíÿêîãà âõîäîâåòå ñå íàðè÷àò
âúçäåéñòâèÿ, íåçàâèñèìè èëè îïèñàòåëíè ïðîìåíëèâè/õàðàêòåðèñòèêè,
à àêî ìîäåëúò å ñòàòè÷åí, ñúùî ñå íàðè÷àò ôàêòîðè, ðåãðåñîðè, ïðå-
äèêòîðè è äð. Èçõîäèòå ñå íàðè÷àò îùå: ðåàêöèè, çàâèñèìè èëè îïèñ-
âàíè ïðîìåíëèâè/õàðàêòåðèñòèêè, ïðèçíàöè è äð. Âúïðåêè ÷å íÿêîè
íàçâàíèÿ ñà âçàèìîçàìåíÿåìè, âàæíî å äà ñå ïðàâè ðàçëèêà ìåæäó òÿõ.
Íàïðèìåð ôàêòîðè, ðåãðåñîðè è ïðåäèêòîðè â äèíàìè÷åí ðåãðåñèîíåí
ìîäåë îáèêíîâåíî ñà èçìåñòåíè âúâ âðåìåòî âõîäíî-èçõîäíè âåëè÷èíè
(èëè òåõíè ôóíêöèè). Çàòîâà å æåëàòåëíî, êîãàòî ñå íàáëÿãà íà çàâè-
ñèìîñòòà íà èçõîäà îò ìíîæåñòâî âåëè÷èíè, òå äà ñå íàðè÷àò ôàêòîðè,
ðåãðåñîðè èëè ïðåäèêòîðè. Íî êîãàòî ñòàâà äóìà çà âúíøíè ñèãíàëè,
âëèÿåùè íà ñèñòåìàòà è îò÷åòåíè îò ìîäåëà, òå äà ñå íàðè÷àò âõîäíè
ñèãíàëè, âúçäåéñòâèÿ, íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè è ò.í.

Â íÿêîè èçòî÷íèöè ñå ïðàâè ðàçëèêà ìåæäó ôàêòîð è ðåãðåñîð, êàòî
ïîä ðåãðåñîð ñå èìà ïðåäâèä ïðîìåíëèâà, êîÿòî ó÷àñòâà â ìîäåëà, à ôàê-
òîð å ðåàëíà, ôèçè÷åñêà âåëè÷èíà. Â òîçè ñìèñúë, àêî äàäåí ôàêòîð ñå
òðàíñôîðìèðà, íàïðèìåð ñ öåë ïîëó÷àâàíå íà ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí
ìîäåë, òî òðàíñôîðìèðàíàòà âåëè÷èíà å ðåãðåñîð, à ïúðâîíà÷àëíàòà �
ôàêòîð. Åñòåñòâåíî, àêî äàäåí ôàêòîð ó÷àñòâà äèðåêòíî â ìîäåëà, òîé
å è ðåãðåñîð. Â ìîíîãðàôèÿòà íå ñå ïðàâè ðàçëèêà ìåæäó äâåòå ïîíÿ-
òèÿ, çàùîòî îò ãëåäíà òî÷êà íà îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðè è èçáîðà íà
ñòðóêòóðàòà å âàæåí òèïúò íà ìîäåëà, à íå ïúòÿò, ïî êîéòî å ïîëó÷åí.
Îùå ïîâå÷å ÷åñòî â ëèòåðàòóðàòà âåêòîðúò íà ðåãðåñîðèòå ñå îçíà÷àâà
ñ áóêâàòà φ (îò ôàêòîðè).

2.1.3.1 Îáù âèä

Òúé êàòî äàííèòå ñà äèñêðåòíè, ìîäåëèòå ñúùî ñà äèñêðåòíè. Èíäåê-
ñúò íà òåêóùîòî íàáëþäåíèå å k. Àêî äàííèòå ñà ôóíêöèÿ íà âðåìåòî,
òî íàáëþäåíèåòî â ïðåäèøíèÿ äèñêðåòåí ìîìåíò å ñ èíäåêñ k − 1. Êî-
ãàòî ñå òúðñè ñòàòè÷åí ìîäåë, ïîäðåäáàòà íà äàííèòå âúâ âðåìåòî íå å
îïðåäåëÿùà. Íàïðèìåð â íàáîð, ñúäúðæàù åäíîêðàòíè (íå ïåðèîäè÷íî
îò÷èòàíè) äàííè çà ïàöèåíòè, íàáëþäåíèÿòà ìîæå äà ñà ïîäðåäåíè íå ïî



52 Ãëàâà 2. Åòàïè íà èäåíòèôèêàöèÿòà íà MIMO ñèñòåìè

âðåìåòî íà ïðîâåæäàíå íà ìåäèöèíñêîòî èçñëåäâàíå, à ïî àçáó÷åí ðåä.
Â òîçè ñëó÷àé èíäåêñúò k îòãîâàðÿ íà òåêóù ïàöèåíò ñïîðåä âúâåäåíàòà
ïîäðåäáà, à íå íà ìîìåíò îò âðåìåòî. Òúé êàòî îñíîâíî ñå ðàçãëåæäàò
äèíàìè÷íè ñèñòåìè, àêî íå å óêàçàíî äðóãî, k ùå èìà ñìèñúë íà äèñê-
ðåòåí ìîìåíò îò âðåìåòî.

Â îáù âèä ðåãðåñèîííèÿò ìîäåë ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî

ŷk = f(φk, θ), (2.1)

êúäåòî ŷk å èçõîäúò íà ìîäåëà, θ è φk ñà ñúîòâåòíî âåêòîð íà ïàðàìåòðè-
òå è âåêòîð íà ðåãðåñîðèòå, ñ ïîìîùòà íà êîèòî ñå îïèñâà ðåàêöèÿòà íà
îáåêòà yk â òåêóùèÿ ìîìåíò (èëè îòãîâàðÿù íà k-òîòî íàáëþäåíèå, ïðè
ñòàòè÷íà ñèñòåìà). Çà ðàçëèêà îò åäíîìåðíèòå ñèñòåìè, êúäåòî áðîÿò íà
ôàêòîðèòå è ïàðàìåòðèòå å åäíàêúâ, ïðè ìíîãîìåðíèòå ñèñòåìè îáèê-
íîâåíî áðîÿò èì å ðàçëè÷åí. Àêî ñëó÷àÿò å òàêúâ, áðîÿò íà ôàêòîðèòå
ùå å z, à áðîÿò íà ïàðàìåòðèòå ùå å îçíà÷åí ñ p.

Òúé êàòî çàäà÷àòà íà èäåíòèôèêàöèÿòà å äà ñå íàìåðè îïèñàíèå íà
âðúçêàòà ìåæäó èçâåñòíèòå âõîäíî-èçõîäíè âåëè÷èíè, òî â (2.1) å íóæíî
èçõîäúò íà âñå îùå íåèçâåñòíèÿ ìîäåë äà ñå çàìåíè ñ èçìåðåíèÿ èçõîä
íà ñèñòåìàòà, ò.å.

yk = f(φk, θ) + ek. (2.2)

Ñ äðóãè äóìè çàâèñèìîñòòà ìåæäó èçõîäà íà ñèñòåìàòà è íà ìîäåëà å
yk = ŷk + ek, êàòî ek å îáîáùåí ñèãíàë, êîéòî îòðàçÿâà øóìà îò èçìåð-
âàíå, ñìóùåíèÿòà îò îêîëíàòà ñðåäà è íåñúâïàäåíèåòî ìåæäó ðåãðåñè-
îííàòà ôóíêöèÿ f(.) è ðåàëíàòà âðúçêà ìåæäó ôàêòîðèòå è èçõîäà. Çà
îïðîñòÿâàíå íà èäåíòèôèêàöèÿòà, îáèêíîâåíî ñå ïðèåìà, ÷å ek å àäèòè-
âåí ñèãíàë (êàêòî å çàïèñàíî â (2.2)).

2.1.3.2 Îáù âèä íà ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí ìîäåë

Â ìíîãî ñëó÷àè ñ ïîäõîäÿùè òðàíñôîðìàöèè íà ôàêòîðèòå è/èëè
íà èçõîäà ðåãðåñèîííèòå ìîäåëè ìîæå äà ñå ïðåäñòàâÿò â ëèíåéíî ïàðà-
ìåòðèçèðàí âèä. Òîâà ïîçâîëÿâà åäèí è ñúù îöåíèòåë íà ïàðàìåòðèòå
äà ñå èçïîëçâà çà ïîëó÷àâàíå êàêòî íà ëèíåéíè, òàêà è íà íåëèíåéíè
ìîäåëè (êîèòî ñå ñâåæäàò äî ëèíåéíè ïî ïàðàìåòðè). Â äðóãè ñëó÷àè,
äîðè äà íå ñúùåñòâóâàò òàêèâà òðàíñôîðìàöèè, çà íÿêîè ðåãðåñèîííè
ìîäåëè å ïîäõîäÿùî äà ñå ïðåíåáðåãíàò íåëèíåéíèòå çàâèñèìîñòè è äà
ñå ïðèåìå, ÷å èçõîäúò å ëèíåéíà ôóíêöèÿ íà ïàðàìåòðèòå.
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Îáù âèä íà MIMO ìîäåë

Â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíèÿò (SISO) ìîäåë ìî-
æå äà ñå çàïèøå òàêà:

yk = φT
k θ + ek. (2.3)

Òóê θ è φk ñà âåêòîðè ñ åäíàêâà ðàçìåðíîñò, à yk è ek ñà ñêàëàðíè ñèãíà-
ëè. Êîãàòî ñèñòåìàòà å ñ ïîâå÷å èçõîäè (íåêà yk ∈ Rℓ), òúé êàòî îòäÿñíî
íà ðàâåíñòâî (2.3) ñå íàìèðà âåêòîð, òî è ðåçóëòàòúò îò ïðîèçâåäåíèåòî
íà ôàêòîðèòå è ïàðàìåòðèòå ñúùî òðÿáâà äà å âåêòîð (îòãîâàðÿù íà
èçõîäà ŷk íà ìíîãîìåðíèÿ ìîäåë). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ãîðíîòî óìíîæå-
íèå òðÿáâà äà ñå èçâúðøè ìåæäó ìàòðèöà è âåêòîð. Òàêà âúçíèêâàò äâå
ïðåäñòàâÿíèÿ íà ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíèÿ MIMO ðåãðåñèîíåí ìîäåë
â îáù âèä [74, 75]. Ïðè åäíîòî ïàðàìåòðèòå ñå ïîäðåæäàò âúâ âåêòîð,
à ôàêòîðèòå � â ìàòðèöà ñ ïîäõîäÿùà ñòðóêòóðà, äîêàòî ïðè äðóãîòî
ïðåäñòàâÿíå ôàêòîðèòå ñà âúâ âåêòîð, à ïàðàìåòðèòå â ìàòðèöà. Ïúð-
âèÿò çàïèñ íà MIMO ìîäåë â îáù âèä å

yk = Φkθ + ek, (2.4)

êúäåòî âåêòîðúò θ ∈ Rp ñå ñúñòîè îò âñè÷êè ïàðàìåòðè íà ìîäåëà, à
ìàòðèöàòà Φk ∈ Rℓ×p ñúäúðæà ñòîéíîñòèòå íà ðåãðåñîðèòå, îïèñâàùè
èçõîäà íà ñèñòåìàòà â òåêóùèÿ ìîìåíò. Äðóãîòî ïðåäñòàâÿíå å

yk = ΘTφk + ek, (2.5)

ïðè êîåòî ïàðàìåòðèòå ñà ïîäðåäåíè â ìàòðèöàòà Θ ∈ Rz×ℓ, à âåêòîðúò
φk ∈ Rz ñúäúðæà ñòîéíîñòèòå íà ðåãðåñîðèòå. Íà ïðúâ ïîãëåä íÿìà çíà-
÷åíèå êàê ñå ôîðìèðà ŷk � è â äâàòà ñëó÷àÿ èçõîäúò å ëèíåéíà ôóíêöèÿ
íà ïàðàìåòðèòå è íà ôàêòîðèòå. Âúïðåêè òîâà (2.4) è (2.5) ñà ñâúðçàíè
ñ ðàçëè÷íè îñîáåíîñòè, êîèòî ñà âàæíè ïðè óòî÷íÿâàíåòî íà ìíîãîìåð-
íàòà ñòðóêòóðà. Ïðè÷èíàòà çà ðàçëè÷èÿòà ñå äúëæè íà ñòðóêòóðàòà íà
ìàòðèöàòà èëè âåêòîðà íà ïàðàìåòðèòå. Ïðè îöåíÿâàíåòî íà Θ̂ èëè θ̂,
âñåêè åëåìåíò å îöåíêà, êîÿòî îòãîâàðÿ íà óíèêàëåí ïàðàìåòúð â ìî-
äåëà. Òàçè îöåíêà òðÿáâà äà å íåçàâèñèìà îò îñòàíàëèòå è äà ñå ñðåùà
åäíîêðàòíî â Θ̂ èëè θ̂. Ñúùî òàêà íå å äîïóñòèìî ìàòðèöàòà/âåêòîðúò íà
ïàðàìåòðèòå äà ñúäúðæà åëåìåíòè, êîèòî íå ñå îöåíÿâàò (íàïðèìåð íó-
ëåâè åëåìåíòè, êîèòî íÿìàò ñìèñúë íà ïàðàìåòðè, ïîíåæå íå ñà âêëþ÷å-
íè â ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà). Îò äðóãà ñòðàíà, ïðè êîíêðåòíà ïîäðåäáà
íà ïàðàìåòðèòå, ðåãðåñîðèòå ñå ãðóïèðàò ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å ðåçóëòàòúò
îò ïðîèçâåäåíèåòî äà å âåêòîðúò ŷk. Ïðè ïîäðåäáàòà íà ôàêòîðèòå íå
ñå íàëàãà îãðàíè÷åíèåòî òå äà ñå ñðåùàò åäíîêðàòíî, êàêòî è ñå äîïóñêà
âúâåæäàíåòî íà íóëåâè èëè äðóãè åëåìåíòè, àêî å íåîáõîäèìî.
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Çà äà ñå íàáëåãíå íà âàæíàòà, çà èäåíòèôèêàöèÿòà, ïîäðåäáà íà ïà-
ðàìåòðèòå (â ñìèñúë íà âåêòîð èëè ìàòðèöà), ñà èçáðàíè èìåíà íà äâåòå
MIMO ïðåäñòàâÿíèÿ, êîèòî ñà ñâúðçàíè èìåííî ñ ïîäðåäáàòà íà ïàðà-
ìåòðèòå, à íå íà ðåãðåñîðèòå.

Ñòðóêòóðàòà íà ìàòðèöèòå è âåêòîðèòå â îáùèòå çàïèñè ñà ðàçãëå-
äàíè ïî-ïîäðîáíî âúâ âòîðàòà ÷àñò íà òî÷êà 2.1.3.3.

Îáù âèä íà MISO è SISO ìîäåëè

Êîãàòî ìîäåëúò å ñ åäèí èçõîä, ðåãðåñîðèòå è ïàðàìåòðèòå å óäîáíî
äà ñå ãðóïèðàò âúâ âåêòîðè è â òîçè ñëó÷àé îáùîòî ïðåäñòàâÿíå å

yk = φT
k θ + ek. (2.6)

Òî íå ñå îòëè÷àâà îò âå÷å ïîêàçàíîòî îïèñàíèå íà SISO ìîäåëèòå. Ñú-
îòâåòíî èçõîäúò, èç÷èñëåí îò ìîäåëà, å

ŷk = φT
k θ. (2.7)

Ëèíåéíà ïàðàìåòðèçàöèÿ

Ïðåäñòàâÿíåòî íà ðàçëè÷íè ìîäåëè â îáù âèä äàâà âúçìîæíîñò äà
ñå èçâåæäàò îáùè îöåíèòåëè íà ïàðàìåòðè, îáùè ìåòîäè çà èçáîð íà
ñòðóêòóðàòà è äð. Îñâåí òîâà ñúùåñòâåí ìîìåíò å, ÷å ïàðàìåòðèòå è
ðåãðåñîðèòå â (2.4) è (2.5) ñà â îòäåëíè ìàòðèöè è âåêòîðè, à òîâà óëåñ-
íÿâà èçâåæäàíåòî íà ñúîòâåòíèòå àëãîðèòìè.

Ñ ïîìîùòà íà äîëíèÿ ïðèìåð ñå ïîêàçâà ðàçëèêàòà ìåæäó ìîäåëèòå
ñ ëèíåéíà âðúçêà ìåæäó âõîäíî-èçõîäíèòå ñèãíàëè è yk, ëèíåéíî ïà-
ðàìåòðèçèðàíèòå, êàêòî è ìîäåëèòå, êîèòî íå ìîæå äà ñå ïðèâåäàò âúâ
âèäà (2.4) èëè (2.5).

Ïðèìåð. Ðåãðåñèîííè ìîäåëè è ïðåäñòàâÿíå â ëèíåéíî ïàðàìåòðèçè-
ðàí âèä

Òúé êàòî òóê íå å îò çíà÷åíèå ìíîãîìåðíàòà ñòðóêòóðà, à çàâèñè-
ìîñòòà íà èçõîäà îò ôàêòîðèòå è ïàðàìåòðèòå, çà äà íå ñå óñëîæíÿâà
ïðèìåðúò, ñå ðàçãëåæäàò MISO ìîäåëè. Íåêà ìîäåëúò å ñ äâà âõîäà,
ò.å. uk = [u1,k u2,k]

T
. Òúé êàòî yk å ñêàëàðåí ñèãíàë, ïàðàìåòðèòå è

ðåãðåñîðèòå ìîæå äà ñå ïîäðåäÿò âúâ âåêòîðè.

Ñëó÷àé 1. Ëèíåéíà âðúçêà ìåæäó ïúðâîíà÷àëíèòå ôàêòîðè è èçõî-
äà íà ìîäåëà ŷk

Íåêà èçõîäúò íà ìîäåëà å

ŷk = θ1yk−1 + θ2u1,k−3 + θ3u2,k−1 = φT
k θ. (2.8)
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Òóê âåêòîðèòå íà ïàðàìåòðèòå è íà ðåãðåñîðèòå ñà θ = [θ1 θ2 θ3]
T
è

φk = [yk−1 u1,k−3 u2,k−1]
T
.

Ñëó÷àé 2. Íåëèíåéíà âðúçêà ìåæäó ïúðâîíà÷àëíèòå ôàêòîðè è ŷk
Íåêà èçõîäúò íà ìîäåëà å

ŷk = θ1y
2
k−1 + θ2 lnu1,k−1 + θ3e

u2,k−1 = φT
k θ, (2.9)

êúäåòî θ = [θ1 θ2 θ3]
T
, φk =

[
y2k−1 lnu1,k−1 eu2,k−1

]T
. Êàêòî ñå âèæ-

äà, ìîäåëúò å ëèíååí ïî ïàðàìåòðè, à çà ïðèâåæäàíå â îáù âèä êúì
ïúðâîíà÷àëíèòå ôàêòîðè ñå ïðèëàãàò íåëèíåéíè òðàíñôîðìàöèè. Â ðå-
çóëòàò íà òîâà ñå ïîëó÷àâàò íîâèòå ôàêòîðè âúâ âåêòîðà φk.

Ñëó÷àé 3. Íåëèíåéíà âðúçêà ìåæäó ïúðâîíà÷àëíèòå ôàêòîðè è ŷk
Íåêà èçõîäúò íà ìîäåëà å

ŷk = eθ1yk−1+θ2u1,k−3+θ3u2,k−1 . (2.10)

Ñëåä ëîãàðèòìóâàíå íà äâåòå ñòðàíè íà (2.10) ñå ïîëó÷àâà íîâàòà çàâè-
ñèìîñò:

ln ŷk = θ1yk−1 + θ2u1,k−3 + θ3u2,k−1.

Íåêà èçõîäúò íà òîçè íîâ ìîäåë ñå îçíà÷è ñ ỹk = ln ŷk. Òàêà îòíîâî ñå
ïîëó÷àâà ìîäåë ñ æåëàíàòà ëèíåéíà ñòðóêòóðà:

ỹk = θ1yk−1 + θ2u1,k−3 + θ3u2,k−1 = φT
k θ,

êúäåòî θ = [θ1 θ2 θ3]
T
è φk = [yk−1 u1,k−3 u2,k−1]

T
. Çà ðàçëèêà îò ïðå-

äèøíèÿ ñëó÷àé òóê ñå òðàíñôîðìèðà èçõîäúò yk, à íå ïúðâîíà÷àëíèòå
ôàêòîðè.

Ñëó÷àé 4. Íåëèíåéíà âðúçêà ìåæäó ïúðâîíà÷àëíèòå ôàêòîðè è ŷk
Íåêà èçõîäúò íà ìîäåëà å

ŷk = (θ1yk−1 + θ2u1,k−1)
2 + θ3u2,k−1. (2.11)

Òîçè ìîäåë, çà ðàçëèêà îò ïðåäèøíèòå, íå ìîæå äà ñå ïðèâåäå â ëèíååí
âèä ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðèòå. Íàïðèìåð, àêî ñå ðàçêðèÿò ñêîáèòå,
(2.11) äîáèâà âèäà:

ŷk = θ21y
2
k−1 + 2θ1θ2yk−1u1,k−1 + θ22u

2
1,k−1 + θ3u2,k−1 = φT

k θ̃.

Íà ïðúâ ïîãëåä ìîäåëúò ŷk = φT
k θ̃ å ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí � ïàðà-

ìåòðèòå ñà îòäåëåíè îò ðåãðåñîðèòå, à ŷk çàâèñè ëèíåéíî îò θ̃. Â ñëó÷àÿ

φk =
[
y2k−1 2yk−1u1,k−1 u2

1,k−1 u2,k−1

]T
,

θ̃ =
[
θ21 θ1θ2 θ22 θ3

]T
. (2.12)
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Ïðîáëåìúò íà òîâà îïèñàíèå å, ÷å àêî ñå îöåíè âåêòîðúò θ̃, ïðèåìàéêè,
÷å ìîäåëúò å ëèíååí ïî ïàðàìåòðè, òî ïðè ïðåõîäà îò θ̃ êúì θ ñå ïîëó-
÷àâà ñèñòåìà îò 4 óðàâíåíèÿ ñ 3 íåèçâåñòíè, êîÿòî â îáùèÿ ñëó÷àé íÿìà
ðåøåíèå. Òîâà âîäè äî íàëàãàíå íà îãðàíè÷åíèåòî:

θ̃2 =

√
θ̃1θ̃3.

Îñâåí òîâà θ̃1 è θ̃3 òðÿáâà äà ñà íåîòðèöàòåëíè ñïîðåä (2.12), à îãðà-
íè÷åíèÿ ïðè îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå íà ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíèòå
ìîäåëè íå ñå íàëàãàò.

Îò äðóãà ñòðàíà, àêî θ̃ áåøå íàïðèìåð

θ̃ =
[
θ31 θ1θ2 θ3

]T
, (2.13)

âúïðåêè ÷å åëåìåíòèòå íà θ̃ ñà íåëèíåéíî ñâúðçàíè ñ åëåìåíòèòå íà θ,
à ñúùî ñà è çàâèñèìè ïîìåæäó ñè, ïðè ïðåõîäà êúì ïúðâîíà÷àëíèòå
ïàðàìåòðè ñå ðåøàâà ñèñòåìà ñ 3 óðàâíåíèÿ è 3 íåèçâåñòíè. Òÿ èìà
åäíîçíà÷íî ðåøåíèå, íåçàâèñèìî îò ñòîéíîñòèòå íà îöåíêèòå íà θ̃, íàä
êîèòî íå ñà íàëîæåíè îãðàíè÷åíèÿ ñïîðåä (2.13). Â òàêúâ ñëó÷àé ìîäå-
ëúò ŷk = φT

k θ̃ áè áèë êîðåêòíî ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíî ïðåäñòàâÿíå
íà (2.11). ♢

Â ïðèìåðà ñå ïðèåìà, ÷å ñà èçâåñòíè íåëèíåéíèòå òðàíñôîðìàöèè, ñ
êîèòî ñå îïèñâà ðåàëíàòà ñèñòåìà. ×åñòî îáà÷å òàçè èíôîðìàöèÿ ëèïñâà.
Òîãàâà ñå íàëàãà äà ñå èçïîëçâàò ñòàòèñòè÷åñêè ìåòîäè, ñ êîèòî äà ñå
îïðåäåëÿò ïîäõîäÿùè òðàíñôîðìàöèè íà ôàêòîðèòå èëè íà èçõîäèòå.
Òàçè äåéíîñò å îïèñàíà â òî÷êà 2.2.2.5.

Â ìíîãî ñëó÷àè îò ïðàêòèêàòà ñå èçâúðøâàò òàêèâà òðàíñôîðìàöèè.
Íàïðèìåð â ïàçàðíèòå ñèñòåìè, êúäåòî èçõîäèòå ñà ïðîäàæáèòå íà ïðî-
äóêòèòå, à âõîäîâåòå ñà öåíèòå, ðåêëàìèòå, ïðîìîöèèòå è äð., øèðîêî
ñà ðàçïðîñòðàíåíè ñëåäíèòå ìîäåëè:

• åêñïîíåíöèàëåí ìîäåë [149, 144]
ŷk = θ0e

θ1u1,k−1+...+θmum,k−1 ; (2.14)

• log-log ìîäåë [107, 108, 117, 116]
ln ŷk = θ0 + θ1 lnu1,k−1 + . . .+ θm lnumk−1; (2.15)

• ïîëóëîãàðèòìè÷íè ìîäåëè [144]
ln ŷk = θ̃0 + θ1u1,k−1 + . . .+ θmum,k−1; (2.16)

ŷk = θ0 + θ1 lnu1,k−1 + . . .+ θm lnum,k−1. (2.17)
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Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ìîäåë (2.16) ñå ïîëó÷àâà ñëåä ëîãàðèòìóâàíå íà ìî-
äåë (2.14), êúäåòî θ̃0 = ln θ0. Â [55] å èçïîëçâàí ñòàòè÷åí ëèíååí (êàòî
âðúçêà ìåæäó u è y) ìîäåë çà îïèñàíèå íà ïàçàðíà ñèñòåìà, íî êàòî öÿëî
òîçè ìîäåë íå âîäè äî äîáúð ðåçóëòàò. Ïî òàçè ïðè÷èíà â [134] ñà ðàç-
ðàáîòåíè ìåòîäîëîãèè çà èçãðàæäàíå è íà íåëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíè
ìîäåëè.

Ñâîáîäíèÿò ÷ëåí θ0 â ìîäåëèòå (2.14)�(2.17) îòðàçÿâà ôàêòà, ÷å îïè-
ñàíèåòî å ïîñòðîåíî â îêîëíîñò íà ðàáîòíà òî÷êà, êîÿòî íå ñúâïàäà ñ
íà÷àëîòî íà ïúðâîíà÷àëíàòà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà íà ñòàòè÷íàòà õà-
ðàêòåðèñòèêà. Ðåãðåñèîííèòå ìîäåëè ñúñ ñâîáîäåí ÷ëåí ñà ðàçãëåäàíè
ïîäðîáíî â òî÷êà 2.4.2.

Ñúùî òàêà â ðàçëè÷íè ìåòîäîëîãèè çà èçãðàæäàíå íà ìîäåëè íà
ïîâåäåíèåòî íà êðåäèòîèñêàòåëè ñå èçïîëçâà ò.íàð. òðàíñôîðìàöèîíåí
àíàëèç. Ñ íåãî ñå ïîäáèðàò òàêèâà íåëèíåéíè ôóíêöèè íà ôàêòîðèòå
(õàðàêòåðèñòèêèòå íà êàíäèäàòèòå çà êðåäèò), ÷å âðúçêàòà ìåæäó èç-
õîäà (âåðîÿòíîñòòà ïîâåäåíèåòî èì äà å äîáðî) è òðàíñôîðìèðàíèòå
ôàêòîðè äà ñå äîáëèæè ìàêñèìàëíî äî ëèíåéíàòà.

2.1.3.3 Òèïîâè ëèíåéíè ðåãðåñèîííè ìîäåëè

Â òàçè òî÷êà ñà ïðåäñòàâåíè îñíîâíèòå òèïîâå ëèíåéíè ðåãðåñèîííè
ìîäåëè. Àêöåíòúò å âúðõó äèíàìè÷íèòå ìîäåëè, êàòî å îòäåëåíî âíèìà-
íèå è íà ñòàòè÷íèòå îïèñàíèÿ. Òúé êàòî äèñêðåòíèòå äèíàìè÷íè ìîäåëè
÷åñòî ñå ïðåäñòàâÿò â ïîëèíîìåí âèä, ñå âúâåæäà îïåðàòîðúò q çà èçìåñ-
òâàíå íà ñèãíàëèòå âúâ âðåìåòî. Òàêà íàïðèìåð åäèí òàêò çàêúñíåíèå
íà ñèãíàëà xk ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî xk−1 = q−1xk, à ñúîòâåòíî n
òàêòà çàêúñíåíèå ñå çàïèñâàò êàòî xk−n = q−nxk. Êàêòî ñå âèæäà ïðè
òîâà îïèñàíèå, ñèãíàëèòå ñà ïðåäñòàâåíè âúâ âðåìåâàòà îáëàñò, à íå â
Z îáëàñòòà, êîÿòî ÷åñòî ñå èçïîëçâà ïðè îïèñàíèåòî íà äèñêðåòíè ñèñ-
òåìè. Ïîðàäè óäîáñòâîòî, ÷å ñèãíàëèòå îñòàâàò âúâ âðåìåâàòà îáëàñò
ïðè ïðåäñòàâÿíåòî íà ìîäåëà â ïîëèíîìåí âèä, â ìîíîãðàôèÿòà ùå ñå
èçïîëçâà îïåðàòîðúò q (à íå îïåðàòîðúò z).

Àêî ñèñòåìàòà ïî ïðèðîäà å íåëèíåéíà, â ñìèñúë íà âðúçêàòà ìåæäó
âõîäà è èçõîäà, íî ìîäåëúò å ëèíååí ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðèòå, òî
â äîëíèòå ðàçãëåæäàíèÿ å ïðèåòî, ÷å íåëèíåéíèòå òðàíñôîðìàöèè âå÷å
ñà ïðèëîæåíè êúì ñúîòâåòíèòå âåëè÷èíè.
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SISO ìîäåëè

Ïúðâî ñà ïðåäñòàâåíè ìîäåëè ñ åäèí âõîä è åäèí èçõîä, à â ñëåäâà-
ùàòà ïîäòî÷êà ñà äàäåíè åäíè îò íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå ìíîãîìåðíè
îïèñàíèÿ, êîèòî ñå èçïîëçâàò è â ìîíîãðàôèÿòà.

Àâòîðåãðåñèîíåí ìîäåë (AR)

Òîçè ìîäåë îòðàçÿâà âðúçêàòà ìåæäó èçõîäà yk è íåãîâàòà ïðåäèñòî-
ðèÿ îò na ïðåäèøíè òàêòà. Ïî òàçè ïðè÷èíà ìîäåëúò ÷åñòî ñå èçïîëçâà
çà îïèñàíèå íà âðåìåâè ðåäîâå [3]. Ñ îò÷èòàíå íà îñòàòúêà, îïèñàíèåòî
ìîæå äà ñå çàïèøå â ñëåäíèÿ ïîëèíîìåí âèä:

a(q−1)yk = ek, (2.18)

êàòî ïîëèíîìúò a(q−1) å

a(q−1) = 1 + a1q
−1 + . . .+ anaq

−na. (2.19)

Àêî ïàðàìåòúðúò íà ñâîáîäíèÿ ÷ëåí â (2.19) íå å a0 = 1 (òîâà ìîæå äà ñå
ïîëó÷è âñëåäñòâèå íà àíàëèòè÷íî ìîäåëèðàíå íà ñèñòåìàòà), òî ìîäåëúò
ëåñíî ñå ïðèâåæäà âúâ âèäà (2.19), êàòî äâåòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâî (2.18)
ñå ðàçäåëÿò íà a0. Òàêà â íîâîòî ïðåäñòàâÿíå ïàðàìåòúðúò íà ñâîáîäíèÿ
÷ëåí ñòàâà åäèíèöà.

Ìîäåëúò (2.18) ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî:(
1 + a1q

−1 + . . .+ anaq
−na

)
yk = ek

è ñëåä îò÷èòàíå íà îïåðàòîðà q è èçðàçÿâàíå íà yk ñå ïîëó÷àâà:

yk = −a1yk−1 − . . .− anayk−na + ek.

Òúé êàòî îïèñàíèåòî å ëèíåéíî ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðèòå ai, ïîñ-
ëåäíîòî ðàâåíñòâî, ïðåäñòàâåíî âúâ âåêòîðíà ôîðìà (âèæ îáùèÿ ëèíååí
âèä (2.3), å

yk = φT
k θ + ek.

Âåêòîðèòå íà ðåãðåñîðèòå è íà ïàðàìåòðèòå ñà:

φk = [−yk−1 − yk−2 . . . − yk−na]
T
,

θ = [a1 a2 . . . ana]
T
.

Ïúëçÿùà ñðåäíà ñòîéíîñò èëè ïúëçÿùî ñðåäíî (MA)

Ïðè òîçè ìîäåë èçõîäúò yk å ïðåòåãëåíà ñóìà îò ïðåäèøíè ñòîéíîñòè
íà äðóã ñèãíàë. Â èêîíîìèêàòà, êúäåòî ñèñòåìèòå ÷åñòî ñå èçó÷àâàò ñ
âðåìåâè ðåäîâå, òîçè äðóã ñèãíàë îáèêíîâåíî ñå ðàçãëåæäà êàòî ñòîõàñ-
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òè÷åí (ñëó÷àåí âúâ âðåìåòî). Òóê ðåàêöèÿòà íå çàâèñè îò äåòåðìèíèðà-
íè âåëè÷èíè. Íåêà yk ñå ôîðìèðà îò nc íà áðîé ïðåäèøíè ñòîéíîñòè íà
ek. Òîãàâà ïîëèíîìíèÿò âèä íà MA ìîäåëà å

yk = c(q−1)ek. (2.20)

Ïîëèíîìúò c(q−1) å

c(q−1) = 1 + c1q
−1 + . . .+ cncq

−nc. (2.21)

Ìîäåëúò (2.20) ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî:

yk = c1ek−1 + . . .+ cncek−nc + ek. (2.22)

Â îáùîòî ïðåäñòàâÿíå (2.3) íà âðúçêàòà ìåæäó èçìåðåíèÿ èçõîä è ðåã-
ðåñîðèòå ek èìà ñìèñúë íà îñòàòú÷íà ñúñòàâêà â yk, êîÿòî íå å îò÷åòåíà
îò ìîäåëà. Ïî òàçè ïðè÷èíà ñå ïðèåìà, ÷å èç÷èñëåíèÿò èçõîä íà MA
ìîäåëà å ŷk = c1ek−1 + . . . + cncek−nc, à íàëè÷èåòî íà ek â (2.22) îñè-
ãóðÿâà ó÷àñòèåòî íà yk â ðàâåíñòâîòî, à íå íà ŷk. Òàêà ìîäåëúò îò òèï
MA ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ïðîçîðåö, êîéòî ñå èçìåñòâà (ïúëçè) ïðè
ôîðìèðàíåòî íà âñÿêà ñëåäâàùà ñòîéíîñò íà èçõîäà, êàòî íàé-ñòàðàòà
ñòîéíîñò íà îñòàòúêà îòïàäà îò èçðàçà, à ñå âêëþ÷âà íàé-íîâà ñòîéíîñò.
Íàïðèìåð èçõîäúò â k+1-èÿ òàêò (ò.å. ïðè k ← k+1 â (2.22)) ñå ôîðìèðà
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

yk+1 = c1ek + . . .+ cncek−nc+1 + ek+1.

Îòíîâî, òúé êàòî ðåãðåñèîííèÿò ìîäåë MA å ëèíååí ïî îòíîøåíèå íà
ïàðàìåòðèòå, (2.22) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà (2.3), êàòî âåêòîðúò
íà ðåãðåñîðèòå â k-èÿ òàêò è âåêòîðúò íà ïàðàìåòðèòå ñà:

φk = [−ek−1 − ek−2 . . . − ek−nc]
T
,

θ = [θ1 θ2 . . . θnc]
T
.

Àâòîðåãðåñèîíåí ìîäåë ñ âúíøåí âõîäåí ñèãíàë (ARX)

Òúé êàòî AR ìîäåëèòå, èçïîëçâàíè çà îïèñàíèå íà âðåìåâè ðåäîâå
íå îò÷èòàò äîïúëíèòåëíè ñèãíàëè, îêàçâàùè âëèÿíèå íà èçõîäà, òå íå
ìîãàò äà áúäàò òâúðäå òî÷íè. Àêî èìà äàííè çà äðóãè âåëè÷èíè, âëè-
ÿåùè èçõîäà, çà ïîâèøàâàíå íà êà÷åñòâîòî íà ìîäåëà òå òðÿáâà äà ñå
âêëþ÷âàò â ñòðóêòóðàòà ìó êàòî èçâåñòíè âúíøíè âúçäåéñòâèÿ.

Îáèêíîâåíî â äèíàìè÷íèòå ñèñòåìè èìà âðúçêà ìåæäó èçõîäà â äà-
äåí ìîìåíò è íåãîâèòå ïðåäèøíè ñòîéíîñòè, êàòî òîâà å îò÷åòåíî â
(2.18). Îñâåí òàçè àâòîðåãðåñèîííà çàâèñèìîñò ðåàêöèÿòà íà ñèñòåìà-



60 Ãëàâà 2. Åòàïè íà èäåíòèôèêàöèÿòà íà MIMO ñèñòåìè

òà çàâèñè è îò ïðåäèñòîðèÿòà íà âúíøíèÿ âõîäåí ñèãíàë uk. Òàêà ñå
ïîëó÷àâà ARX ìîäåëúò, êîéòî èìà ñëåäíèÿ ïîëèíîìåí âèä:

a(q−1)yk = b(q−1)uk + ek. (2.23)

Ïîëèíîìúò a(q−1) å äåôèíèðàí â (2.19), à b(q−1) å

b(q−1) = 0 + b1q
−1 + . . .+ bnbq

−nb, (2.24)

êàòî nb å áðîÿò íà ïðåäèøíèòå ñòîéíîñòè íà uk, ó÷àñòâàùè âúâ ôîðìè-
ðàíåòî íà yk. Èìà èçòî÷íèöè, â êîèòî (2.23) ñå íàðè÷à ARMA ìîäåë, çà
äà ñå íàáëåãíå íà ôàêòà, ÷å yk çàâèñè îò ïðåäèøíè ñòîéíîñòè íà uk â
ðàìêèòå íà ïúëçÿù ïðîçîðåö ñ äúëæèíà nb òàêòà. Â ìîíîãðàôèÿòà, îò
äðóãà ñòðàíà, å ïðèåòî (2.23) äà ñå íàðè÷à ARX ìîäåë, çàùîòî îò ãëåäíà
òî÷êà íà èäåíòèôèêàöèÿòà èìà ðàçëèêà ìåæäó ñëó÷àÿ, êîãàòî èçõîäúò
íå çàâèñè îò âúíøíè âõîäíè ñèãíàëè è êîãàòî çàâèñè îò uk, ñòîéíîñòèòå
íà êîéòî ñà íàáëþäàâàíè â ðàìêèòå íà åêñïåðèìåíò. Òîâà ðàçãðàíè÷å-
íèå å îò÷åòåíî îò Ëþíã â [119] è â äíåøíî âðåìå ñå å óñòàíîâèëî êàòî
ñòàíäàðò â èäåíòèôèêàöèÿòà íà ñèñòåìè.

Îòíîâî, êàêòî ïðè AR ìîäåëà, ìîæå äà ñå îñèãóðè ñâîáîäíèÿò ÷ëåí
â (2.19) äà áúäå a0 = 1. Ïàðàìåòúðúò íà ñâîáîäíèÿ ÷ëåí b0 â (2.24)
ùå ñå ïðèåìà çà íóëà, êàòî îáÿñíåíèåòî å ñëåäíîòî. Àêî ìîäåëúò ñå
èçïîëçâà çà ïðîãíîçèðàíå è íàëè÷íèòå äàííè ñà äî k − 1-ÿ òàêò, òå ñå
èçïîëçâàò çà ïðîãíîçèðàíå íà èçõîäà â ñëåäâàùèÿ k-òè òàêò. Â òàêúâ
ñëó÷àé ïðîãíîçàòà ŷk íå çàâèñè îò uk, òúé êàòî òàçè ñòîéíîñò îùå íå
å íàëè÷íà. À àêî äàííèòå äî k-òèÿ òàêò ñà íàëè÷íè (â òîâà ÷èñëî è
uk), ïðîãíîçèðàíåòî íà yk íå å íóæíî, òúé êàòî å íàñòúïèë ìîìåíòúò, â
êîéòî èçõîäúò íà ñèñòåìàòà ñå èçìåðâà.

Àêî öåëòà íà ìîäåëà å óïðàâëåíèå, òî uk çàâèñè îò ñòîéíîñòòà íà yk,
òúé êàòî ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà äåéñòâèÿòà â ñèñòåìàòà çà óïðàâëåíèå å
ñëåäíàòà. Ïúðâî ñå èçìåðâà èçõîäúò yk, à ïîñëå, àêî îáðàòíàòà âðúçêà å
ïî èçõîäà, ñå ôîðìèðà ðàçëèêàòà ìåæäó çàäàíèåòî è èçìåðåíàòà èçõîäíà
ñòîéíîñò. Òàçè ðàçëèêà å âõîäåí ñèãíàë çà ðåãóëàòîðà, êîéòî ôîðìèðà
óïðàâëåíèåòî uk = f(yk). Åòî çàùî íå å âúçìîæíî è ïðè òàçè ïîñòàíîâêà
yk äà çàâèñè îò uk.

È â äâàòà îïèñàíè ñëó÷àÿ å íåîáõîäèìî ïàðàìåòúðúò íà ñâîáîäíèÿ
÷ëåí äà å b0 = 0.

Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ñèñòåìàòà å ñòàòè÷íà, ò.å. âðåìåòî ñå èçêëþ÷è
îò ðàçãëåæäàíèÿòà, ïàðàìåòðèòå a1, a2, . . . , ana è b1, b2, . . . , bnb ñà íóëà,
ò.å. èçõîäúò íå çàâèñè îò ïðåäèñòîðèÿòà íà ñèãíàëèòå, à b0 ̸= 0, êîåòî
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çíà÷è, ÷å k-òàòà ñòîéíîñò yk íà ðåàêöèÿòà çàâèñè ñàìî îò ñòîéíîñòòà íà
âõîäíàòà âåëè÷èíà çà ñúùîòî k-òî íàáëþäåíèå.

Äèíàìè÷íèÿò ìîäåë (2.23) ìîæå äà ñå ðàçâèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

yk = a1yk−1 − . . .− anaq
−nayk−na + b1uk−1 + . . .+ bnbq

−nbuk−nb + ek,

êàòî âúâ âåêòîðíà ôîðìà îòíîâî ñå äîñòèãà äî îáùèÿ ëèíååí âèä íà
ðåãðåñèîíåí ìîäåë yk = φT

k θ+ ek. Òóê âåêòîðèòå íà ðåãðåñîðèòå è ïàðà-
ìåòðèòå ñà:

φk = [−yk−1 − yk−2 . . . − yk−na uk−1 uk−2 . . . uk−nb]
T
,

θ = [a1 a2 . . . ana b1 b2 . . . bnb]
T
.

Àâòîðåãðåñèîíåí ìîäåë ñ âúíøåí âõîäåí ñèãíàë è ôîðìèðàù ôèëòúð
îò òèï ïúëçÿùî ñðåäíî (ARMAX)

Ïîíÿêîãà ARX ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà íå å ïîäõîäÿùà çà îïèñàíèå
íà ðåàëíàòà ñèñòåìà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ÷àñò îò äåòåðìèíèðàíîòî ïîâåäå-
íèå íà îáåêòà, êîåòî îñòàâà íåìîäåëèðàíî, ñå ïðè÷èñëÿâà êúì îñòàòúêà.
Êîãàòî îñòàòúêúò ñúäúðæà íåìîäåëèðàíè àñïåêòè îò âðúçêàòà ìåæäó
âõîäà è èçõîäà, òîé ùå ñå îçíà÷àâà ñ ẽk. Åäèí îò íà÷èíèòå çà îò÷èòàíå íà
äåòåðìèíèðàíàòà ñúñòàâêà â ẽk å òÿ äà ñå îïèøå ñ ïîìîùòà íà äîïúë-
íèòåëåí ôèëòúð (íàðå÷åí ôîðìèðàù ôèëòúð). Íà âõîäà ìó ïîñòúïâà
ôèêòèâåí áÿë øóì ek, à íà èçõîäà ìó ñå ôîðìèðà öâåòíèÿò øóì ẽk.
Åäèí âàðèàíò çà îïèñàíèå íà îöâåòåíîñòòà íà ẽk å â ARX ñòðóêòóðàòà
äà ñå âúâåäå ôèëòúð îò òèï MA, ò.å.

ẽk = c(q−1)ek.

Ðåãðåñèîííèÿò ìîäåë, êîéòî ñå ïîëó÷àâà å ARMAX, èìà âèäà

a(q−1)yk = b(q−1)uk + c(q−1)ek.

Ïîëèíîìèòå a(q−1) è b(q−1) èìàò ñúùèÿ âèä êàêòî â ARX ìîäåëà, à
ïîëèíîìúò c(q−1) å äåôèíèðàí â (2.21).

ARMAX ìîäåëúò, çàïèñàí â îáù âèä (2.3), ñå ïîëó÷àâà ïðè ñëåäíèòå
âåêòîðè íà ðåãðåñîðèòå è ïàðàìåòðèòå:

φk = [−yk−1 − yk−2 . . . − yk−na uk−1 uk−2 . . . uk−nb

ek−1 ek−2 . . . ek−nc]
T ,

θ = [a1 a2 . . . ana b1 b2 . . . bnb c1 c2 . . . cnc]
T .
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Ñúùåñòâóâàò è äðóãè òèïîâå ëèíåéíè ðåãðåñèîííè ìîäåëè. ×àñò îò
òÿõ ñà ñïîìåíàòè ïî-äîëó.

Àâòîðåãðåñèîíåí ìîäåë ñ âúíøåí âõîäåí ñèãíàë è ôîðìèðàù ôèëòúð
îò òèï àâòîðåãðåñèÿ (ARARX)

a(q−1)yk = b(q−1)uk +
1

d(q−1)
ek. (2.25)

Àâòîðåãðåñèîíåí ìîäåë ñ âúíøåí âõîäåí ñèãíàë è ôîðìèðàù ôèëòúð
îò òèï àâòîðåãðåñèÿ ïúëçÿùî ñðåäíî (ARARMAX)

a(q−1)yk = a(q−1)uk +
c(q−1)

d(q−1)
ek.

Òåçè è äðóãè ìîäåëè ñà ÷àñòíè ñëó÷àè íà áàçîâèÿ ðåãðåñèîíåí ìîäåë,
êîéòî å îò âèäà:

a(q−1)yk =
b(q−1)

f(q−1)
uk +

c(q−1)

d(q−1)
ek. (2.26)

Òèïîâèòå SISO îïèñàíèÿ íå ñå ðàçãëåæäàò ïî-íàòàòúê â ìîíîãðàôè-
ÿòà, íî ñà äàäåíè, ñ öåë äà ñå ïðåäñòàâè èäåÿòà çà ïîëèíîìíîòî ïðåäñòà-
âÿíå íà ëèíåéíèòå ðåãðåñèîííè ìîäåëè, êàêòî è íÿêîè îò ÷åñòî ñðåùà-
íèòå òèïîâè îïèñàíèÿ. Çàòîâà, â ñëåäâàùèòå òåìè, ñúêðàùåíèÿòà AR,
ARX, ARMAX è ò.í. ùå ñå èçïîëçâàò çà îçíà÷àâàíå íà ìíîãîìåðíèòå
âàðèàíòè íà òåçè ìîäåëè.

MIMO ìîäåëè

Ïðåäè äà ñå ïðåäñòàâÿò íàé-÷åñòî ñðåùàíèòå òèïîâè MIMO ìîäå-
ëè ñà äàäåíè îçíà÷åíèÿòà, ñâúðçàíè ñ ïîëèíîìíèòå ìàòðèöè, êàêòî è ñ
âåêòîðíèòå ñèãíàëè, êîèòî ó÷àñòâàò â äîëíèòå îïèñàíèÿ.

Ïîëèíîìíà ìàòðèöà

Ïðè ïðåõîäà îò SISO êúì MIMO îïèñàíèÿ, ïîëèíîìèòå â ãîðíèòå
ìîäåëè ñå çàìåñòâàò ñ ïîëèíîìíè ìàòðèöè. Åëåìåíòèòå íà òåçè ìàòðèöè
ñà ïîëèíîìè. Íåêà M(q−1) å r × s-ìåðíà ðåàëíà ïîëèíîìíà ìàòðèöà
(ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè), à åëåìåíòèòå �è ñà ïîëèíîìè ïî ñòåïåíèòå íà
àðãóìåíòà q−1, êàòî ìàêñèìàëíèÿò ðåä íà ïîëèíîì âM(q−1) å n. Ñ äðóãè
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äóìè òàçè ïîëèíîìíà ìàòðèöè èìà âèäà:

M(q−1) =



m11(q
−1) m12(q

−1) . . . m1s(q
−1)

m21(q
−1) m22(q

−1) . . . m2s(q
−1)

...
...

. . .
...

mr1(q
−1) mr2(q

−1) . . . mrs(q
−1)


, (2.27)

êúäåòî mij(q
−1) = mij,0 + mij,1q

−1 + . . . + mij,nijq
−nij å ïîëèíîìúò îò

i-òèÿ ðåä è j-òèÿ ñòúëá, à nij å ñòåïåíòà íà ïîëèíîìà (òîãàâà n =
max(n11, . . . , nrs)). Àêî ïîëèíîìúò mij(q

−1) å îò ïî-íèñúê ðåä îò n,
òî mij,h = 0 çà h = nij + 1, n. Çà òàêàâà ìàòðèöà ìîæå äà ñå èçïîëçâàò
ñúêðàòåíèòå çàïèñè M(q−1) ∈ Rr×s

n èëè M ∈ Rr×s
n (q−1).

Îñâåí çàïèñà (2.27) äðóãî ïðåäñòàâÿíå íà M(q−1), êîåòî ñúùî ñå èç-
ïîëçâà â èçëîæåíèåòî, å âúâ âèä íà ìàòðè÷åí ïîëèíîì:

M(q−1) = M0 +M1q
−1 + . . .+Mnq

−n,

êúäåòî ìàòðèöèòå Mh ∈ Rr×s, çà h = 0, n ñà ñ ðåàëíè åëåìåíòè mij,h.
Àêî M(q−1) ó÷àñòâà â ðåãðåñèîííèÿ ìîäåë, íàïðèìåð çà îò÷èòàíå íà
âëèÿíèåòî íà âúçäåéñòâèÿòà, òî Mh ñúäúðæà âñè÷êè ïàðàìåòðè íà ìî-
äåëà, êîèòî îòãîâàðÿò íà âõîäíèòå ñèãíàëè â k − h-òèÿ òàêò.

Ìíîãîìåðíè ñèãíàëè

Â ìîíîãðàôèÿòà ñà ïðèåòè ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ íà âõîäíî-èçõîäíèòå
ñèãíàëè è íà îñòàòúêà:

• uk ∈ Rm å âåêòîðíèÿò âõîäåí ñèãíàë â k-òèÿ òàêò, ò.å. ìîäåëúò ñå
ñúñòîè îò m âõîäà è

uk = [u1,k u2,k . . . um,k]
T
;

• yk ∈ Rℓ å âåêòîðíèÿò èçõîäåí ñèãíàë, ò.å. ìîäåëúò èìà ℓ èçõîäà,
îáåäèíåíè âúâ âåêòîðà

yk = [y1,k y2,k . . . yℓ,k]
T
;

• ek ∈ Rℓ å îñòàòúêúò, êîéòî â k-òèÿ òàêò å

ek = [e1,k e2,k . . . eℓ,k]
T
.
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Òúé êàòî îñòàòú÷íàòà íåîïðåäåëåíîñò å ïðåäñòàâåíà êàòî àäèòèâåí
ñèãíàë êúì èçõîäà (âèæ òî÷êà 1.1.4.3), òî ek èìà ñúùàòà ðàçìåðíîñò
êàòî òàçè íà yk.

Çà ïî-ÿñíà èíòåðïðåòàöèÿ íà èçðàçèòå âèíàãè âåêòîðèòå ùå ñå äåôè-
íèðàò êàòî ñòúëáîâå. Òàêà íàïðèìåð âåêòîðúò xk å ñòúëá, à xT

k å âåêòîð
ðåä.

Ïî-äîëó ñà ðàçãëåäàíè åäèíñòâåíî ìíîãîìåðíèòå ARX è ARMAX
ìîäåëè è ïðåäñòàâÿíåòî èì â îáù âèä.

ARX ìîäåë

Ìîæå áè íàé-÷åñòî ñðåùàíèÿò â ïðàêòèêàòà ðåãðåñèîíåí ìîäåë çà
îïèñàíèå íà äèíàìè÷íè ñèñòåìè å ARX. Íåãîâèÿò ìíîãîìåðåí âàðèàíò
å ñúùèÿò, êàêòî â SISO ñëó÷àÿ, ñ òàçè ðàçëèêà, ÷å ðàçìåðíîñòèòå ñà
ðàçëè÷íè. Âèäúò ìó å

A(q−1)yk = B(q−1)uk + ek. (2.28)

Ïîëèíîìíàòà ìàòðèöà íà àâòîðåãðåñèîííàòà ÷àñò å A(q−1) ∈ Rℓ×ℓ
na ,

à ìàòðèöàòà, îïèñâàùà âëèÿíèåòî íà âõîäà âúðõó èçõîäà, å B(q−1) ∈
Rℓ×m

nb . Â îáùèÿ ñëó÷àé ïîëèíîìèòå (åëåìåíòè íà ìàòðèöèòå) ñà îò ðàç-
ëè÷åí ðåä. Ñ na è nb ñà îçíà÷åíè ìàêñèìàëíèòå ñòåïåíè íà ïîëèíîìè,
ñúîòâåòíî â A(q−1) è B(q−1). Ïî àíàëîãèÿ ñúñ SISO äèíàìè÷íèòå ìîäå-
ëè, ìàòðèöèòå:

A(q−1) =


a11(q

−1) . . . a1ℓ(q
−1)

...
. . .

...

aℓ1(q
−1) . . . aℓℓ(q

−1)

 , (2.29)

B(q−1) =


b11(q

−1) . . . b1m(q−1)

...
. . .

...

bℓ1(q
−1) . . . bℓm(q−1)

 , (2.30)

ìîæå äà ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà:

A(q−1) = Iℓ +A1q
−1 + . . .+Anaq

−na, (2.31)

B(q−1) = 0ℓ×m +B1q
−1 + . . .+Bnbq

−nb, (2.32)
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êúäåòî Ai è Bi ñà ìàòðèöè, ÷èèòî åëåìåíòè ñà êîåôèöèåíòèòå íà ïî-
ëèíîìèòå, ñúîòâåòíî â A(q−1) è B(q−1), êîèòî ñå óìíîæàâàò ïî q−i.
Ñìèñúëúò íà ïîëèíîìèòå â ìàòðèöèòå å ñëåäíèÿò. Ñ òåêóùèÿ ij-òè ïî-
ëèíîì aij(q

−1) â ìàòðèöàòà A(q−1) ñå îïèñâà âëèÿíèåòî íà j-òèÿ èçõîä
âúðõó i-òèÿ èçõîä, à ïîëèíîìúò bij(q

−1) îòðàçÿâà âðúçêàòà ìåæäó i-òèÿ
èçõîä è ïðåäèñòîðèÿòà íà j-òèÿ âõîä. Íåêà íàïðèìåð ñ ARX ìîäåë äà ñå
îïèñâà ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìà ñ òðè âõîäà è äâà èçõîäà. Òîãàâà A(q−1)
òðÿáâà äà å 2× 2 ïîëèíîìíà ìàòðèöà � òàêà ùå ñå îò÷åòå çàâèñèìîñòòà
íà ìîìåíòíèòå ñòîéíîñòè íà äâàòà èçõîäà îò ïðåäèñòîðèÿòà íà ïúðâèÿ è
âòîðèÿ èçõîä. Îò äðóãà ñòðàíà, B(q−1) òðÿáâà äà å 2×3 ïîëèíîìíà ìàò-
ðèöà, çà äà èìà âúçìîæíîñò äà ñå îò÷åòå çàâèñèìîñòòà íà äâàòà èçõîäà
îò âñåêè îò òðèòå âõîäà. Àêî å èçâåñòíî, ÷å íÿêîé îò âõîäîâåòå íå âëèÿå
íà èçõîä, òî ñúîòâåòíèÿò ïîëèíîì â B(q−1) ïðåäâàðèòåëíî ñå ïðèåìà çà
íóëåâ. Íàïðèìåð, àêî u3 íå âëèÿå íà y1, òî ïîëèíîìúò [B(q−1)]13 = 0.

Ñâîáîäíèÿò ÷ëåí â (2.31) å A0 = Iℓ, êúäåòî Iℓ å ℓ× ℓ ìåðíà åäèíè÷íà
ìàòðèöà. MIMO ìîäåëúò (2.28) ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ñèñòåìà îò ℓ
íà áðîé MISO ìîäåëà. Ïðè÷èíàòà A0 äà å åäèíè÷íà ìàòðèöà, å, ÷å (ïî
àíàëîãèÿ ñúñ SISO ìîäåëèòå) òîâà îñèãóðÿâà â i-òèÿ ïîäìîäåë (i = 1, ℓ)
íàëè÷èåòî ñàìî íà i-òèÿ èçõîä â k-òèÿ ìîìåíò (òúé êàòî A0yk = yk).
Òîâà óëåñíÿâà êàêòî ïîëó÷àâàíåòî íà ìîäåëà, òàêà è íåãîâîòî èçïîëçâà-
íå. Àêî ïî íÿêàêâè ïðè÷èíè A0 ̸= Iℓ, òî ñ åëåìåíòàðíè ïðåîáðàçóâàíèÿ,
ïðèëîæåíè êúì ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ (2.28), òàçè ìàòðèöà ìîæå äà ñòàíå
åäèíè÷íà. Ïîðàäè âèäà íà A0 íÿìà äðóãè ñâîáîäíè ÷ëåíîâå â ïîëèíîì-
íèòå ìàòðèöè (îòãîâàðÿùè íà q0), êàòî âñè÷êè ñòîéíîñòè íà âõîäíî-
èçõîäíèòå ñèãíàëè â i-òèÿ MISO ìîäåë, ñ èçêëþ÷åíèå íà yi,k, ñà â ïðå-
äèøíè ìîìåíòè îò âðåìåòî. Òîâà å íåîáõîäèìî è çà ðåàëèçèðóåìîñòòà
íà ìîäåëà. Íàïðèìåð, àêî â ïúðâèÿ ìîäåë ó÷àñòâà è y2,k, à âúâ âòîðèÿ
y1,k (ñúîòâåòíèòå èçâúíäèàãîíàëíè åëåìåíòè íà A0 ñà íåíóëåâè), MIMO
ìîäåëúò (2.28), â òîçè ìó âèä, íÿìà äà èìà ôèçè÷åñêè ñìèñúë.

Ñâîáîäíèÿò ÷ëåí â (2.32) å B0 = 0ℓ×m (íóëåâà ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò
ℓ×m). Òîâà ãàðàíòèðà, ÷å ðåàêöèÿòà â k-òèÿ òàêò íå çàâèñè îò ñòîéíîñ-
òèòå íà âúçäåéñòâèÿòà â ìîìåíòà k (êîèòî âñå îùå ñà íåèçâåñòíè).

Âúïðåêè ÷å ARX ìîäåëúò ìîæå äà ñå ðàçäåëè íà ìíîæåñòâî MISO
ìîäåëè, ïðè÷èíàòà òîé äà ñå ðàçãëåæäà êàòî öÿëî, à íå êàòî ìíîæåñòâî
íåçàâèñèìè îïèñàíèÿ, å âúçìîæíîñòòà äà ñå îïèøå âðúçêàòà íà âñåêè îò
èçõîäèòå êàêòî ñúñ ñîáñòâåíàòà ïðåäèñòîðèÿ, òàêà è ñ ïðåäèøíè ñòîé-
íîñòè íà îñòàíàëèòå âõîäíî-èçõîäíè ñèãíàëè. Ñúùî òàêà ðàçãëåæäàíåòî
íà (2.28) êàòî öÿëî îïðîñòÿâà ìîäåëèðàíåòî, òúé êàòî ñå ïîñòðîÿâà åäèí,
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à íå ℓ íà áðîé ïîäìîäåëè. Îñíîâíèòå ïðè÷èíè çà èçãðàæäàíåòî íà MIMO
ìîäåë îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðèëîæåíèåòî ìó ñà îïèñàíè â òî÷êà 3.1.2.

Â ìîíîãðàôèÿòà å çàñåãíàòî ïðèëîæåíèåòî íà èäåíòèôèêàöèÿòà è
çà ñòàòè÷íè ìîäåëè, êàòî â òîçè ñëó÷àé ìàòðèöèòå A1, A2, ..., Ana è B1,
B2, ..., Bnb â (2.28) ñà íóëåâè, ò.å. èçõîäèòå íå çàâèñÿò îò ïðåäèñòîðèÿòà
íà âõîäíî-èçõîäíèòå âåëè÷èíè, à ñâîáîäíèÿò ÷ëåí å B0 ̸= 0ℓ×m, êîåòî
çíà÷è, ÷å yk çàâèñè ñàìî îò k-òèòå ñòîéíîñòè íà âõîäíèòå âåëè÷èíè.
Òîãàâà â ñòàòè÷íèÿ ñëó÷àé ARX ìîäåëúò ñå ñâåæäà äî

yk = B0uk + ek. (2.33)

Äâåòå îáùè ôîðìè (2.4) è (2.5) çà ïðåäñòàâÿíå íà ëèíåéíè ìíîãî-
ìåðíè ìîäåëè ñà ïðè÷èíà çà íàëè÷èåòî íà äâå ðåàëèçàöèè íà ìåòîäèòå
çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè. Äâàòà âèäà îöåíèòåëè èìàò ðàçëè÷íè îñî-
áåíîñòè (çà êîèòî ùå ñòàíå äóìà â Òðåòà ãëàâà). Ïî-äîëó ùå ñå îïèøàò
êîíêðåòíè âàðèàíòè íà ïðåõîäà îò (2.28) êúì (2.4) è êúì (2.5).

Ïðåîáðàçóâàíåòî íà ARX ìîäåëà â îáùèÿ âèä (2.5) ìîæå äà ñå èçâúð-
øè ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí êàêòî çà SISO ìîäåëèòå. Ïúðâî, ñ èçïîëçâàíå
íà ïîëèíîìíîòî ïðåäñòàâÿíå íà ìàòðèöèòå A(q−1) è B(q−1) çà ARX ìî-
äåëà ñå ïîëó÷àâà:

yk +A1yk−1 + . . .+Anayk−na = B1uk−1 + . . .+Bnbuk−nb + ek.

Ñëåä èçðàçÿâàíå íà yk è îáåäèíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå â ìàòðèöà, à ðåã-
ðåñîðèòå âúâ âåêòîð, ìîäåëúò äîáèâà âèäà:

yk = ΘTφk + ek,

êúäåòî

Θ = [A1 A2 . . . Ana B1 B2 . . . Bnb]
T ∈ Rz×ℓ,

φk =
[
−yTk−1 − yTk−2 . . . − yTk−na uT

k−1 uT
k−2 . . . uT

k−nb

]T ∈ Rz.

Âåêòîðúò φk ñúäúðæà na íà áðîé èçõîäíè âåêòîðà ñ ðàçìåðíîñò ℓ è nb
âõîäíè âåêòîðà ñ ðàçìåðíîñò m. Òàêà çà áðîÿ íà ðåãðåñîðèòå ñå ïîëó÷à-
âà:

z = ℓ na+m nb.

Ñúîòâåòíî áðîÿò íà ïàðàìåòðèòå å p = zℓ.

Âúçìîæíî å ìàòðèöàòà Θ äà ñå êîíñòðóèðà ïî äðóã íà÷èí. Íàïðèìåð,
àêî ïîëèíîìèòå îò äàäåí ñòúëá íà ïîëèíîìíà ìàòðèöà ñå ðàçãëåæäàò
íåçàâèñèìî åäèí îò äðóã, ñå ïîëó÷àâà îïèñàíèå, êîåòî èìà ðàçëè÷íè
ñâîéñòâà.
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Íåêà A(q−1) è B(q−1) ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà:

A(q−1) = [A.1(q
−1) A.2(q

−1) . . . A.ℓ(q
−1)], (2.34)

B(q−1) = [B.1(q
−1) B.2(q

−1) . . . B.m(q−1)], (2.35)

êúäåòî A.i(q
−1) è B.i(q

−1) ñà ñòúëáîâåòå íà ïîëèíîìíèòå ìàòðèöè. Íåêà
ñúùî òåçè ïîëèíîìíè âåêòîðè ñå çàïèøàò âúâ âèä íà âåêòîðíè ïîëèíîìè

A.i(q
−1) = ai,0 + ai,1q

−1 + . . .+ ai,naiq
−1, (2.36)

B.i(q
−1) = bi,0 + bi,1q

−1 + bi,2q
−1 + . . .+ bi,nbiq

−1. (2.37)

Ñ nai è nbi ñà îçíà÷åíè ìàêñèìàëíèòå ñòåïåíè íà ïîëèíîìèòå â i-òèòå
ñòúëáîâå. Åëåìåíòèòå íà âåêòîðà ai,0, ñúäúðæàù ñâîáîäíèòå ÷ëåíîâå â
A(q−1), ñà íóëè ñ èçêëþ÷åíèå íà i-òèÿ, êîéòî å ðàâåí íà 1, à âåêòîðúò bi,0
îò ñâîáîäíèòå ÷ëåíîâå íà B(q−1) å íóëåâ âåêòîð. Òîãàâà ARX ìîäåëúò
ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî

a1(q
−1)y1,k + . . .+ aℓ(q

−1)yℓ,k = b1(q
−1)u1,k + . . .+ bm(q−1)um,k + ek.

Ðàçïèñàíî ïî-ïîäðîáíî, ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî, â êîåòî âåêòîðúò yk å
èçðàçåí, å

yk = −a1,1y1,k−1 − . . .− a1,na1y1,k−na1

−a2,1y2,k−1 − . . .− a2,na2y2,k−na2 − . . .

−aℓ,1yℓ,k−1 − . . .− aℓ,naℓ
yℓ,k−naℓ

+b1,1u1,k−1 + . . .+ b1,nb1u1,k−nb1

+b2,1u2,k−1 + . . .+ b2,nb2u2,k−nb2 − . . .

+bm,1um,k−1 + . . .+ bm,nbmum,k−nbm .

Âåêòîðèòe ai,j è bi,j ñúäúðæàò êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìèòå îò i-òèÿ
ñòúëá íà A(q−1) è B(q−1), êîèòî ñå óìíîæàâàò ïî q−j .

Ñëåä îáåäèíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå â ìàòðèöà, à ðåãðåñîðèòå âúâ âåê-
òîð, çà ìîäåëà îòíîâî ñå ïîëó÷àâà:

yk = ΘTφk + ek,

êúäåòî

Θ = [a1,1 . . . a1,na1 . . . aℓ,1 . . . aℓ,naℓ
b1,1 . . . b1,nb1 . . . bm,1 . . . bm,nbm ]T ,

φk = [−y1,k−1 . . .− y1,k−na1
. . . − yℓ,k−1 . . .− yℓ,k−naℓ

u1,k−1 . . . u1,k−nb1 . . . um,k−1 . . . um,k−nbm ]T .
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Ìàòðèöàòà Θ ñúäúðæà na1+na2+ ...+naℓ íà áðîé âåêòîðà ñ ðàçìåðíîñò
ℓ, ñúäúðæàùè ïàðàìåòðèòå íà ïîëèíîìèòå â A(q−1) è nb1 + nb2 + ... +
nbm âåêòîðà, îòíîâî ñ ðàçìåðíîñò ℓ, êîèòî ñúäúðæàò ïàðàìåòðèòå íà
ïîëèíîìèòå â B(q−1). Òàêà çà áðîÿ íà ðåãðåñîðèòå ñå ïîëó÷àâà:

z =
ℓ∑

i=1

nai +
m∑
i=1

nbi.

Äâàòà âàðèàíòà íà ïðåäñòàâÿíå, îïèñàíè ïî-ãîðå, èìàò ðàçëè÷íè
ñâîéñòâà, à èìåííî: â ïúðâèÿ ñëó÷àé ïîëèíîìèòå â äàäåíà ïîëèíîìíà
ìàòðèöà íå ìîæå äà ñà îò ðàçëè÷åí ðåä, äîêàòî âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé òàêî-
âà îãðàíè÷åíèå ñå íàëàãà åäèíñòâåíî âúðõó ïîëèíîìèòå, ïðèíàäëåæàùè
íà äàäåí ñòúëá.

Êîãàòî ïàðàìåòðèòå ñå ãðóïèðàò âúâ âåêòîð (âèæ (2.4)), ðåãðåñîðè-
òå ñå îáåäèíÿâàò â ìàòðèöà. Â òîçè ñëó÷àé å ïî-óäîáíî ïîëèíîìíèòå
ìàòðèöè äà ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà (2.29) è (2.30), à èçðàç (2.28) äà
ñå ðàçãëåæäà êàòî ñèñòåìà îò ℓ óðàâíåíèÿ. Òîãàâà i-òèÿò MISO ìîäåë
(i-òîòî óðàâíåíèå) ìîæå äà ñå çàïèøå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Ai.(q
−1)yk = Bi.(q

−1)uk + ei,k,

êàòî Ai.(q
−1) è Bi.(q

−1) ñà ïîëèíîìíè âåêòîðè, îòãîâàðÿùè íà i-òèòå
ðåäîâå íà ïîëèíîìíèòå ìàòðèöè. Ñëåä óìíîæåíèåòî íà âåêòîðíèòå ñèã-
íàëè ïî ïîëèíîìíèòå âåêòîðè çà ãîðíèÿ èçðàç ñå ïîëó÷àâà:

ai1(q
−1)y1,k + . . .+ aiℓ(q

−1)yℓ,k = bi1(q
−1)u1,k + . . .

+bim(q−1)um,k + ei,k. (2.38)

Çà îïðîñòÿâàíå íà èçëîæåíèåòî èíäåêñúò i, îòãîâàðÿù íà òåêóùèÿ
ìîäåë, ùå ñå èçïóñêà. Â òàêúâ ñëó÷àé ïîëèíîìúò îò i-òèÿ ðåä è j-òèÿ
ñòúëá íà Ai.(q

−1) å

aj(q
−1) = aj,0 + aj,1q

−1 + . . .+ aj,najq
−naj .

Ñâîáîäíèÿò ÷ëåí íà ïîëèíîìà å

aj,0 =

{
1, çà i = j,

0, çà i ̸= j.

Ïîëèíîìúò bj(q
−1), çà j = 1,m îò òåêóùèÿ MISO ìîäåë å

bj(q
−1) = 0 + bj,1q

−1 + . . .+ bj,nbjq
−nbj .

Òúé êàòî aj(q
−1) å ïîëèíîì îò j-òèÿ ñòúëá íà A(q−1), òîé ñúäúðæà

ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà, êîèòî ñå óìíîæàâàò ïî ïðåäèøíèòå ñòîéíîñòè
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íà yj,k (çà j = 1, ℓ). Ïîëèíîìúò bj(q
−1) îò ñâîÿ ñòðàíà ñúäúðæà ïàðà-

ìåòðèòå, êîèòî îòãîâàðÿò íà ïðåäèøíèòå ñòîéíîñòè íà âõîäà uj,k (çà
j = 1,m). Ïðè òîâà ïîëîæåíèå íåêà ñúáèðàåìèòå â (2.38), êîèòî ñà:

aj(q
−1)yj,k = aj,0yj,k + aj,1yj,k−1 + . . .+ aj,naj

yj,k−naj
,

bj(q
−1)uj,k = bj,1uj,k−1 + . . .+ bj,nbjuj,k−nbj ,

ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âåêòîðåí âèä, ò.å.

aj(q
−1)yj,k =

{
yi,k + yTj,kaj , çà i = j,

yTj,kaj , çà i ̸= j,
(2.39)

bj(q
−1)j,k = uTj,kbj . (2.40)

Âåêòîðèòå íà ïàðàìåòðèòå aj ∈ Rnaj è bj ∈ Rnbj ñà:

aj =
[
aj,1 aj,2 . . . aj,naj

]T
,

bj =
[
bj,1 bj,2 . . . bj,nbj

]T
,

à âåêòîðèòå íà ðåãðåñîðèòå yj,k ∈ Rnaj è uj,k ∈ Rnbj ñà:

yj,k =
[
yj,k−1 yj,k−2 . . . yj,k−naj

]T
,

uj,k =
[
uj,k−1 uj,k−2 . . . uj,k−nbj

]T
.

Êàêòî ñå âèæäà, ðåãðåñîðèòå â yj,k è uj,k ñà âñúùíîñò ïðåäèñòîðèÿòà
íà ñèãíàëèòå äî k − 1-ÿ òàêò, à åäèíñòâåíèÿò ñèãíàë â k-òèÿ òàêò (âèæ
(2.39)) â òåêóùèÿ MISO ìîäåë å yi,k. Òîâà ïîçâîëÿâà îò (2.38) äà ñå
èçðàçè yi,k êàòî ôóíêöèÿ íà ïðåäèñòîðèÿòà íà âõîäîâåòå è èçõîäèòå,
ò.å.

yi,k = −yT1,ka1 − . . .− yTℓ,kaℓ + uT1,kb1 + . . .+ uTm,kbm + ei,k

èëè íàêðàòêî (ñ âúâåæäàíå îòíîâî íà èíäåêñà i):

yi,k = φT
i,kθi + ei,k. (2.41)

Ïàðàìåòðèòå ñà ãðóïèðàíè âúâ âåêòîðà:

θi =
[
θTai1

. . . θTaiℓ
θTbi1 . . . θTbim

]T ∈ Rpi ,

à ðåãðåñîðèòå ñà îáåäèíåíè âúâ âåêòîðà:

φi,k =
[
−yTi1,k . . . − yTiℓ,k uTi1,k . . . uTim,k

]T ∈ Rzi .
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θi è φi,k ñà ñ åäíàêâà ðàçìåðíîñò, êîÿòî å

pi = zi =
∑
j

naij +
∑
j

nbij .

Íåêà âåêòîðúò θ ñúäúðæà ïàðàìåòðèòå îò âñè÷êè MISO ìîäåëè. Òîé
èìà ðàçìåðíîñò p =

∑
i pi è íåêà å ñúñ ñëåäíàòà ñòðóêòóðà:

θ =
[
θT1 θT2 . . . θTℓ

]T
.

Ôèãóðà 2.2. Ñòðóêòóðà íà ìàòðèöàòà íà ðåãðåñîðèòå Φk íà ARX ìîäåë â
k-òèÿ òàêò

Òúé êàòî ñèñòåìàòà å ñ ìíîãî èçõîäè, à ïàðàìåòðèòå ñà îáåäèíåíè
âúâ âåêòîð, íåîáõîäèìî å ðåãðåñîðèòå äà ñà â ìàòðèöà. Ñòðóêòóðàòà íà
ìàòðèöàòà òðÿáâà äà áúäå òàêàâà, ÷å ïðè óìíîæåíèåòî �è ñ âåêòîðà θ äà
ñå ïîëó÷è âåêòîð ñ ℓ êîìïîíåíòè, îòãîâàðÿù íà ïðåäñêàçàíèÿ èçõîä â
òåêóùèÿ ìîìåíò. Çà öåëòà φi,k ñå ïîäðåæäàò êàòî ðåäîâå ïî äèàãîíàëà
íà Φk ∈ Rℓ×p (Ôèãóðà 2.2), ò.å. ïîëó÷àâà ñå áëîêäèàãîíàëíàòà ìàòðèöà:

Φk = diag(φT
1,k, φT

2,k, . . . , φT
ℓ,k).

Òîâà å ìàòðèöàòà íà ðåãðåñîðèòå íà ïúëíèÿ MIMO ARX ìîäåë è ñúäúð-
æà âñè÷êè ðåãðåñîðè, ó÷àñòâàùè âúâ ôîðìèðàíåòî íà èçõîäà â k-òèÿ
òàêò. Ïðè òàêà äåôèíèðàíè θ è Φk, îáùèÿò âèä íà ìîäåë (2.28) å

yk = Φkθ + ek.

Âúçìîæíè ñà è äðóãè çàïèñè íà ìîäåëà âúâ âèä ñ âåêòîð íà ïàðà-
ìåòðèòå. Íàïðèìåð, àêî ïúðâèòå åëåìåíòè íà θ ñà âñè÷êè ïàðàìåòðè íà
ìàòðèöàòà A(q−1), ñëåäâàíè îò ïàðàìåòðèòå íà B(q−1), îòíîâî ñå ïîëó-
÷àâà îïèñàíèå ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå. Àêî å çàïàçåíà ñúùàòà ëîãèêà
ïðè íàðåæäàíåòî íà ïàðàìåòðèòå, òî Φk ùå ñå ñúñòîè îò äâå áëîêäèàãî-
íàëíè ìàòðèöè, ñúäúðæàùè ñúîòâåòíî èçõîäíèòå è âõîäíèòå ðåãðåñîðè.
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ARMAX ìîäåë

Ïðè èçãðàæäàíåòî íà SISO ìîäåë âõîäúò è èçõîäúò íå ïîäëåæàò íà
ïðîâåðêà äàëè òðÿáâà äà ó÷àñòâàò â îïèñàíèåòî. Îò äðóãà ñòðàíà, ïðè
èçáîðà íà ñòðóêòóðà íà MIMO ìîäåë, îñâåí óòî÷íÿâàíåòî íà ñòåïåíèòå
íà ïîëèíîìè è ÷èñòèòå çàêúñíåíèÿ, ñå èçâúðøâà è ïðîâåðêà çà çíà÷è-
ìîñò íà âõîäíî-èçõîäíèòå âåëè÷èíè, êàòî ÷àñò îò òÿõ ìîæå äà îòïàäíàò
îò ìîäåëà. Îñâåí òîâà èìà âåðîÿòíîñò çíà÷èìè, èçâåñòíè èëè äîñòúïíè
çà èçìåðâàíå ñèãíàëè äà íå ñà âêëþ÷åíè â íàáîðà îò äàííè, êîéòî ñå
èçïîëçâà çà ñúùèíñêîòî ìîäåëèðàíå. Òîâà ñà ïðåäïîñòàâêè ARX ñòðóê-
òóðàòà íà ìîäåëà äà ñå îêàæå íåïîäõîäÿùà çà îïèñàíèå íà ðåàëíàòà
MIMO ñèñòåìà.

Íåìîäåëèðàíèòå, íî äåòåðìèíèðàíè àñïåêòè îò âõîäíî-èçõîäíîòî ïî-
âåäåíèå íà ñèñòåìàòà ñå ïðè÷èñëÿâàò êúì îñòàòúêà è àêî òå íå ñà ïðåíåá-
ðåæèìè, ek íå ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ÷èñòî ñëó÷àåí ñèãíàë. Êàêòî
ïðåäè â òîçè ñëó÷àé îñòàòú÷íàòà ãðåøêà ùå ñå îçíà÷è ñ ẽk.

Àêî íå å íàìåðåí ARX ìîäåë ñ ïîäõîäÿùà ñòðóêòóðà, ìîæå äà ñå
íàïðàâè îïèò çà ïîñòðîÿâàíå íà ARMAX ìîäåë, ò.å. êúì ARX ñòðóêòó-
ðàòà äà ñå âúâåäå MIMO ôèëòúð îò òèï MA ïî îòíîøåíèå íà îñòàòúêà,
ò.å.

ẽk = C(q−1)ek. (2.42)

Òàêà çà ìíîãîìåðíèÿ âèä íà ARMAX ñå ïîëó÷àâà:

A(q−1)yk = B(q−1)uk +C(q−1)ek. (2.43)

Ïîëèíîìíèòå ìàòðèöè A(q−1) è B(q−1) ñà êàòî òåçè â ARX ìîäåëà, à
ìàòðèöàòà íà ôîðìèðàùèÿ ôèëòúð å C(q−1) ∈ Rℓ×ℓ

nc . Òÿ ìîæå äà ñå
çàïèøå êàòî ìàòðè÷åí ïîëèíîì èëè â ÿâåí âèä, ñúîòâåòíî êàòî:

C(q−1) = Iℓ + C1q
−1 + . . .+ Cncq

−nc =


c11(q

−1) . . . c1ℓ(q
−1)

...
. . .

...

cℓ1(q
−1) . . . cℓℓ(q

−1)

 .

Ñ nc å îçíà÷åíà ìàêñèìàëíàòà ñòåïåí íà ïîëèíîìèòå â C(q−1). Ïðè÷è-
íàòà çà C0 = Iℓ å ñúùàòà êàòî ïðè ìàòðèöàòà A(q−1), ò.å. ñàìî â i-òèÿ
MISO ìîäåë ó÷àñòâà ei,k. Òîâà îñèãóðÿâà â (2.43) ó÷àñòèåòî íà yk, à íå
íà èç÷èñëåíèÿ èçõîä íà ìîäåëà ŷk (êàêòî å îáÿñíåíî â òî÷êà 2.1.3.1, çà
öåëèòå íà èäåíòèôèêàöèÿòà â îïèñàíèåòî å íåîáõîäèìî äà ïðèñúñòâà yk,
à íå ŷk).
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Íåêà ñ ïðåäñòàâÿíåòî íà ìàòðèöèòå A(q−1), B(q−1) è C(q−1) êàòî
ìàòðè÷íè ïîëèíîìè, ARMAX ìîäåëúò ñå çàïèøå âúâ âèäà:

yk +A1yk−1 + . . .+Anayk−na = B1uk−1 + . . .+Bnbuk−nb

+C1ek−1 + . . .+ Cncek−nc + ek.

Êàêòî ïðè ARX ìîäåëà, çà äà ñå äîñòèãíå äî îáùîòî îïèñàíèå (2.5),
ïàðàìåòðèòå òðÿáâà äà ñå ãðóïèðàò â ìàòðèöà, à ðåãðåñîðèòå âúâ âåêòîð.
Ñëåä èçðàçÿâàíå íà yk è îòäåëÿíå íà ïàðàìåòðèòå îò ðåãðåñîðèòå ñå
ïîëó÷àâà:

yk = ΘTφk + ek.

Åäèí âàðèàíò å φk ∈ Rz è Θ ∈ Rz×ℓ äà ñà:

φk =
[
−yTk−1 . . . − yTk−na uT

k−1 . . . uT
k−nb eTk−1 . . . eTk−nc

]T
,

Θ = [A1 . . . Ana B1 . . . Bnb C1 . . . Cnc]
T
,

êúäåòî z = ℓ(na+ nc) +m nb, à p = zℓ.

Ïðåîáðàçóâàíåòî íà ARMAX âúâ âèäà ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå (2.4)
ìîæå äà ñå èçâúðøè ïî ïîäîáåí íà÷èí íà îïèñàíîòî ïðåîáðàçóâàíå íà
ARX ìîäåëà. Ïúðâî îò (2.43) ñå îòäåëÿ i-òèÿò ðåä (MISO ìîäåë):

Ai.(q
−1)yk = Bi.(q

−1)uk +Ci.(q
−1)ek.

Ïðåäñòàâåí ïî-ïîäðîáíî, ìîäåëúò å

ai1(q
−1)y1,k + . . .+ aiℓ(q

−1)yℓ,k = bi1(q
−1)u1,k + . . .+ bim(q−1)um,k

+ci1(q
−1)e1,k + . . .+ ciℓ(q

−1)eℓ,k. (2.44)

Ïîëèíîìèòå aij(q
−1) è bij(q

−1) ñà ñúùèòå êàòî ïðè ARX ìîäåëà.

Ïî-äîëó èíäåêñúò i ñå èçïóñêà. Âúâ âåêòîðåí çàïèñ, ïîñëåäíèòå ℓ
ñúáèðàåìè â (2.44) ñà:

cj(q
−1)yj,k =

{
ei,k + eTj,kcj , çà i = j,

eTj,kcj , çà i ̸= j,

à âåêòîðèòå íà ðåãðåñîðèòå è ïàðàìåòðèòå ñà:

ej,k =
[
ej,k−1 ej,k−2 . . . ej,k−ncj

]T ∈ Rncj ,

cj =
[
cj,1 cj,2 . . . cj,ncj

]T ∈ Rncj .

Òîâà ïîçâîëÿâà îò (2.44) äà ñå èçðàçè yi,k êàòî ôóíêöèÿ íà ïðåäèñòîðè-
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ÿòà íà âõîäíî-èçõîäíèòå ñèãíàëè è íà îñòàòúêà â k-òèÿ òàêò, ò.å.

yi,k = −yT1,ka1−. . .−yTℓ,kaℓ+uT1,kb1+. . .+uTm,kbm+eT1,kc1+. . .+eTℓ,kcℓ+ei,k

èëè íàêðàòêî (ñ âúâåæäàíå îòíîâî íà èíäåêñà i):

yi,k = φT
ARXi,kθARXi +φT

fi,kθfi + ei,k. (2.45)

Ïàðàìåòðèòå íà i-òèÿ MISO ìîäåë ñà ãðóïèðàíè òàêà:

θARXi =
[
aTi1 . . . aTiℓ bTi1 . . . bTim

]T
,

θfi =
[
cTi1 . . . cTiℓ

]T
,

à ðåãðåñîðèòå ìó ñà îáåäèíåíè â äâàòà âåêòîðà:

φARXi,k =
[
−yTi1,k . . . − yTiℓ,k uTi1,k . . . uTim,k

]T
,

φfi,k =
[
eTi1,k . . . eTiℓ,k

]T
.

Ìîäåëèòå (2.45), çàïèñàíè çàåäíî, ñà:

yk = Φkθ + ek,

êúäåòî âåêòîðúò θ ñúäúðæà ïàðàìåòðèòå íà âñè÷êè MISO ìîäåëè è å
ñúñ ñëåäíàòà ñòðóêòóðà:

θ = [θTARX θTf ]
T ,

êàòî

θARX =
[
θTARX1 θTARX2 . . . θTARXℓ

]T
å âåêòîð îò ïàðàìåòðèòå íà ìàòðèöèòå A(q−1) è B(q−1) (ARX ÷àñòòà íà
ðàçøèðåíèÿ ìîäåë). Âåêòîðúò

θf =
[
θTf1 θTf2 . . . θTfℓ

]
ñúäúðæà ïàðàìåòðèòå íà ïîëèíîìèòå â ìàòðèöàòà C(q−1) (÷àñòòà íà
ôèëòúðà îò òèï MA). Òîãàâà ìàòðèöàòà íà ðåãðåñîðèòå íà ïúëíèÿ ARMAX
ìîäåë Φk ∈ Rℓ×p å

Φk = [ΦARX,k Φf,k] ,

(ñòðóêòóðàòà �è å ïîêàçàíà íà Ôèãóðà 2.3), à ΦARX,k è Φf,k ñà:

ΦARX,k = diag
(
φT

ARX1,k,φ
T
ARX2,k, . . . ,φ

T
ARXℓ,k

)
,

Φf,k = diag
(
φT

f1,k,φ
T
f2,k, . . . ,φ

T
fℓ,k

)
.
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ARX филтър (МА)

Ôèãóðà 2.3. Ñòðóêòóðà íà ìàòðèöàòà íà ðåãðåñîðèòå Φk íà ARMAX ìîäåë
â k-òèÿ òàêò

Êàêòî çà ARX ìîäåë, òàêà è çà ARMAX ìîæå äà ñå ôîðìèðàò è
äðóãè ïðåäñòàâÿíèÿ ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå. Íàïðèìåð âúçìîæíî å
ïúðâèòå åëåìåíòè íà θ äà ñà âñè÷êè ïàðàìåòðè, ó÷àñòâàùè ïðè îïè-
ñàíèåòî íà y1,k, ñëåäâàíè îò âñè÷êè ïàðàìåòðè, ñâúðçàíè ñ y2,k, è ò.í.
Òîãàâà Φk ùå å áëîêäèàãîíàëíà. Ñòðóêòóðàòà íà θ è Φk å óäà÷íî äà ñå
èçáèðà òàêà, ÷å äà ñå óëåñíè ïî-íàòàòúøíàòà ðàáîòà ñ ìîäåëà. Îòäåëÿ-
íåòî íà ïàðàìåòðèòå íà ôèëòúðà îò îñòàíàëèòå ïàðàìåòðè, èçâúðøåíî
ïî-ãîðå, å óäîáíî ïðè èçâåæäàíåòî íà ìåòîäà íà ðàçøèðåíèòå íàé-ìàëêè
êâàäðàòè, ðàçãëåäàí â Òðåòà ãëàâà.

2.1.3.4 Ñðàâíåíèå íà ïðåäñòàâÿíåòî ñ ìàòðèöà è ñ âåêòîð
íà ïàðàìåòðèòå

Äâåòå âúçìîæíè ãðóïè ïðåäñòàâÿíèÿ íå ñà åêâèâàëåíòíè. Îñâåí òîâà
ñâîéñòâàòà èì ìîæå äà ñå ïðîìåíÿò è â ðàìêèòå íà ñúîòâåòíàòà ãðóïà,
êàêòî áåøå ïîêàçàíî çà äâàòà âàðèàíòà çà ARX ìîäåë â îáù âèä ñ ìàò-
ðèöà íà ïàðàìåòðèòå. Çà ïúðâîòî ïðåäñòàâÿíå âàæè îãðàíè÷åíèåòî �
âñè÷êè ïîëèíîìè â äàäåíà ïîëèíîìíà ìàòðèöà äà ñà îò åäèí è ñúùè
ðåä, äîêàòî ïðè âòîðîòî ïðåäñòàâÿíå îãðàíè÷åíèåòî å ñàìî âúðõó ïîëè-
íîìèòå îò äàäåí ñòúëá. Âúïðåêè ÷å âòîðîòî ïðåäñòàâÿíå âîäè äî ïîâå÷å
âúçìîæíîñòè çà èçáîð íà ñòðóêòóðàòà, êîíñòðóèðàíåòî íà ìàòðèöà Θ
âèíàãè âîäè äî èçâåñòíè îãðàíè÷åíèÿ â ñòðóêòóðàòà íà ðåãðåñèîííèÿ
ìîäåë.

Ïðè ïðåäñòàâÿíèÿòà íà ìîäåëà ñ âåêòîð θ ïðîìÿíàòà íà ðåäà íà ïî-
ëèíîì, ó÷àñòâàù ïðè îïèñàíèåòî íà äàäåí èçõîä, âîäè åäèíñòâåíî äî
èçìåíåíèå íà ñúîòâåòíèÿ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå, à ñúùî è íà ñâúðçà-
íèÿ ñ íåãî âåêòîð íà ðåãðåñîðèòå. Òàçè ïðîìÿíà íå îêàçâà âëèÿíèå íà
îñòàíàëàòà ÷àñò îò ìîäåëà.
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2.1.4 Äåêîìïîçèöèè íà MIMO ìîäåëèòå

Â òî÷êà 2.1.3 ñà äàäåíè ïðèìåðè çà ðàçëè÷íè ðåãðåñèîííè ìîäåëè,
êàêòî è âúçìîæíîñòòà íÿêîè îò òÿõ äà ñå ïðåäñòàâÿò â îáù ëèíåéíî
ïàðàìåòðèçèðàí âèä. Îñâåí ñòðåìåæúò îïèñàíèÿòà äà ñà ëèíåéíè ïî
ïàðàìåòðè, ïîíÿêîãà çà îïðîñòÿâàíå íà ìîäåëèðàíåòî, íà ñèíòåçà íà ðå-
ãóëàòîð, íà àíàëèçà íà ñèñòåìàòà è äð. ìíîãîìåðíèòå ìîäåëè ñå äåêîìïî-
çèðàò íà ïîäìîäåëè. Ïúðâî å îïèñàíà äåêîìïîçèöèÿ íà ïúðâîíà÷àëíèÿ
MIMO ìîäåë íà ïîäìîäåëè (â îáùèÿ ñëó÷àé îòíîâî MIMO), à ñëåä òîâà
è ïðåîáðàçóâàíåòî íà MIMO ìîäåë â ìíîæåñòâî îò SISO ïîäìîäåëè.

2.1.4.1 Ìíîæåñòâî îò MIMO èëè MISO ïîäìîäåëè

Ïîíÿêîãà çà îïðîñòÿâàíå çàäà÷àòà íà èäåíòèôèêàöèÿòà, âìåñòî äà ñå
òúðñè åäèí ìîäåë íà ìíîãîìåðíàòà ñèñòåìà, òÿ ñå ðàçãëåæäà êàòî ìíî-
æåñòâî îò ïîäñèñòåìè è òàêà, âìåñòî åäèí ìîäåë ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò,
ñå òúðñè ìíîæåñòâî îò ìîäåëè ñ ïî-ìàëêà ðàçìåðíîñò [5, 17].

Ïðè òåçè îïðîñòÿâàíèÿ íà çàäà÷àòà å âàæíî èäåíòèôèêàöèÿòà íà
âñÿêà ïîäñèñòåìà äî ãîëÿìà ñòåïåí äà ìîæå äà ïðîòå÷å íåçàâèñèìî îò
ìîäåëèðàíåòî íà îñòàíàëèòå ïîäñèñòåìè. Òîâà å íåîáõîäèìà ñòúïêà, îñî-
áåíî êîãàòî áðîÿò íà èçõîäèòå å çíà÷èòåëåí. Â [120, 17] ïîäðîáíî å ðàçã-
ëåäàíà äåêîìïîçèöèÿòà íà MISO ïîäñèñòåìè, ñ êîåòî çàäà÷àòà ñå îïðîñ-
òÿâà çíà÷èòåëíî. Â [80] e èçâúðøåíà äåêîìïîçèöèÿ íà MIMO ñèñòåìà ñ
ãîëÿìà ðàçìåðíîñò íà MIMO ïîäñèñòåìè.

Ïðè ìîäåëèðàíåòî íà õèïåðìàðêåò (òî÷êà 1.1.3.2), êúäåòî ℓ å îò ïî-
ðÿäúêà íà 105, à m å îêîëî 107, å íåâúçìîæíî äà ñå ïîñòðîè äèðåêòíî
åäèí MIMO ìîäåë, êîéòî äà å äîñòîâåðåí, òúé êàòî â íåãî áèõà ó÷àñ-
òâàëè ìíîãî ëúæëèâè âðúçêè (äúëæàùè ñå íà ñëó÷àéíàòà ñúñòàâêà â
äàííèòå). Òàêèâà ãðåøêè ñà ÷åñòî ñðåùàíè, êîãàòî òâúðäå ìíîãî ñå ðàç-
÷èòà íà ñòàòèñòè÷åñêèòå ìåòîäè, áåç äà ñå òúðñè ëîãè÷íî îáÿñíåíèå íà
ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà, ò.å. áåç äà ñå èçïîëçâà àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ
çà ñèñòåìàòà.

Â ñëó÷àÿ ñ õèïåðìàðêåòà, àêî òîé ñå ðàçãëåæäà êàòî öÿëî, òî äîðè
è ïðè ñòàòè÷åí ìîäåë, çà âñåêè îò èçõîäèòå òðÿáâà äà ñå ïðîâåäàò (ÿâ-
íî àâòîìàòèçèðàíè) òåñòîâå çà çíà÷èìîñò íà âñåêè åäèí îò äåñåòêèòå
ìèëèîíè ïîòåíöèàëíè ôàêòîðè. Òåçè òåñòîâå ñà ñòàòèñòè÷åñêè è çàâè-
ñÿò îò äàííè, ÷åñòî ñ ìàëêà ðàçìåðíîñò, êàòî áðîé íàáëþäåíèÿ (òàêòúò
íà äèñêðåòèçàöèÿ å ñåäìèöà) è ñ âèñîêî íèâî íà íåîïðåäåëåíîñò. Çàòîâà
ñïîìåíàòàòà îïàñíîñò îò ãðåøíè èçâîäè çà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà å çíà-
÷èòåëíà. Åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå â òîçè ñëó÷àé å ñèñòåìàòà äà ñå äåêîì-
ïîçèðà íà ïîäñèñòåìè, êàòî ñå èçïîëçâàò àïðèîðíè çíàíèÿ çà î÷àêâàíè
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çàâèñèìîñòè. Òàêà ïîòåíöèàëíèòå âðúçêè â ïîäìîäåëèòå ñå îãðàíè÷àâàò
äî ïîäìíîæåñòâî îò ëîãè÷íè âúçìîæíîñòè.

2.1.4.2 Ìíîæåñòâî îò SISO ïîäìîäåëè

Îïèñàíàòà ïî-äîëó äåêîìïîçèöèÿ ñå èçâúðøâà ñëåä ïðîöåñà íà ìî-
äåëèðàíå, íî å ïîëåçíà, êîãàòî èìà èçèñêâàíå îïèñàíèåòî äà ñå ñúñòîè
îò åäíîìåðíè ìîäåëè. Òàêúâ å ñëó÷àÿò, êîãàòî ñå èçãðàæäà ñèñòåìà çà
óïðàâëåíèå è ñå ðàçïîëàãà ñ åäíîìåðíè ðåãóëàòîðè. Ïðåäèìñòâî íà òîçè
ïîäõîä å, ÷å ìíîãîìåðíèòå ìîäåëè ñå ñâåæäàò äî åäíîìåðíè è â òîçè
ñëó÷àé äèðåêòíî ñå ïðèëàãàò ìåòîäèòå çà àíàëèç è ñèíòåç íà SISO ñèñ-
òåìè.

Ôèãóðà 2.4. Ñåïàðàòíè (ïëúòíà ëèíèÿ) è êðúñòîñàíè (ïóíêòèðàíà ëèíèÿ)
êàíàëè â ìíîãîìåðíà ñèñòåìà

Â äíåøíî âðåìå îáà÷å ñà äîñòúïíè ìíîãîìåðíè óïðàâëÿâàùè óñò-
ðîéñòâà è ÷åñòî îãðàíè÷åíîòî èì èçïîëçâàíå ñå äúëæè íà íàñëåäåíàòà
ïðàêòèêà äà ñå èçïîëçâà òåîðèÿòà íà åäíîìåðíèòå ñèñòåìè âúïðåêè ïðå-
äèìñòâàòà îò èçïîëçâàíåòî íà MIMO ìîäåëèòå, êîèòî ñà åñòåñòâåíèÿò
íà÷èí çà ïðåäñòàâÿíå íà MIMO ñèñòåìèòå.

Ôèãóðà 2.5. Äâóñâúðçàí ìîäåë
ñ ïðåäàâàòåëíè ôóíêöèè ïî êàíà-
ëèòå W11, W12, W21 è W22.

Çà äà ñå äåêîìïîçèðàò ìíîãîìåð-
íèòå ìîäåëè íà ìíîæåñòâî îò SISO
ïîäìîäåëè, ñå âúâåæäàò êîìïåíñèðà-
ùè çâåíà. Òîâà ñòàâà, êàòî ïúðâî, ÷àñò
îò âðúçêèòå â MIMO ñòðóêòóðàòà ñå
èçáèðàò çà îñíîâíè (ñåïàðàòíè), à îñòà-
íàëèòå ñå ïðèåìàò çà êðúñòîñàíè, êàê-
òî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 2.4. Ñúùåñ-
òâóâàò ðàçëè÷íè íà÷èíè çà îïðåäåëÿ-
íå íà ñåïàðàòíèòå âðúçêè. Íàïðèìåð
ìîæå äà ñå îïðåäåëè ÷óâñòâèòåëíîñò-
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òà íà âñåêè èçõîä îò âõîäîâåòå íà ìîäåëà è çà ñåïàðàòíè êàíàëè äà ñå
èçáåðàò òåçè, êîèòî ñâúðçâàò èçõîäèòå ñ âõîäîâåòå, êúì êîèòî ñà íàé-
÷óâñòâèòåëíè. Â ìíîãî ñëó÷àè òîâà ðàçäåëåíèå å óñëîâíî.

Äîáàâÿíåòî íà êîìïåíñàòîðè, êîèòî äà íàìàëÿò (äîêîëêîòî å âúç-
ìîæíî) âëèÿíèåòî íà âðúçêèòå, êîèòî ñà ïðèåòè çà êðúñòîñàíè (è îòòàì
çà íåæåëàíè), óñëîæíÿâà öÿëîñòíîòî îïèñàíèå íà ñèñòåìàòà. Êîìïåíñà-
òîðèòå ñå îïðåäåëÿò íà áàçàòà íà ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà. Òîãàâà, ïðè
íåòî÷åí ìîäåë èëè âúçíèêâàíå íà íåñòàöèîíàðíîñò, êà÷åñòâîòî íà êîì-
ïåíñàöèÿ íà êðúñòîñàíèòå âëèÿíèÿ ñå âëîøàâà.

Ïðèìåð. Êîìïåíñèðàíå íà êðúñòîñàíè âðúçêè â äâóñâúðçàíà ñèñòåìà

Íåêà äàäåíà ñèñòåìà ñå îïèñâà ñ ARX ìîäåë:

A(q−1)yk = B(q−1)uk + ek.

Íåêà ñúùî, çà îïðîñòÿâàíå íà ïðèìåðà, a12(q
−1) = a21(q

−1) = 0, ò.å.
íÿìà êðúñòîñàíè âðúçêè ìåæäó èçõîäèòå, à ñàìî îò âõîäîâåòå êúì èç-
õîäèòå (Ôèãóðà 2.5). Íåêà ñúùî ïðåäâàðèòåëíî ñà îïðåäåëåíè ñåïàðàò-
íèòå è êðúñòîñàíèòå êàíàëè, êàòî ïúðâèÿò ñåïàðàòåí êàíàë ñâúðçâà u1

è y1, à âòîðèÿò ñåïàðàòåí êàíàë � u2 è y2. Ñúîòâåòíî êðúñòîñàíèòå âðúç-
êè, êîèòî òðÿáâà äà ñå íåóòðàëèçèðàò, ñà îò u1 êúì y2 è îò u2 êúì y1.
ARX ìîäåëúò ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî ñèñòåìà îò äâà ìîäåëà (òúé êàòî
òîëêîâà ñà èçõîäèòå):

a11(q
−1)y1,k = b11(q

−1)u1,k + b12(q
−1)u2,k + e1,k,

a22(q
−1)y2,k = b21(q

−1)u1,k + b22(q
−1)u2,k + e2,k.

Â ïðåäñòàâåíàòà íà Ôèãóðà 2.6 ñèñòåìà ñà äîáàâåíè êîìïåíñàòîðèòå

Ôèãóðà 2.6. Ðàçøèðåí äâóñâúðçàí ìîäåë ñ êîìïåíñàòîðè K12 è K21

K12 è K21. Çà ðàçøèðåíèÿ âèä íà ìîäåëà å â ñèëà:

a11(q
−1)y1,k = b11(q

−1)(u1,k +K12u2,k) + b12(q
−1)u2,k + e1,k,
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a22(q
−1)y2,k = b21(q

−1)u1,k + b22(q
−1)(u2,k +K21u1,k) + e2,k.

Êîìïåíñàòîðèòå òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà:

b11(q
−1)K12u2,k + b12(q

−1)u2,k = 0, (2.46)

b21(q
−1)u1,k + b22(q

−1)K21u1,k = 0, (2.47)

îòêúäåòî çà K12 è K21 ñå ïîëó÷àâà:

K21 = −b21(q
−1)

b22(q−1)
, K12 = −b12(q

−1)

b11(q−1)
.

Ôèãóðà 2.7. Ïðè ïúëíî êîìïåíñèðàíå íà êðúñòîñàíèòå âðúçêè ñå ïîëó÷àâàò
äâà íåçàâèñèìè SISO ìîäåëà.

Àêî ìîäåëúò íàïúëíî îòðàçÿâà âëèÿíèåòî íà âõîäíèòå ñèãíàëè, òî
êðúñòîñàíèòå âðúçêè ñå êîìïåíñèðàò íàïúëíî è ðàçøèðåíèÿò ìîäåë ñå
ñâåæäà äî äâà íåçàâèñèìè SISO ìîäåëà (Ôèãóðà 2.7)

a11(q
−1)y1,k = b11(q

−1)u1,k + e1,k,

a22(q
−1)y2,k = b22(q

−1)u2,k + e2,k.

(Ïðè äðóãà ñòðóêòóðà íà ìîäåëà K12 è K21 ùå èìàò äðóã âèä.) ♢

Êîãàòî ñèñòåìàòà å äâóñâúðçàíà, çàäà÷àòà çà ïðåõîä êúì SISO ïîä-
ìîäåëè íå å ñëîæíà. Àêî ñèñòåìàòà å ñ m = 3 âõîäà, ℓ = 3 èçõîäà è
âñè÷êè âðúçêè ñà çíà÷èìè, â îáùèÿ ñëó÷àé ñà íóæíè 6 êîìïåíñàòîðà,
ïðè m = ℓ = 4 íóæíèòå êîìïåíñàòîðè ñà 12 è ò.í., êàòî ñ íàðàñòâà-
íå íà áðîÿ èì ñå óñëîæíÿâà òÿõíîòî èçâåæäàíå è ïðåäàâàòåëíèòå èì
ôóíêöèè.

Ñ èçêëþ÷åíèå íà ñëó÷àèòå, êîãàòî áðîÿò íà âõîäíî-èçõîäíèòå ñèã-
íàëè å ìíîãî ìàëúê, äåêîìïîçèðàíåòî íà MIMO îïèñàíèåòî íà SISO
ìîäåëè å ïðàêòè÷åñêè íåïðèëîæèìî.

Îñíîâíîòî ïðåäèìñòâî íà MIMO ìîäåëèòå å, ÷å âìåñòî ñòðåìåæúò äà
ñå ïîòèñíàò íÿêîè îò õàðàêòåðíèòå îñîáåíîñòè â ïîâåäåíèåòî íà ìíîãî-
ìåðíàòà ñèñòåìà, òåçè îñîáåíîñòè ìîæå äà ñå èçïîëçâàò çà ñúîòâåòíèòå
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öåëè, çà êîèòî å ïîñòðîåí ìîäåëúò. Íàïðèìåð, àêî èìà âúçìîæíîñò äà ñå
âúçäåéñòâà ïî ðàçëè÷íè êàíàëè âúðõó âàæåí (îò ãëåäíà òî÷êà íà óïðàâ-
ëåíèåòî) èçõîä íà îáåêòà, òàçè âúçìîæíîñò áè òðÿáâàëî äà ñå èçïîëçâà.
Åòî çàùî, àêî ñèñòåìàòà èìà èçðàçåí ìíîãîìåðåí õàðàêòåð, òÿ òðÿáâà
äà ñå îïèøå è èíòåðïðåòèðà ïî åñòåñòâåíèÿ çà òîâà íà÷èí, à èìåííî ñ
ïîìîùòà íà ìíîãîìåðåí ìîäåë.

2.2 Åêñïåðèìåíò, ïðåäâàðèòåëíà îáðàáîòêà

è àíàëèç íà äàííè

Â ïúðâèòå äâà åòàïà íà èäåíòèôèêàöèÿòà ñå óòî÷íÿâà ñèñòåìàòà è
ñå èçáèðà êëàñúò íà áúäåùèÿ ìîäåë. Ïîíÿêîãà å âúçìîæíî äà ñå óòî÷-
íè è íåãîâèÿò òèï, åâåíòóàëíî ñòðóêòóðàòà ìó, à ïðè äîáðå èçó÷åíè
ïðîöåñè ìîæå àíàëèòè÷íî äà ñå îïðåäåëÿò è ïúðâîíà÷àëíè ñòîéíîñòè
íà ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà. Ñëåäâàùèÿò åòàï å ñâúðçàí ñ ïðîâåæäàíå-
òî íà åêñïåðèìåíò è ïîäãîòîâêàòà íà ïîëó÷åíèòå äàííè çà öåëèòå íà
ñúùèíñêîòî ìîäåëèðàíå. Åêñïåðèìåíòúò å íåîáõîäèì çà ñúáèðàíåòî íà
àïîñòåðèîðíà èíôîðìàöèÿ (ñúäúðæàùà ñå â äàííèòå) çà îáåêòà. Ñú-
ùåñòâóâàò äâà âèäà åêñïåðèìåíòè � àêòèâíè è ïàñèâíè. Ïðè àêòèâíèòå,
âõîäíèòå âúçäåéñòâèÿ ñå ôîðìèðàò öåëåíàñî÷åíî çà ïîëó÷àâàíå íà èí-
ôîðìàòèâíè äàííè, à ïðè ïàñèâíèòå äàííèòå ñå ñúáèðàò áåç àêòèâíî
âúçäåéñòâèå âúðõó ñèñòåìàòà. Ïîíÿêîãà å âúçìîæíî äà ñå ïëàíèðà ïîä-
õîäÿù åêñïåðèìåíò, êîéòî äà îñèãóðè èíôîðìàòèâíè äàííè, ïðè òîâà
� â ðàáîòíàòà îáëàñò è ñðåäàòà, â êîÿòî ôóíêöèîíèðà îáåêòúò. Òîâà å
íàé-áëàãîïðèÿòíèÿò âàðèàíò. Â ìíîãî ñëó÷àè îáà÷å íå ìîæå (èëè íå å
æåëàòåëíî) äà ñå ïðîâåæäàò àêòèâíè åêñïåðèìåíòè. Òîãàâà íÿìà ãàðàí-
öèÿ, ÷å äàííèòå ñà äîñòàòú÷íî èíôîðìàòèâíè. Íàïðèìåð ìîæå äà èìà
äúëãè ïåðèîäè, â êîèòî íàáëþäåíèÿòà îñòàâàò ïîñòîÿííè, íàëè÷èå íà
íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè, êðàòêè èíòåðâàëè íà íàáëþäåíèå è äð. Ñúùî
òàêà ëèïñàòà íà ñòîéíîñòè çà íàáëþäåíèÿ âîäè äî íåïúëíè íàáîðè îò
äàííè, à òîâà ïîðàæäà ïðîáëåìè â ñëåäâàùèòå åòàïè, îñîáåíî ïðè ìíî-
ãîìåðíèòå ñèñòåìè, òúé êàòî å íåîáõîäèìî íàëè÷èåòî íà âñè÷êè âõîäíî-
èçõîäíè íàáëþäåíèÿ çà ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë. Ïîíÿêîãà íåâúçìîæ-
íîñòòà äà ñå ïðîâåäå ïîäõîäÿù åêñïåðèìåíò (èëè íåäîñòàòú÷íîòî àïðè-
îðíî çíàíèå) ñå êîìïåíñèðà ñ íàòðóïâàíåòî íà ãîëÿì îáåì îò äàííè, îò
êîéòî âïîñëåäñòâèå ñå èçâëè÷à ïîëåçíà èíôîðìàöèÿ çà ñèñòåìàòà.

Ïðè íåêà÷åñòâåíè íàáîðè îò äàííè îáðàáîòêàòà è àíàëèçúò èì ïðå-
äè ñúùèíñêîòî èçãðàæäàíå íà ìîäåëà ñà îò ðåøàâàùî çíà÷åíèå çà ðå-



80 Ãëàâà 2. Åòàïè íà èäåíòèôèêàöèÿòà íà MIMO ñèñòåìè

çóëòàòà îò èäåíòèôèêàöèÿòà. Çàòîâà îñíîâíî âíèìàíèå å îòäåëåíî íà
äåéíîñòèòå ñëåä ïîëó÷àâàíåòî íà ñóðîâè íàáëþäåíèÿ.

Ðåçóëòàòúò îò òîçè åòàï å íàáîð/íàáîðè îò äàííè, êîèòî ñà ïîäãîò-
âåíè çà ñëåäâàùèÿ åòàï, à èìåííî � ïîñòðîÿâàíåòî íà ìîäåëà. Ïîíÿêîãà
äîïúëíèòåëåí ðåçóëòàò îò àíàëèçà íà åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè ìîæå
äà å äîèçÿñíÿâàíåòî íà íÿêîè îñîáåíîñòè íà ñèñòåìàòà è â ðåçóëòàò íà
òîâà ìîäåëúò äà ñå êîíêðåòèçèðà, òàêà ÷å äà îòðàçÿâà òåçè îñîáåíîñòè.

2.2.1 Ïëàíèðàíå íà åêñïåðèìåíò

Ïëàíèðàíåòî íà åêñïåðèìåíò å îáøèðíà òåìà, êîÿòî íå å öÿëîñòíî
çàñåãíàòà. Íàïðèìåð íå ñå îáñúæäàò òåìè êàòî ïúëåí, äðîáåí, êîìïîçè-
öèîíåí, ðîòàòàáúëåí, D-îïòèìàëåí è äð. ôàêòîðåí åêñïåðèìåíò. Òåìàòà
çà èçáîð íà ïëàí íà åêñïåðèìåíòà å ïîäðîáíî ðàçãëåäàíà â [2, 29]. Îò
äðóãà ñòðàíà, â ìîíîãðàôèÿòà ñà îïèñàíè íÿêîè âàæíè àñïåêòè îò ïëà-
íèðàíåòî íà åêñïåðèìåíòà, êîèòî èìàò îòíîøåíèå êúì îáðàáîòêàòà è
àíàëèçà íà ïîëó÷åíèòå äàííè.

2.2.1.1 Âõîäíî âúçäåéñòâèå

Ïðè ïëàíèðàíåòî íà åêñïåðèìåíòà å âàæíî äà ñå èçáåðå ïîäõîäÿù
âõîäåí ñèãíàë, êîéòî äà îñèãóðè èíôîðìàòèâíè äàííè çà èçõîäà íà ñèñ-
òåìàòà. Ñ ïðèìåðà, ðàçãëåäàí ïî-äîëó, ñå ïîêàçâà, ÷å íå âñåêè âõîäåí
ñèãíàë å ïîäõîäÿù çà öåëèòå íà èäåíòèôèêàöèÿòà.

Ïðèìåð. Èçáîð íà âõîäíî âúçäåéñòâèå

Ôèãóðà 2.8. ËÀ×Õ íà îáåêòà è ñïåêòúð íà uk(ïóíêòèðàíà ëèíèÿ)

Íåêà èçñëåäâàíèÿò îáåêò â ðàáîòíàòà îáëàñò äà ìîæå äà ñå àïðîê-
ñèìèðà ñ ëèíååí ìîäåë ñ ËÀ×Õ (ëîãàðèòìè÷íàòà àìïëèòóäíî÷åñòîòíà
õàðàêòåðèñòèêà) Ly(ω), äàäåíà íà Ôèãóðà 2.8. Ñúùî òàêà öåëòà íà çà-
äà÷àòà íà èäåíòèôèêàöèÿòà å äà ñå íàìåðè ìîäåë, îïèñâàù îáåêòà â
÷åñòîòíèÿ äèàïàçîí äî ωmax � ÷åñòîòàòà, ïðè êîÿòî óñèëâàíåòî íà ñèñòå-
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ìàòà ñïàäà ñ 3db. (Â ïðèìåðà ïîçíàâàíåòî íà ωmax å âñúùíîñò àïðèîðíà
èíôîðìàöèÿ çà îáåêòà.)

Àêî å ïðîâåäåíî èçñëåäâàíå ñúñ ñèãíàë, êîéòî â ðàìêèòå íà åêñïåðè-
ìåíòà å u(t) = const (ñ t å îçíà÷åíî âðåìåòî), òî âõîäíî-èçõîäíèòå äàííè
ïî íèêàêúâ íà÷èí íÿìà äà îòðàçÿâàò âëèÿíèåòî íà âõîäíèÿ ñèãíàë âúðõó
èçõîäà. Â òîçè ñìèñúë çà öåëèòå íà èäåíòèôèêàöèÿòà å íóæíî u(t) äà ñå
èçìåíÿ è ïî òîçè íà÷èí äà ½âúçáóäè� èçõîäà, ïîðàæäàéêè ðåàêöèÿ. Íåêà
âõîäíèÿò ñèãíàë å u(t) = sin(ω1t). Åñòåñòâåíî å äà ñå î÷àêâà îáåêòúò äà
ðåàãèðà íà òîâà ïðîìåíëèâî âúçäåéñòâèå. Èçâåñòíî å, ÷å ïðè ïîäàâàíå
íà ñèíóñîèäàëåí ñèãíàë ðåàêöèÿòà íà ëèíåéíà ñèñòåìà å ñèíóñîèäà, è
òî ñúñ ñúùàòà ÷åñòîòà êàòî âõîäíàòà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å íàáîðúò îò äàí-
íè ùå ñúäúðæà èíôîðìàöèÿ çà ïîâåäåíèåòî íà îáåêòà ñàìî çà ÷åñòîòàòà
ω1. Â òàêúâ ñëó÷àé ìîäåëúò ùå èìà ïîâåäåíèå, áëèçêî äî òîâà íà îáåêòà
ñàìî çà òàçè ÷åñòîòàòà, à íå çà öåëèÿ ðàáîòåí äèàïàçîí. Ñ äðóãè äóìè
è ñèíóñîèäàëíèÿò ñèãíàë íå å ïîäõîäÿù çà èäåíòèôèêàöèÿòà, êîãàòî ñå
òúðñè ìîäåë â îïðåäåëåí ÷åñòîòåí äèàïàçîí. ♢

Ôèãóðà 2.9. Ñïåêòúð íà íåïðåêúñíàò áÿë è öâåòåí øóì. Àêî ws å ÷åñòîòàòà
íà äèñêðåòèçàöèÿ, òî äèñêðåòèçèðàíèÿò öâåòåí øóì å äèñêðåòåí áÿë øóì.

Óñëîâèåòî, êîåòî òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà uk, çà äà áúäå ïîäõîäÿù
çà èäåíòèôèêàöèÿòà, å ñïåêòúðúò ìó Su(ω) äà îáõâàùà îáëàñòòà, â êî-
ÿòî ñå òúðñè ïðåöèçåí ìîäåë (Ôèãóðà 2.8 � ïóíêòèðàíà ëèíèÿ). Òîâà
èçèñêâàíå ñå íàðè÷à óñëîâèå çà äîñòàòú÷íà âúçáóäèìîñò íà îáåêòà. ×åñ-
òî â ïðàêòèêàòà, çà äà ñå èçïúëíè òî, uk ñå ôîðìèðà êàòî (èçâåñòåí)
ñëó÷àåí ñèãíàë ñ äîñòàòú÷íî øèðîê ñïåêòúð.

Òåîðåòè÷íî èäåàëåí ñèãíàë çà èäåíòèôèêàöèÿ å íåïðåêúñíàòèÿò áÿë
øóì (ÁØ), òúé êàòî ñïåêòúðúò ìó å êîíñòàíòà çà âñè÷êè ÷åñòîòè (Ôè-
ãóðà 2.9) [24]. Îò ãëåäíà òî÷êà íà âðåìåâàòà îáëàñò ÁØ å ñèãíàë, ñòîé-
íîñòòà íà êîéòî â äàäåí ìîìåíò íå çàâèñè îò ïðåäèñòîðèÿòà ìó. Íî
åíåðãèÿòà, íåîáõîäèìà çà ãåíåðèðàíå íà òàêúâ ñèãíàë, å áåçêðàéíî ãî-
ëÿìà. (Ñëúíöåòî ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî èçòî÷íèê íà ÁØ). Îò äðóãà
ñòðàíà, èçïîëçâàíåòî íà äèñêðåòíè äàííè å ñâúðçàíî ñ èçó÷àâàíåòî íà
ñèãíàëè ñ îãðàíè÷åí ñïåêòúð. Ïî òåçè ïðè÷èíè ÷åñòî â èäåíòèôèêà-
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öèÿòà êàòî âõîäíî âúçäåéñòâèå ñå èçïîëçâà äèñêðåòåí áÿë øóì (ÄÁØ).
Íåãîâèÿò ñïåêòúð (Ôèãóðà 2.9) å îãðàíè÷åí è ïî òàçè ïðè÷èíà òîé ìîæå
äà ñå ðåàëèçèðà.

Ôèãóðà 2.10. Êîðåëàöèîííè ôóíêöèè íà ÁØ è ÖØ. Óñëîâèå çà ÄÁØ.

Óñëîâèåòî äàäåí íåïðåêúñíàò ñèãíàë ñëåä äèñêðåòèçàöèÿ äà å ÄÁØ,
å êîðåëàöèîííàòà ìó ôóíêöèÿ äà ñõîæäà êúì 0 â ðàìêèòå íà èçáðàíèÿ
òàêò íà äèñêðåòèçàöèÿ. Öâåòíèÿò øóì (ÖØ), îò äðóãà ñòðàíà, å ñëó÷àåí
ñèãíàë, ñòîéíîñòòà íà êîéòî â äàäåí ìîìåíò çàâèñè, îñâåí îò ñëó÷àéíà
ñúñòàâêà, è îò ïðåäèñòîðèÿòà ìó. Àêî âðúçêàòà ñ ïðåäèñòîðèÿòà ìó å
â ðàìêèòå íà îïðåäåëåí ïåðèîä, ïî-ìàëúê îò òàêòà íà äèñêðåòèçàöèÿ,
òî òîçè (íàïúëíî ðåàëèçèðóåì) ÖØ, ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ÄÁØ,
÷èèòî äèñêðåòíè ñòîéíîñòè ñà íåçàâèñèìè. Íà Ôèãóðà 2.10 ñà äàäåíè
êîðåëàöèîííèòå ôóíêöèè íà ÁØ è ÖØ, êàêòî è ñëó÷àÿò, ïðè êîéòî
ÖØ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî çà ÄÁØ.

2.2.1.2 Òàêò íà äèñêðåòèçàöèÿ

Àêî ñèñòåìàòà å íåïðåêúñíàòà, çà äà ñå ñíåìàò äàííè çà ïîâåäåíèåòî
�è, òðÿáâà äà ñå èçáåðå ïîäõîäÿù ïåðèîä íà äèñêðåòèçàöèÿ. Ïîíÿêîãà
èìà èçèñêâàíèÿ ïåðèîäúò äà å íàä îïðåäåëåíà ñòîéíîñò (íàïðèìåð ïî-
ðàäè âðåìåòî çà îò÷èòàíå íà èçõîäèòå, ôîðìèðàíåòî íà óïðàâëÿâàùè
âúçäåéñòâèÿ, îöåíÿâàíåòî íà ñúñòîÿíèÿ, ïàðàìåòðè è ò.í.). Îò äðóãà
ñòðàíà, àêî ïåðèîäúò å òâúðäå ãîëÿì, ïðè äèñêðåòèçàöèÿòà ñå ãóáè èí-
ôîðìàöèÿ çà âèñîêî÷åñòîòíàòà ñúñòàâêà íà ñèãíàëèòå, êîÿòî ìîæå äà
å íóæíà. Çàòîâà èçáîðúò íà ïåðèîä íà äèñêðåòèçàöèÿ å âàæíà ñòúïêà
â èäåíòèôèêàöèÿòà. Îò òåîðåìàòà íà Êîòåëíèêîâ-Øåíîí å èçâåñòíî, ÷å
àêî àíàëîãîâ ñèãíàë ñå äèñêðåòèçèðà ñ ÷åñòîòà, ïîíå äâà ïúòè ïî-âèñîêà
îò íàé-âèñîêàòà ÷åñòîòà â ñïåêòúðà íà ñèãíàëà, òîãàâà ïúðâîíà÷àëíèÿò
ñèãíàë ìîæå äà ñå âúçñòàíîâè íàïúëíî îò ñíåòèòå äàííè. Â ñúâðåìåí-
íàòà ôîðìóëèðîâêà íà òåîðåìàòà ÷åñòîòàòà íà äèñêðåòèçàöèÿ òðÿáâà
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äà íàäâèøàâà äâà ïúòè íàé-âèñîêàòà ÷åñòîòà â ñïåêòúðà íà àíàëîãîâèÿ
ñèãíàë. Òàêà ñå ãàðàíòèðà, ÷å íÿìà äà âúçíèêíå ñëó÷àé, ïðè êîéòî äèñ-
êðåòíèòå îò÷åòè ñúâïàäàò ñ ìîìåíòèòå, êîãàòî õàðìîíèêúò ñ íàé-âèñîêà
÷åñòîòà ïðåñè÷à àáñöèñàòà � â òîçè ñëó÷àé òîé íå ìîæå äà ñå âúçñòàíîâè.
Îñâåí òîâà ïúðâîíà÷àëíèÿò âàðèàíò íà òåîðåìàòà å â ñèëà çà áåçêðàé-
íà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò äèñêðåòíè íàáëþäåíèÿ. Íà ïðàêòèêà ïðè ðàáîòà
ñ êðàéíè èçâàäêè ñå ïðåäïî÷èòà ÷åñòîòàòà íà äèñêðåòèçàöèÿ äà å îùå
ïî-âèñîêà.

Îñâåí çàãóáàòà íà èíôîðìàöèÿ, àêî ñå íàðóøè òåîðåìàòà íà Êîòåë-
íèêîâ-Øåíîí, ìîæå äà âúçíèêíå è ò.íàð. øóì îò êâàíòóâàíå (aliasing).
Òîé ñå ïîÿâÿâà, êîãàòî ÷åñòîòàòà íà äèñêðåòèçàöèÿ å ïî-íèñêà îò äî-
ïóñòèìàòà (ñïîðåä òåîðåìàòà). Ðåçóëòàòúò å ïîãðåøíî îò÷èòàíå íà âè-
ñîêèòå ÷åñòîòè íà îðèãèíàëíèÿ íåïðåêúñíàò ñèãíàë êàòî íèñêè ÷åñòîòè
â äèñêðåòèçèðàíèÿ.

Ïî-äîëó å ðàçãëåäàí ïðèìåð, ñ êîéòî ñå îïèñâà øóìúò îò êâàíòóâàíå.
Â íåãî ñå èçïîëçâàò ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ: t å âðåìåòî, èçìåðåíî â ñåêóíäè,
Ts å ïåðèîäúò íà äèñêðåòèçàöèÿ (âðåìåòî ìåæäó äâà îò÷åòà) è ñúùî ñå
èçìåðâà â ñåêóíäè, à fs = 1

Ts
å ÷åñòîòàòà íà äèñêðåòèçàöèÿ â õåðöè.

Ïîíÿêîãà å óäîáíî âìåñòî ñ fs äà ñå ðàáîòè ñ úãëîâàòà ÷åñòîòà ωs, êîÿòî
ñå èçìåðâà â ðàäèàíè çà ñåêóíäà (òÿ å ïîäõîäÿùà, êîãàòî ñèãíàëúò ñå
ðàçãëåæäà êàòî ñóìà îò õàðìîíèöè). Âðúçêàòà ìåæäó äâåòå ÷åñòîòè
å ωs = 2πfs. Íåêà ìàêñèìàëíàòà ÷åñòîòà â ñïåêòúðà íà íåïðåêúñíàò
ñèãíàë å ωmax. Òîãàâà ãîðíàòà òåîðåìà ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî:

ωs ≥ 2ωmax. (2.48)

Ôèãóðà 2.11. Çàãóáà íà èíôîðìàöèÿ ïðè äèñêðåòèçàöèÿ. Äâàòà ñèãíàëà ñëåä
äèñêðåòèçàöèÿ ñà èäåíòè÷íè.
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Ïðèìåð. Øóì îò êâàíòóâàíå
Íåêà íåïðåêúñíàòèòå õàðìîíè÷íè ñèãíàëè:

x1(t) = sin(3t) è x2(t) = sin(5t)

, ñå äèñêðåòèçèðàò ñ ÷åñòîòà ωs = 8 rad/s. Çà ïúðâèÿ (ïî-áàâíî èç-
ìåíÿù ñå) ñèãíàë x1(t) òåîðåìàòà íà Êîòåëíèêîâ-Øåíîí å â ñèëà, çà-
ùîòî ωs > 2ω1(= 6), íî çà âòîðèÿ ñèãíàë òÿ ñå íàðóøàâà, òúé êàòî
ωs < 2ω2(= 10). Íà Ôèãóðà 2.11 ñà ïðåäñòàâåíè ñèãíàëèòå x1(t) è x2(t),
êàêòî è äèñêðåòíèòå ñòîéíîñòè, îò÷åòåíè ñ ÷åñòîòà ωs. Âèæäà ñå, ÷å îò-
÷åòèòå çà äâàòà ñèãíàëà ñúâïàäàò. Îò åäíà ñòðàíà, òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïðè
äèñêðåòèçàöèÿòà íà x2(t) ñå çàãóáâà èíôîðìàöèÿ è ñèãíàëúò íå ìîæå äà
ñå âúçñòàíîâè îò èçìåðåíèòå äàííè. Îò äðóãà ñòðàíà, ïðè ïðåîáðàçóâàíå
íà äèñêðåòèçèðàíèÿ âàðèàíò íà x2(t) îòíîâî â íåïðåêúñíàò âèä ãðåøíî
âúçñòàíîâåíèÿò ñèãíàë å ñ ïî-íèñêà ÷åñòîòà (è ñúâïàäà ñ x1(t)). Òàêà,
ïðè íåñïàçâàíå íà (2.48), â ñïåêòúðà íà äèñêðåòèçèðàíèòå ñèãíàëè ñå
íàñëàãâàò íèñêî÷åñòîòíè õàðìîíèöè, äúëæàùè ñå íà íàëè÷èåòî íà âè-
ñîêî÷åñòîòíè õàðìîíèöè â îðèãèíàëíèòå ñèãíàëè. ♢

Îòñòðàíÿâàíåòî íà ïñåâäî÷åñòîòèòå â ñïåêòúðà íà äèñêðåòèçèðàíèòå
ñèãíàëè (anti-aliasing) ìîæå äà ñå ïîñòèãíå ñ óâåëè÷àâàíå íà ÷åñòîòàòà
íà äèñêðåòèçàöèÿ. Åäíî ïðàêòè÷åñêî ïðàâèëî [148] å ÷åñòîòàòà íà äèñ-
êðåòèçàöèÿ äà ñå èçáåðå ωs = 10ωmax.

префилтър дискретизация
x

t
x

t
x

k

(снемане на данни)

Ôèãóðà 2.12. Ôèëòðèðàíå íà íåïðåêúñíàòèÿ ñèãíàë, ñ öåë ïîòèñêàíå íà øóìà
îò êâàíòóâàíå

Ïîíÿêîãà â ñèãíàëèòå ñå ñúäúðæà âèñîêî÷åñòîòíà ñúñòàâêà, êîÿòî å
èçâúí ÷åñòîòíàòà ëåíòà, â êîÿòî ñå òúðñè ìîäåë. Îáèêíîâåíî (òúé êàòî
å èçâúí î÷àêâàíàòà îáëàñò íà ïîëåçíàòà ÷àñò îò ñèãíàëà), òàçè ñúñòàâ-
êà ñå äúëæè íà øóìà îò èçìåðâàíå, íà ñìóùåíèÿ îò îêîëíàòà ñðåäà è
äðóãè ôàêòîðè, êîèòî ñå ïðèåìàò çà ñëó÷àéíè. Çà äà ñå ãàðàíòèðà, ÷å
íÿìà äà âúçíèêíå øóì îò êâàíòóâàíå, îáèêíîâåíî ïðåäè ñíåìàíåòî íà
äàííèòå ñèãíàëèòå ñå ôèëòðèðàò (Ôèãóðà 2.12), òàêà ÷å äà ñå ïîòèñ-
íå òàçè íåæåëàíà ñúñòàâêà. Ïî òîçè íà÷èí, âìåñòî äà ñå äèñêðåòèçèðà
îðèãèíàëíèÿò ñèãíàë x̃t, ïðè êîéòî áè âúçíèêíàë øóì îò êâàíòóâàíå,
äàííèòå ñå ñíåìàò çà ôèëòðèðàíèÿ ñèãíàë xt.
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Àêî ÷åñòîòíèÿò äèàïàçîí íà íàáëþäàâàíèòå âåëè÷èíè íå å èçâåñòåí,
çà äà ñå ïîäñèãóðè äîñòàòú÷íà èíôîðìàòèâíîñò íà íàáîðà îò äàííè, å
ïîäõîäÿùî äà ñå ñíåìàò íàáëþäåíèÿ ñ âèñîêà ÷åñòîòà, à ñëåä òîâà, àêî
å íåîáõîäèìî, ωs äà ñå íàìàëè â ïðîöåñà íà ìîäåëèðàíå, êàòî ñèãíàëèòå
ñå ôèëòðèðàò ñ ïîäõîäÿù öèôðîâ ôèëòúð (âèæ òî÷êà 2.2.2.1).

2.2.1.3 Èíòåðâàë íà íàáëþäåíèå

Âúïðåêè ÷å îáèêíîâåíî èíòåðâàëúò íà íàáëþäåíèå, â êîéòî å ïðî-
âåäåí åêñïåðèìåíòúò è áðîÿò íà íàáëþäåíèÿòà ñà äèðåêòíî ñâúðçàíè,
èìà ñëó÷àè, êîãàòî âðúçêàòà íå å òîëêîâà ÿâíà. Îñíîâíîòî ïðè èçáîðà
íà èíòåðâàëà ñà îñîáåíîñòèòå íà ñèñòåìàòà, à ïðè îïðåäåëÿíåòî íà áðîÿ
íà íàáëþäåíèÿòà àêöåíòúò å âúðõó íåîáõîäèìîñòòà îò (ñòàòèñòè÷åñêè)
äîñòàòú÷íî äàííè.

Èíòåðâàëúò íà íàáëþäåíèå ìîæå äà

t

b t( )
N

Ôèãóðà 2.13. ½Óçðÿâàíå� íà ëî-
øèòå êëèåíòè: b(t) � áðîé ëîøè
êëèåíòè, N � îáù áðîé êëèåíòè

ñå ïîâëèÿå îò íàëè÷èåòî íà öèêëè÷-
íîñò â ïîâåäåíèåòî èëè îò íåîáõîäè-
ìîñòòà íÿêîè àñïåêòè íà ñèñòåìàòà äà
ñå ïðîÿâÿò. Ñåçîííîñòòà å îñíîâíà ñúñ-
òàâêà â ïðîöåñèòå, ïðîòè÷àùè â ïà-
çàðíèòå ñèñòåìè. Âúâ ôèíàíñèòå ñú-
ùî ñå íàáëþäàâà ñåçîííîñò è ÷åñòî òî-
âà å ïðè÷èíà èíòåðâàëúò íà íàáëþäå-
íèå äà âêëþ÷âà ïîíå åäíà ãîäèíà. Äî-
ðè êîãàòî ñå ðàçïîëàãà ñ äàííè çà ïî-
âå÷å ïðåäèøíè ãîäèíè, ïîðàäè íåñòà-
öèîíàðíèÿ õàðàêòåð â ïîâåäåíèåòî íà
êðåäèòîïîëó÷àòåëèòå è íà ñðåäàòà, òâúðäå äúëúã èíòåðâàë íå å ïðå-
ïîðú÷èòåëåí. Ñúùî òàêà â êðåäèòíàòà èíäóñòðèÿ ñå ãîâîðè çà ò.íàð.
½óçðÿâàíå� íà ëîøèòå êðåäèòîïîëó÷àòåëè (Ôèãóðà 2.13). Â íà÷àëîòî íà
ïîãàñèòåëíèÿ ïåðèîä áîëøèíñòâîòî îò êëèåíòèòå íà áàíêàòà èçïëàùàò
çàåìèòå ñè, íî ïî-ðèñêîâèòå îò òÿõ ñëåä èçâåñòíî âðåìå ñðåùàò çàòðóä-
íåíèÿ è ïîðàäè ïðîñðî÷èÿ â ïëàùàíèÿòà ïîïàäàò â ãðàôàòà íà ëîøèòå
ïëàòöè. Òàêà, çà äà ñå èäåíòèôèöèðàò ëîøèòå êëèåíòè, å íóæíî âðåìå,
êîåòî íà ôèãóðàòà å îçíà÷åíî â ñèâî.

Ïðè èçó÷àâàíåòî íà äèíàìè÷íè ñèñòåìè íà áàçàòà íà àïðèîðíà èí-
ôîðìàöèÿ èëè ñ ôîðìèðàíå íà ãðóá ìîäåë ìîæå äà ñå îïðåäåëè íàé-
ãîëÿìàòà âðåìåêîíñòàíòà Tmax íà îáåêòà, à ñëåä òîâà äà ñå èçïîëçâà
ïðàâèëîòî: ïðîäúëæèòåëíîñòòà íà åêñïåðèìåíòà äà å 10 ïúòè ïî ãîëÿìà
îò Tmax. Åñòåñòâåíî, çà êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé òðÿáâà äà ñå âçåìå ïðåäâèä
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è ñòåïåíòà íà íåîïðåäåëåíîñò â äàííèòå. Òÿ èìà îòíîøåíèå è êúì áðîÿ
íà íàáëþäåíèÿòà è çàòîâà å îáñúäåíà â ñëåäâàùàòà ïîäòî÷êà.

2.2.1.4 Áðîé íàáëþäåíèÿ

Çà ïîëó÷àâàíå íà äîñòîâåðåí ìîäåë å íåîáõîäèìî äà ñå íàòðóïàò äîñ-
òàòú÷íî äàííè. Íåêà p å áðîÿò íà òúðñåíèòå ïàðàìåòðè. Ïðè îòñúñòâèå
íà íåîïðåäåëåíîñò â çàäà÷àòà íà èäåíòèôèêàöèÿòà (âñè÷êè íàáëþäåíèÿ
ñà íàïúëíî äîñòîâåðíè), êàêòî ùå ñòàíå ÿñíî â Òðåòà ãëàâà, ïàðàìåò-
ðèòå ìîæå äà ñå îïðåäåëÿò, àêî áðîÿò íà íàáëþäåíèÿòà N å òàêúâ, ÷å
äà å âúçìîæíî äà ñå çàïèøå ìîäåëúò çà p ðàçëè÷íè ñëó÷àÿ. Àêî ñèñ-
òåìàòà å ñòàòè÷íà, ñà íåîáõîäèìè N = p íàáëþäåíèÿ, à çà äèíàìè÷íà
ñèñòåìà, â êîÿòî å íåîáõîäèìà ïðåäèñòîðèÿ çà n ïðåäèøíè ñòîéíîñòè
ïðè ôîðìèðàíåòî íà èçõîäà íà ìîäåëà, ñà íóæíè N = p + n íàáëþäå-
íèÿ. Â ïðàêòèêàòà îáà÷å äàííèòå ñúäúðæàò íåîïðåäåëåíîñò è ïîðàäè
òîâà çà îñèãóðÿâàíå íà ìîäåë, ñëàáî ÷óâñòâèòåëåí êúì ñëó÷àéíèòå ñúñ-
òàâêè â äàííèòå, å íóæíî N ≫ p. Ïðàâèëîòî å, êîëêîòî ïî-âèñîêî å
íèâîòî íà íåîïðåäåëåíîñòòà â äàííèòå, òîëêîâà ïîâå÷å íàáëþäåíèÿ äà
ñå èçïîëçâàò.

Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å òâúðäå ãîëåìè ñòîéíîñòè íà N íå ñàìî ÷å íå
âîäÿò äî ïîäîáðåíèå â êà÷åñòâîòî íà ìîäåëà, íî ìîæå äà äîâåäàò äî
íåíóæíî çàáàâÿíå (è ñëåäîâàòåëíî äî íàìàëÿâàíå íà åôåêòèâíîñòòà) íà
ïðîöåñà íà èäåíòèôèêàöèÿ.

Àêî êúì íàáîð îò íÿêîëêî íàáëþäåíèÿ ñå äîáàâè åäíî äîïúëíèòåë-
íî íàáëþäåíèå, òî áè äîâåëî äî ÷óâñòâèòåëíî èçìåíåíèå íà îöåíêèòå.
Îò äðóãà ñòðàíà, àêî êúì íÿêîëêîñòîòèí íàáëþäåíèÿ ñå äîáàâè åäíî
íàáëþäåíèå, íåãîâîòî âëèÿíèå âúðõó îöåíêèòå å çíà÷èòåëíî ïî-ñëàáî.

Â ìíîãî ñëó÷àè áðîÿò íà íàáëþäåíèÿòà å îãðàíè÷åí îò îñîáåíîñòèòå
íà ñèñòåìàòà. Íàïðèìåð íàòðóïâàíåòî íà íàáëþäåíèÿ çà ïîâåäåíèåòî íà
ðåêòèôèêàöèîííà êîëîíà [148] ìîæå äà ïðîäúëæè ñåäìèöà. Òîçè ñëó÷àé
èçãëåæäà îïòèìèñòè÷åí íà ôîíà íà ïàçàðíèòå ñèñòåìè, êúäåòî äàííèòå
ñå îò÷èòàò ñ ïåðèîä åäíà ñåäìèöà. Â êðåäèòíàòà èíäóñòðèÿ òîçè ïåðèîä
å ìåñåö (òúé êàòî êðåäèòèòå ñå èçïëàùàò ìåñå÷íî).

Ïðîáëåìúò ñ ãîëåìèÿ òàêò íà äèñêðåòèçàöèÿ â ïîñëåäíèòå äâå îáëàñ-
òè å ðåøåí, êàòî äàííèòå ñå ñúáèðàò îò ìíîãî èçòî÷íèöè. Èìà âåðèãè ñ
õèëÿäè ìàãàçèíè. Ïðè òÿõ â ðàìêèòå íà ñåäìèöà ñå íàòðóïâàò õèëÿäè
ðåàëèçàöèè íà âñÿêà åäíà îò âõîäíî-èçõîäíèòå âåëè÷èíè (íàïðèìåð îò
âñåêè ìàãàçèí ïîñòúïâàò äàííè çà ïðîäàæáèòå íà êðóøè). Ñëåä ïîä-
õîäÿùî àãðåãèðàíå íà ñåäìè÷íèòå ñòîéíîñòè îò âñè÷êè ìàãàçèíè ìîæå
äà ñå îïðåäåëè ïî åäíà îáîáùåíà ñòîéíîñò çà âñÿêà îò íàáëþäàâàíèòå
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âåëè÷èíè (êîìïîíåíòèòå íà uk è yk). Òúé êàòî òåçè ñòîéíîñòè ñà ïîëó÷å-
íè â ðåçóëòàò îò îñðåäíÿâàíå íà íàáëþäåíèÿòà îò ìàãàçèíèòå ñå î÷àêâà
íåîïðåäåëåíîñòòà â òÿõ (íàïðèìåð â ñðåäíèòå ïðîäàæáè íà êðóøè çà
k-òàòà ñåäìèöà) äà å çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêà îò òàçè, êîÿòî ñå ñúäúðæà â
äàííèòå îò êîíêðåòåí ìàãàçèí.

Âúâ ôèíàíñèòå, çà äà ñå íàòðóïàò äîñòàòú÷íî äàííè, îñíîâíî ñå ðàç-
÷èòà íå íà ïðîäúëæèòåëíîñòòà íà ïàñèâíèÿ åêñïåðèìåíò, à íà ãîëåìèÿ
áðîé êëèåíòè. Äàííèòå çà êðåäèòîèñêàòåëèòå â òàçè îáëàñò ñå ïîëó÷àâàò
åäíîêðàòíî ïðè êàíäèäàòñòâàíåòî èì çà êîíêðåòíà óñëóãà, êàòî òóê k å
èíäåêñúò íà òåêóùèÿ êàíäèäàò. Çàòîâà îò ðåøàâàùî çíà÷åíèå å áðîÿò
N íà êëèåíòèòå äà å äîñòàòú÷íî ãîëÿì.

×åñòî â ñòðåìåæà äà ñå îñèãóðÿò äîñòàòú÷íî äàííè, ðàçìåðíîñòòà
íà íàáîðèòå ìîæå äà ñòàíå òâúðäå ãîëÿìà. Ïðè îãðàíè÷åíî âðåìå çà
èçïúëíåíèå íà çàäà÷àòà íà èäåíòèôèêàöèÿòà, àêî íàáîðúò å òâúðäå ãî-
ëÿì, ìîäåëèðàíåòî ìîæå äà íå äîâåäå äî òúðñåíèÿ ðåçóëòàò. Ðåøåíèåòî
â òàêèâà ñëó÷àè å íàáîðúò îò äàííè äà ñå ðåäóöèðà. Àêî îïèñàíèåòî,
êîåòî ñå òúðñè, å ñòàòè÷íî, òîãàâà íàé-÷åñòî ñå èçáèðà ïîäíàáîð îò íàá-
ëþäåíèÿ íà ñëó÷àåí ïðèíöèï. Òîçè ïîäõîä íåâèíàãè å óäà÷åí. Àêî íÿ-
êîè îñîáåíîñòè íà ñèñòåìàòà ñå íàáëþäàâàò â çíà÷èòåëíî ïî-ìàëúê áðîé
íàáëþäåíèÿ, à äðóãè îñîáåíîñòè ñà ÷åñòî ñðåùàíè â äàííèòå, æåëàòåëíî
å äà ñå ïðåìàõíàò ïîâå÷å íàáëþäåíèÿ îò âòîðàòà ãðóïà, à îò ïúðâàòà,
íàáëþäåíèÿòà äà ñå çàïàçÿò.

Îáèêíîâåíî íàáîðèòå îò äàííè çà êðåäèòîïîëó÷àòåëè ñúäúðæàò ìàë-
êî ëîøè ïëàòöè è çàòîâà å æåëàòåëíî áðîÿò èì äà íå ñå íàìàëÿâà äðàñ-
òè÷íî. Îò äðóãà ñòðàíà, èçêëþ÷âàíåòî íà ÷àñò îò ïðåîáëàäàâàùèòå äîá-
ðè ïëàòöè íå áè âëîøèëî êà÷åñòâîòî íà ìîäåëà, íî áè îñèãóðèëî äîñòà-
òú÷íî âðåìå çà ïðîòè÷àíåòî íà ïðîöåñà íà èäåíòèôèêàöèÿ.

Òîâà ñåëåêòèâíî ïðåìàõâàíå íà íàáëþäåíèÿ ìîæå äà äîâåäå äî ãðåø-
íè çàêëþ÷åíèÿ, òúé êàòî ñúîòíîøåíèåòî ìåæäó äîáðèòå è ëîøèòå êëè-
åíòè â äàííèòå ñå ïðîìåíÿ, à òîâà îïîðî÷àâà íÿêîè àíàëèçè è èçâîäè,
êîèòî çàâèñÿò îò ïúðâîíà÷àëíîòî ñúîòíîøåíèå íà ãðóïèòå êëèåíòè â
äàííèòå.

Çà äà ñå çàïàçè ïúðâîíà÷àëíàòà êàðòèíà, ñå âúâåæäàò òåãëà, êîèòî
ñå àñîöèèðàò ñ âñÿêà îò ñïåöèôè÷íèòå ãðóïè íàáëþäåíèÿ. Àêî â äàäåí
íàáîð áðîÿò íà äîáðèòå êëèåíòè ñå ðåäóöèðà 5 ïúòè, à áðîÿò íà ëîøèòå
2 ïúòè, òî íà âñÿêà äâîéêà {uk, yk}, ñúîòâåòñòâàùà íà äîáúð êëèåíò, ñå
àñîöèèðà òåãëî wk = 5, à íà äâîéêà, îòãîâàðÿùà íà ëîø êàíäèäàò, òåãëî-
òî å wk = 2. Âïîñëåäñòâèå âñåêè äîáúð (ëîø) êàíäèäàò ñå èíòåðïðåòèðà
êàòî 5 (2) êàíäèäàòè, êîèòî èìàò åäíàêâè õàðàêòåðèñòèêè.
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Äî ìîìåíòà îñíîâíî å îáñúäåí ñëó÷àÿò, êîãàòî äàííèòå ñà ìíîãî, êî-
åòî çàòðóäíÿâà ïðîöåñà íà ìîäåëèðàíå. Íî èìà ìíîãî ñëó÷àè, êîãàòî
äàííèòå îò åêñïåðèìåíòà íå ñà äîñòàòú÷íè è ñå íàëàãà íàòðóïâàíåòî íà
îùå äàííè. Ñúùî å âúçìîæíî îùå ïðè ïëàíèðàíåòî äà å èçáðàí íàáîð
îò åêñïåðèìåíòè, êîèòî äà ñå ïðîâåäàò. Ïðè òîâà ïîëîæåíèå ìîæå äà
å öåëåñúîáðàçíî îòäåëíèòå íàáîðè îò äàííè äà ñå îáåäèíÿò. Îáèêíîâå-
íî äèðåêòíîòî ãðóïèðàíå íà íàáîðèòå íå å æåëàòåëíî. Òîâà å â ñèëà
îñîáåíî ïðè äèíàìè÷íèòå ñèñòåìè, êúäåòî äèíàìèêàòà â äàäåí ìîìåíò
çàâèñè îò ïðåäèñòîðèÿòà íà ñèãíàëèòå. Çàòîâà å âàæíî äà ñå îòäåëè ñïå-
öèàëíî âíèìàíèå íà íà÷àëíèòå è êðàéíèòå óñëîâèÿ íà ãðàíèöèòå ìåæäó
íàáîðèòå.

2.2.2 Ïðåäâàðèòåëíà îáðàáîòêà íà äàííè

Ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîòêà íà äàííèòå å ìíîãî âàæíà äåéíîñò. Â
íÿêîè ñëó÷àè ïðàâèëíî îáðàáîòåíèòå äàííè ñà êëþ÷úò êúì ïîëó÷àâà-
íåòî íà äîñòîâåðåí ìîäåë. Îò åäíà ñòðàíà, öåëòà íà ìàíèïóëèðàíåòî íà
äàííèòå å íåîïðåäåëåíîñòòà â òÿõ äà ñå ïîòèñíå, äîêîëêîòî å âúçìîæíî,
à ïîëåçíàòà èíôîðìàöèÿ äà ñå çàïàçè. Äðóãè äåéíîñòè èìàò çà öåë äà ñå
îïðîñòè ñúùèíñêîòî îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè, íàïðèìåð êàòî ñå èçìåíè
âèäúò íà ìîäåëà èëè ñå èçáåãíàò ÷èñëåíè ïðîáëåìè.

Ïúðâîíà÷àëíî ñå çàïî÷âà ñ äåéíîñòè ïî ½ïî÷èñòâàíå� íà äàííèòå,
êàòî: ïðåíåáðåãâàíå íà íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè èëè íà öåëè ñèãíàëè,
äàííèòå çà êîèòî ñà íåèíôîðìàòèâíè èëè ñå íàáëþäàâà ìóëòèêîëèíå-
àðíîñò íàä äîïóñòèìî íèâî; ïîïúëâàíå íà ëèïñâàùè ñòîéíîñòè è äð.
Ñëåä òîâà ñå ïðèñòúïâà êúì îáðàáîòêà, êîÿòî âêëþ÷âà íîðìàëèçàöèÿ,
íåëèíåéíà òðàíñôîðìàöèÿ, äåêîìïîçèöèÿ íà ñèãíàëèòå è äð.

2.2.2.1 Íàìàëÿâàíå ÷åñòîòàòà íà äèñêðåòèçàöèÿ

Ïî-ãîðå áåøå ñïîìåíàòî, ÷å àêî ÷åñòîòíèÿò äèàïàçîí, â êîéòî ñå òúð-
ñè ìîäåë, íå å èçâåñòåí, å ïîäõîäÿùî ïúðâîíà÷àëíî ÷åñòîòàòà íà äèñêðå-
òèçàöèÿ äà å âèñîêà. Ñëåä òîâà, â çàâèñèìîñò îò ñïåêòúðà íà èçõîäíèòå
ñèãíàëè è íàòðóïâàíåòî íà äîïúëíèòåëíè ïîçíàíèÿ çà ïðîöåñèòå, ìî-
æå äà ñå îïðåäåëè ÷åñòîòíèÿò äèàïàçîí, â êîéòî ñå òúðñè îïèñàíèå íà
îáåêòà. Òîãàâà íàëè÷íèòå äàííè ñå îáðàáîòâàò ñ öèôðîâ ôèëòúð, çà äà
ñå èçáåãíå øóìúò îò êâàíòóâàíå (âèæ òî÷êà 2.2.1.2). Òàêà ïîäãîòâåíèòå
äàííè ñå îáðàáîòâàò ñ öåë íàìàëÿâàíå íà ÷åñòîòàòà íà äèñêðåòèçàöèÿ
ωs. Èçïîëçâàíåòî íà ïðåôèëòúðà ìîæå äà äîâåäå äî âúâåæäàíå íà çà-
êúñíåíèå, êîåòî òðÿáâà äà ñå îò÷åòå ïðè îáðàáîòêàòà íà äàííèòå.
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Ïðàâèëíîòî ïðèëàãàíå íà òàçè äåéíîñò âîäè äî ïîòèñêàíå íà âèñîêî-
÷åñòîòíèòå ñìóùåíèÿ, êàòî ñúùåâðåìåííî ñå çàïàçâà ïîëåçíàòà ñúñòàâêà
â äàííèòå.

2.2.2.2 Ëèïñâàùè ñòîéíîñòè

Íÿêîè ïðè÷èíè çà íàëè÷èåòî íà ëèïñâàùè (à è íà íåõàðàêòåðíè)
ñòîéíîñòè ñà ãðåøêè ïðè ñíåìàíå íà íàáëþäåíèÿòà, íåïðàâèëíî àãðå-
ãèðàíå íà äàííè çà åäíè è ñúùè âåëè÷èíè (ïðîäàæáè íà îïðåäåëåí
ïðîäóêò â ìàãàçèíèòå îò äàäåíà âåðèãà), ãðåøêè ïðè èçâëè÷àíåòî íà
äàííèòå è äð. Â [112] ñà äèñêóòèðàíè íÿêîè èçòî÷íèöè íà ëèïñâàùè è
íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè.

Êîãàòî íàáîðúò îò äàííè íå å ïúëåí, ò.å. èìà ëèïñâàùè ñòîéíîñòè,
òîé íå ìîæå äèðåêòíî äà ñå èçïîëçâà çà èçãðàæäàíå íà ìîäåë. Íàé-îáùî
ñúùåñòâóâàò äâà ïîäõîäà çà ñïðàâÿíå ñ òîçè ñëó÷àé. Òîâà ñà:
• ïðåíåáðåãâàíå íà íàáëþäåíèÿ;
• ïîïúëâàíå íà ëèïñâàùèòå ñòîéíîñòè.

Ôèãóðà 2.14. Ïî÷èñòâàíå íà Φ îò ëèïñâàùè ñòîéíîñòè çà ñòàòè÷åí (à) è
äèíàìè÷åí ìîäåë (á). Ðåäúò íà ïîëèíîìà íà ñèãíàëà ñ ëèïñâàùà ñòîéíîñò çà
ñëó÷àé (á) å ni.

Ïðåäè äà ñå ðàçãëåäàò òå, ïúðâî ùå ñå âúâåäå ò.íàð. ìàòðèöà íà äàííèòå
(íà ôàêòîðèòå), êîÿòî ñå èçïîëçâà ïðè îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðè. Òÿ å
ïîêàçàíà íà Ôèãóðà 2.14, êaòî ñòðóêòóðàòà �è âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé îòãî-
âàðÿ íà ïðåäñòàâÿíåòî íà ìîäåëà â îáù âèä ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå.
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Çà ñòàòè÷åí ìîäåë òÿ å

Φ = [φ1 φ2 . . . φN ]T ≡ [u1 u2 . . . uN ]T . (2.49)

Çà äèíàìè÷åí ìîäåë, ïðè êîéòî íàé-ñòàðàòà ñòîéíîñò íà ôàêòîð,
âëèÿåù íà èçõîäà â k-òèÿ òàêò, îòãîâàðÿ íà ìîìåíò k−n, ìàòðèöàòà íà
äàííèòå å ñúñ ñëåäíàòà ñòðóêòóðà:

Φ = [φn+1 φn+2 . . . φN ]T . (2.50)

Ïðè÷èíàòà ïúðâèÿò âåêòîð íà ðåãðåñîðèòå äà å ñ èíäåêñ n + 1, å, ÷å ñ
ïúðâèòå n íàëè÷íè ñòîéíîñòè íà ðåãðåñîðèòå ñå ôîðìèðà èìåííî φn+1

(à çà âåêòîðè íà ðåãðåñîðèòå â ïðåäèøíè ìîìåíòè íÿìà íåîáõîäèìèòå
äàííè).

Ïðè ïúðâèÿ ïîäõîä äàííèòå îò ìîìåíòèòå, â êîèòî ÷àñò îò ñòîéíîñ-
òèòå ëèïñâàò, íå ó÷àñòâàò ïî âðåìå íà ìîäåëèðàíåòî. Êîãàòî ñèñòåìàòà
å ñòàòè÷íà, ïðîáëåìàòè÷íèòå äâîéêè íàáëþäåíèÿ {uk, yk} äèðåêòíî ñå
ïðåìàõâàò. Îò ãëåäíà òî÷êà íà Φ òîâà îçíà÷àâà äà ñå ïðåìàõíàò ñúîò-
âåòíèòå ðåäîâå, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 2.14(a)).

Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ñå ìîäåëèðà äèíàìèêàòà, òî ëèïñàòà íà ñòîé-
íîñò â äàäåí ìîìåíò âîäè äî íåîáõîäèìîñòòà îò ïðåíåáðåãâàíå íà äàí-
íèòå îò òîëêîâà ñëåäâàùè äèñêðåòíè ìîìåíòè, â êîëêîòî òàçè ñòîéíîñò
ó÷àñòâà ïðè ôîðìèðàíåòî íà èçõîäà (Ôèãóðà 2.14 (á)). Òîçè ïîäõîä å
ïîäõîäÿù ïðè äîñòàòú÷åí áðîé ïúëíè íàáëþäåíèÿ (áåç ëèïñâàùè ñòîé-
íîñòè), òàêà ÷å ïðåíåáðåãâàíåòî íà ÷àñò îò äàííèòå ñòàòèñòè÷åñêè äà íå
ïîâëèÿå íà êðàéíèÿ ìîäåë. Îñâåí òîâà, çà äà ñå îïðåäåëÿò ìîìåíòèòå,
â êîèòî äàäåíà ëèïñâàùà ñòîéíîñò ó÷àñòâà ïðè ôîðìèðàíåòî íà èçõî-
äà, å íåîáõîäèìî äà å èçâåñòíà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà. Ñúñ ñëåäâàùèÿ
ïðèìåð å ïðåäñòàâåí òîçè ïîäõîä.

Ïðèìåð. Ëèïñâàùè ñòîéíîñòè è ïðåíåáðåãâàíå íà íàáëþäåíèÿ ïðè
äèíàìè÷åí ìîäåë

Íåêà å èçáðàíà ñëåäíàòà ñòðóêòóðà íà (MISO) ìîäåëà:

ŷk = θ1u1,k−1 + θ2u1,k−2 + θ3u1,k−3 + θ4u2,k−1,

ò.å. φk = [u1,k−1 u1,k−2 u1,k−3 u2,k−1]
T . Àêî ïúðâèÿò âõîäåí ñèãíàë

â k-òèÿ ìîìåíò íå e èçâåñòåí, òî èçõîäúò íà ìîäåëà íÿìà êàê äà áúäå
îïðåäåëåí â ìîìåíòèòå k+1, k+2 è k+3, òúé êàòî òåçè ïðåäñêàçàíè ñòîé-
íîñòè íà èçõîäà çàâèñÿò îò u1,k. Ñ äðóãè äóìè âåêòîðèòå íà ðåãðåñîðèòå
φk+1, φk+2 è φk+3, êîèòî ñúäúðæàò u1,k, íÿìà êàê äà ñå ôîðìèðàò.
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Çà ðàçãëåäàíèòå ìîìåíòè îò âðåìå èçõîäúò íà ìîäåëà å

ŷk+1 = θ1u1,k + θ2u1,k−1 + θ3u1,k−2 + θ4u2,k,

ŷk+2 = θ1u1,k+1 + θ2u1,k + θ3u1,k−1 + θ4u2,k+1,

ŷk+3 = θ1u1,k+2 + θ2u1,k+1 + θ3u1,k + θ4u2,k+2.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî ñå ïðîïóñêàò ñëó÷àèòå ñ ëèïñâàùè íàáëþäåíèÿ, òî
òðÿáâà òðè ñòîéíîñòè íà èçõîäà íà ìîäåëà (è ñâúðçàíèòå ñ òÿõ âåêòîðè
íà ðåãðåñîðèòå) äà íå ó÷àñòâàò â ìîäåëèðàíåòî.

Ïúðâàòà ñòîéíîñò, ñëåä k-òàòà, çà êîÿòî èìà äîñòàòú÷íî ïðåäèñòîðèÿ
(ò.å. âåêòîðúò íà ðåãðåñîðèòå å èçâåñòåí), å ŷk+4. Òàêà ìàòðèöàòà íà
äàííèòå (îò Ôèãóðà 2.14 (á)) ùå áúäå:

Φ = [φ4 . . . φk φk+4 . . . φN ]T ∈ RN−3−3×4.

Àêî ëèïñâà ñòîéíîñòòà íà âòîðèÿ âõîäåí ñèãíàë â k-òèÿ ìîìåíò, òî èç-
õîäúò íà ìîäåëà íÿìà êàê äà ñå èç÷èñëè ñàìî â ìîìåíòà k+1, òúé êàòî
çàâèñè îò u2,k. Èçõîäúò íà ìîäåëà â k + 1-ÿ ìîìåíò å

ŷk+1 = θ1u1,k + θ2u1,k−1 + θ3u1,k−2 + θ4u2,k.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å èçõîäúò è ñâúðçàíèòå ñ íåãî ôàêòîðè òðÿáâà äà ñå
ïðîïóñíàò. Ïúðâàòà ñòîéíîñò ñëåä k-òàòà, çà êîÿòî èìà äîñòàòú÷íî ïðå-
äèñòîðèÿ, å ŷk+2. Çà ìàòðèöàòà íà äàííèòå ñå ïîëó÷àâà:

Φ = [φ4 . . . φk φk+2 . . . φN ]T ∈ RN−3−1×4. ♢

Êàêòî ñå âèæäà îò òîçè ïðèìåð, ïðè äèíàìè÷íèòå ìîäåëè ïðåíåá-
ðåãâàíåòî íà íàáëþäåíèÿ å ïî-ñëîæíî, îñîáåíî ïðè ñèñòåìè ñ ãîëÿìà
ðàçìåðíîñò, òúé êàòî òðÿáâà äà ñå îò÷èòàò ñòåïåíèòå íà ïîëèíîìèòå,
îòãîâàðÿùè íà áðîÿ íà ïðåäèøíèòå ñòîéíîñòè âúâ âåêòîðà íà ðåãðåñî-
ðèòå ïî îòíîøåíèå íà âñåêè åäèí êàíàë â ìîäåëà.

Äðóãèÿò ïîäõîä çà îò÷èòàíå íà ñëó÷àèòå ñ íåïúëåí íàáîð îò äàí-
íè å ëèïñâàùèòå îò÷åòè äà ñå ïîïúëíÿò ñ ïîäõîäÿùè ñòîéíîñòè. Íàé-
ïðîñòèÿò âàðèàíò å äà ñå îïðåäåëè ïî åäíà áàçîâà ñòîéíîñò çà âñåêè
ñèãíàë, íàïðèìåð ñðåäíàòà ñòîéíîñò, è òÿ äà ñå èçïîëçâà âìåñòî ëèï-
ñâàùèòå ñòîéíîñòè. Äðóã âàðèàíò å äàííèòå äà ñå èíòåðïîëèðàò. Òàçè
òåõíèêà å ïîäõîäÿùà, êîãàòî íå ñå íàáëþäàâàò ãîëÿì áðîé ñúñåäíè ëèï-
ñâàùè ñòîéíîñòè. Ñúùî òðÿáâà äà ñå âíèìàâà ñúñ ñëó÷àèòå, êîãàòî ïî-
âåäåíèåòî íà îáåêòà ñå èçìåíÿ çíà÷èòåëíî, êàêòî å ïîêàçàíî â ñëåäíèÿ
ïðèìåð.
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Ïðèìåð. Ëèïñâàùè ñòîéíîñòè è èíòåðïîëàöèÿ íà ñèãíàëè â ïàçàðíà
ñèñòåìà

Íà Ôèãóðà 2.15 ñà ïðåäñòàâåíè ïðîäàæáèòå íà ïðîäóêò, êîèòî ñå
õàðàêòåðèçèðàò ñ ïèêîâå, äúëæàùè ñå íà ïðèëàãàíåòî íà ïðîìîöèè çà
êðàòêè ïåðèîäè îò âðåìå (ïðèìåðíî äî ÷åòèðè ñåäìèöè). Àêî ëèïñâàò
ñòîéíîñòè ïî âðåìå íà íåïðîìîöèîíàëåí ïåðèîä (ñëó÷àé 1), òî áè ìîãëî
òå äà ñå çàìåñòÿò ñúñ ñðåäíèòå ïðîäàæáè, õàðàêòåðíè çà ïåðèîäà, èëè
äà ñå îïðåäåëÿò íà áàçàòà íà ëèíåéíà èíòåðïîëàöèÿ, ñ êîåòî íÿìà äà ñå
âúâåäå ãîëÿìà ãðåøêà. Íî àêî ëèïñâàùèòå ñòîéíîñòè ñà íà ãðàíèöàòà íà
ïðîìîöèîíàëåí ïåðèîä (ñëó÷àé 2), òî ìîæå èíòåðïîëèðàíèòå ñòîéíîñòè
çíà÷èòåëíî äà ñå îòëè÷àâàò îò äåéñòâèòåëíèòå (íåèçâåñòíè) ñòîéíîñòè
íà ïðîäàæáèòå.

Ôèãóðà 2.15. Èíòåðïîëàöèÿ (ïóíêòèð) íà ïðîäàæáèòå (ïëúòíà ëèíèÿ) çà
ïîïúëâàíå íà ëèïñâàùè ñòîéíîñòè (ëèíèÿ îò òî÷êè): íåïðîìîöèîíàëåí (à) è
íà ãðàíèöà ñ ïðîìîöèîíàëåí (á) ñëó÷àé

♢

Èíòåðïîëàöèÿòà å ïðèëîæèìà êàêòî çà èçõîäíè, òàêà è çà âõîäíè ñèã-
íàëè. Äðóã âàðèàíò çà çàìåñòâàíå íà ëèïñâàùèòå ñòîéíîñòè íà èçõîäà,
îñîáåíî àêî ñå íàáëþäàâàò ïðîäúëæèòåëíè ïåðèîäè ñ ïîñëåäîâàòåëíè
ëèïñâàùè ñòîéíîñòè, å äà ñå ôîðìèðàò ò.íàð. ½áúðçè è íåòî÷íè� ìîäåëè,
ñ êîèòî äà ñå îöåíÿò, ìàêàð è ãðóáî, íåèçâåñòíèòå ñòîéíîñòè. Â ãîðíèÿ
ïðèìåð ñ òàêúâ ïðåäâàðèòåëåí, ìàêàð è íå ìíîãî òî÷åí, ìîäåë ìîæå äà
ñå îò÷åòå ìîìåíòúò, â êîéòî ñå ïðèëàãà ïðîìîöèÿòà, è ëèïñâàùàòà ñòîé-
íîñò äà ñå çàìåñòè ñ ïîäõîäÿùà, êîÿòî äà îòãîâàðÿ íà âúçäåéñòâèÿòà (â
ñëó÷àÿ ïðîäóêòúò âå÷å å íà ïðîìîöèÿ è òîâà å èçâåñòíî îò öåíàòà ìó è
åâåíòóàëíî îò ôëàã çà âèäà íà ïðîìîöèÿòà). Ïðèìåð çà èçïîëçâàíåòî íà
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ïîìîùíè ìîäåëè â îáëàñòòà íà ìåäèöèíàòà å îò÷èòàíåòî íà ïàöèåíòèòå
ñ íåïîòâúðäåíà äèàãíîçà, êàêòî å îïèñàíî â äîëíèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð. Ëèïñâàùè ñòîéíîñòè çà èçõîäà è èçïîëçâàíå íà ïîìîùåí
ìîäåë â ìåäèöèíàòà

Ïðè ïîñòàâÿíå íà äèàãíîçà íà áàçàòà íà äàííè îò èçñëåäâàíèÿ (âõî-
äîâå çà ìîäåëà) ïàöèåíòèòå ñå îöåíÿâàò ñ ïîìîùòà íà ìîäåë. Ïî ðàç-
ëè÷íè ïðè÷èíè òîçè ìîäåë ìîæå äà ñå îêàæå íåòî÷åí è ïðè íåîáõîäè-
ìîñò òîé òðÿáâà äà ñå ïîäìåíè ñ íîâ. Äèàãíîçàòà (èçõîä íà ìîäåëà) íà
÷àñò îò ïàöèåíòèòå íå å ïîòâúðäåíà, òúé êàòî òå íå ñà ïðîäúëæèëè ñ
èçñëåäâàíèÿ è/èëè ëå÷åíèå. Êàòî öÿëî èìà çàâèñèìîñò ìåæäó âèäà íà
äèàãíîçàòà è ñïîìåíàòàòà ðåàêöèÿ íà èíäèâèäèòå. Çàòîâà òåçè ïàöèåíòè
íå ìîæå äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî ñëó÷àéíî ïîäáðàíè. Òîãàâà, àêî çàðàäè
ëèïñàòà íà èçõîäíè äàííè ñúîòâåòíèòå äâîéêè íàáëþäåíèÿ {uk, yk} ñå
ïðåíåáðåãíàò, òî íîâèÿò ìîäåë íå áè îïèñâàë êîðåêòíî áúäåùè ïàöèåíòè
ñúñ ñèìïòîìè è ðåçóëòàòè îò èçñëåäâàíèÿ, ñõîäíè ñ òåçè ñ íåïîòâúðäå-
íè äèàãíîçè â ìèíàëîòî (à òàêèâà ïàöèåíòè ñå î÷àêâà è çà â áúäåùå äà
èìà).

Âúçìîæíî ðåøåíèå å äà ñå ìîäåëèðàò ïàöèåíòèòå, çà ÷èåòî ïîâå-
äåíèå èìà äàííè. Ïîëó÷åíèÿò (íåòî÷åí) ìîäåë îòðàçÿâà îñîáåíîñòèòå
ñàìî íà òàçè ÷àñò îò ïàöèåíòèòå. Ïîðàäè ðàçëè÷íîòî ïîâåäåíèå íà äâå-
òå ãðóïè èíäèâèäè ìîäåëúò äîïúëíèòåëíî òðÿáâà äà ñå èçìåíè, òàêà ÷å
äà áúäå ëîãè÷åí îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðåäâàðèòåëíèòå çíàíèÿ çà ïîâå-
äåíèåòî íà ïàöèåíòèòå. Òàçè âòîðè÷íà íàñòðîéêà ìîæå äà ñå èçâúðøè
ðú÷íî, êàòî èçñëåäîâàòåëÿò èçïîëçâà íàòðóïàíèÿ ïðàêòè÷åñêè îïèò, èëè
àâòîìàòè÷íî, ïðè ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíè ïðàâèëà. Ïðèãîäåíèÿò êúì
îñîáåíîñòèòå íà äèñêóòèðàíàòà ãðóïà ïîìîùåí ìîäåë ñå ïðèëàãà êúì
èçâåñòíèòå âõîäíè äàííè, ñ öåë äà ñå îöåíÿò ëèïñâàùèòå ñòîéíîñòè íà
èçõîäà. Âñúùíîñò òîçè ïîìîùåí ìîäåë äàâà ïðèáëèçèòåëåí îòãîâîð íà
âúïðîñà êàêâà å âåðîÿòíîñòòà ïàöèåíò ñ íåïîòâúðäåíà äèàãíîçà äà å
áîëåí. ♢

2.2.2.3 Íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè

Íàáëþäåíèÿ, êîèòî íå ñà òèïè÷íè, ìîæå äà ñå äúëæàò, îñâåí íà ñïî-
ìåíàòèòå ïðè÷èíè â íà÷àëîòî íà ïðåäíàòà òåìà, è íà ðÿäêîòî ïðîÿâÿ-
âàíå íà íÿêîè îñîáåíîñòè íà ñèñòåìàòà ìîæå áè ïîðàäè íåïîäõîäÿùèòå
óñëîâèÿ, ïðè êîèòî å ïðîâåäåí åêñïåðèìåíòúò. Íàïðèìåð, àêî òâúðäå
ðÿäêî äàäåí ïðîäóêò å íà ïðîìîöèÿ, ãîëåìèÿò áðîé ïðîäàæáè ìîæå äà
ñå ðàçãëåæäà êàòî íåõàðàêòåðíî ïîâåäåíèå. Äðóã ïðèìåð å ðåøåíèåòî
íà ÷îâåê ñ ìíîãî âèñîê äîõîä äà èçòåãëè ìàëúê ïîòðåáèòåëñêè êðåäèò.



94 Ãëàâà 2. Åòàïè íà èäåíòèôèêàöèÿòà íà MIMO ñèñòåìè

Òîãàâà íåõàðàêòåðíà ñòîéíîñò áè ìîãëà äà áúäå ðàçìåðúò íà äîõîäà ìó
(îòëè÷àâàù ñå çíà÷èòåëíî îò äîõîäèòå íà õîðàòà, ïðèáÿãâàùè äî òàçè
óñëóãà íà áàíêàòà).

Ñìóùåíèÿòà îò îêîëíàòà ñðåäà ñúùî ìîãàò äà ïîðîäÿò íåõàðàêòåðíè
ïèêîâå â äàííèòå. Ïðèìåðè çà òîâà ñà åôåêòèòå îò íÿêîè ñïåöèôè÷íè
êàìïàíèè íà êîíêóðåíòíè òúðãîâñêè âåðèãè âúðõó ïðîäàæáèòå.

Ôèãóðà 2.16. Äàííè ñ íåõàðàêòåðíà ñòîéíîñò è ìîäåë. Íåõàðàêòåðåí èçõîä
(à), íåõàðàêòåðåí ôàêòîð è èçõîä, íî â íàïðàâëåíèåòî (á) è èçâúí íàïðàâëå-
íèåòî (â) íà ðåãðåñèîííàòà ëèíèÿ.

Òèïè÷íî çà íåõàðàêòåðíèòå ñòîéíîñòè å, ÷å ñå ñðåùàò ðÿäêî â äàí-
íèòå. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å äîðè äà ñå äúëæàò íà îñîáåíîñò íà ñèñòåìàòà,
íÿìà íàòðóïàíà ñòàòèñòèêà çà òîâà ïîâåäåíèå, ò.å. íå ìîæå ñúñ ñòàòèñ-
òè÷åñêè ìåòîäè äà ñå èçãðàäè íàäåæäíî îïèñàíèå íà òàçè îñîáåíîñò. Îò
äðóãà ñòðàíà, íàëè÷èåòî íà ïèêîâè ñòîéíîñòè ìîæå äà èçìåñòè ìîäåëà
îò ñðåäíàòà òåíäåíöèÿ â ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìàòà.
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Íà Ôèãóðà 2.16 ñà äàäåíè òðè âàðèàíòà íà äàííè ñ íåõàðàêòåðíà
ñòîéíîñò è ëèíååí SISO ìîäåë, ïîñòðîåí ñ òåçè äàííè. Â ñëó÷àé (à)
ñòîéíîñòòà íà èçõîäà å íåòèïè÷íà. Òîâà íàáëþäåíèå ïðåäñòàâëÿâà îòäà-
ëå÷åíà îò îáùàòà òåíäåíöèÿ òî÷êà (outlier) â ïðîñòðàíñòâîòî íà äàííèòå
è çà êîíêðåòíèÿ ïðèìåð âîäè äî ïîâäèãàíå íà ðåãðåñèîííàòà ëèíèÿ.

Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé îñîáåíàòà òî÷êà å îòäàëå÷åíà îò îñòàíàëèòå ñòîé-
íîñòè è íà ôàêòîðà, è íà èçõîäà, íî ëåæè â îïòèìàëíîòî íàïðàâëåíèå íà
ëèíèÿòà è çàòîâà íå ÿ ïðîìåíÿ. Íåæåëàíèÿò åôåêò îò òîâà íàáëþäåíèå
å, ÷å òî èçêóñòâåíî íàìàëÿâà ñòàíäàðòíàòà ãðåøêà íà ïàðàìåòðèòå (âèæ
òî÷êà 2.4.4.1), êîåòî ñå îòðàçÿâà íà èçâîäèòå îò àíàëèçà íà êà÷åñòâîòî
íà ìîäåëà. Êàçàíî ïî äðóã íà÷èí, äàííèòå íå ñà äîñòàòú÷íè, çà äà ñå
ïðèåìå, ÷å ìîäåëúò å äîñòîâåðåí è çà òàêàâà íåõàðàêòåðíà ñòîéíîñò íà
ôàêòîðà.

Ñëó÷àé (â) îòðàçÿâà âëèÿíèåòî íà òî÷êà, êîÿòî å îòäàëå÷åíà åäíîâ-
ðåìåííî ñïðÿìî îïòèìàëíàòà òåíäåíöèÿ â äàííèòå è ñïðÿìî òèïè÷íèòå
ñòîéíîñòè íà ôàêòîðà. Òîçè òèï íàáëþäåíèÿ èìàò çíà÷èòåëåí åôåêò
âúðõó êà÷åñòâîòî íà ìîäåëà. Ïî òàçè ïðè÷èíà íàáëþäåíèÿòà ñ íåõà-
ðàêòåðíè ñòîéíîñòè íà ôàêòîðèòå (âàðèàíòè (á) è (â)) ñå íàðè÷àò îùå
ëîñòîâè òî÷êè (leverage points) [110].

Ïðàâèëíîòî äåéñòâèå ïðè íàëè÷èå íà íåõàðàêòåðíè íàáëþäåíèÿ å òå
äà ñå ïðåìàõíàò. Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè íà÷èíè çà íàìèðàíåòî è êîðè-
ãèðàíåòî èì. Â íÿêîè ñëó÷àè ñå íàëàãàò îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ñòîéíîñòèòå
íà ñèãíàëèòå â çàâèñèìîñò îò àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ çà îáëàñòòà íà
ðåàëèñòè÷íèòå äàííè. Ïðè èçâåñòíè îãðàíè÷åíèÿ íà ñêîðîñòòà íà èç-
ìåíåíèå íà äàäåí ñèãíàë ìîæå äà ñå ñëåäè ðàçëèêàòà ìåæäó íåãîâèòå
ñúñåäíè ñòîéíîñòè è ò.í. Äðóã âàðèàíò å ñâúðçàí ñ äåôèíèðàíå íà îá-
ëàñòòà íà ðåàëèñòè÷íèòå ñòîéíîñòè ñ èçïîëçâàíå íà íàëè÷íèòå äàííè.
Òúé êàòî òàçè äåéíîñò ìîæå äà ñå ïðèëîæè, êàêòî êúì âõîäíèòå, òàêà è
êúì èçõîäíèòå äàííè, ïî-äîëó ñå èçïîëçâà îáùîòî îçíà÷åíèå xk çà ñèã-
íàëà, êîéòî ñå îáðàáîòâà. Ñ ïîìîùòà íà ôèëòúð ìîæå äà ñå îïðåäåëè
íèñêî÷åñòîòíàòà ñúñòàâêà xt,k (òðåíäúò) íà xk. Çà òàçè öåë íàïðèìåð â
[147] ñå èçïîëçâà ôèëòúð íà Áúòúðóúðä [20]. Ïîëó÷åíèÿò íèñêî÷åñòî-
òåí ñèãíàë, çàåäíî ñúñ ñòàíäàðòíîòî îòêëîíåíèå íà ñèãíàëà, îò êîéòî
òðåíäúò å ïðåìàõíàò (x̃k = xk − xt,k) è åâåíòóàëíàòà èíôîðìàöèÿ çà
ðàçïðåäåëåíèåòî ìó, ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà îïðåäåëÿíå íà äîëíàòà è
ãîðíà ãðàíèöè íà èçìåíåíèå íà xk:

xl,k = xt,k − nσx̃ è xu,k = xt,k + nσx̃. (2.51)
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Òåçè ãðàíèöè íå ñà ïîñòîÿííè, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 2.17.
Ñòîéíîñòèòå íà ñèãíàëà èçâúí ãðàíèöèòå ñå ïðèåìàò çà íåõàðàêòåðíè, à
çàìåñòâàíåòî èì ñ ïîäõîäÿùè ñòîéíîñòè ìîæå äà ñå èçâúðøè íàïðèìåð
ñ èíòåðïîëàöèÿ. Êîãàòî ñå èçïîëçâà ëèíåéíà èíòåðïîëàöèÿ, ñå ãàðàíòè-
ðà, ÷å âñè÷êè êîðèãèðàíè ñòîéíîñòè ïîïàäàò â õàðàêòåðíàòà îáëàñò íà
èçìåíåíèå.

Ïàðàìåòúðúò n â (2.51) çàâèñè

Ôèãóðà 2.17. Îò÷èòàíå íà íåõà-
ðàêòåðíè ñòîéíîñòè ñ íèñêî÷åñòîòåí
ôèëòúð è ïîïúëâàíå ñ ëèíåéíà èí-
òåðïîëàöèÿ

îò äîâåðèòåëíèÿ èíòåðâàë, â êîé-
òî ñòîéíîñòèòå íà xk ñå ïðèåìàò çà
íîðìàëíè. Èíôîðìàöèÿ, êîÿòî ìî-
æå äà ïîäïîìîãíå èçáîðà íà n, å
ðàçïðåäåëåíèåòî íà x̃k. Íàïðèìåð,
àêî òî å íîðìàëíî, ñòîéíîñòèòå íà
xk ïîïàäàò â èíòåðâàëà [xl,k, xu,k]
ñ âåðîÿòíîñò 0.997 [4], êîãàòî n = 3.
Àêî èìà ñòîéíîñòè èçâúí òàçè îá-
ëàñò, òå ñå çàìåñòâàò ñ ïîäõîäÿùè �
â ïðèìåðà íà Ôèãóðà 2.17, êàòî çà
òàçè öåë ñå èçïîëçâà ëèíåéíà èí-
òåðïîëàöèÿ. Ïî òîçè íà÷èí âñè÷-
êè êîðèãèðàíè ñòîéíîñòè ïðèíàä-
ëåæàò íà ïðèåòàòà çà íîðìàëíà îáëàñò.

Îïðîñòåí âàðèàíò íà òîçè ìåòîä å âìåñòî íèñêî÷åñòîòåí ôèëòúð,
äà ñå èçïîëçâà ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà xk, êîÿòî âìåñòî xt,k ó÷àñòâà ïðè
ôîðìèðàíåòî íà xl,k è xu,k.

Äåéíîñòèòå, ðàçãëåäàíè äî ìîìåíòà, ñà ñâúðçàíè ñ ïúðâîíà÷àëíîòî
ïî÷èñòâàíå íà äàííèòå. Â ñëåäâàùèòå òî÷êè ñà äàäåíè òåõíèêè, îðèåí-
òèðàíè êúì äîïúëíèòåëíî èçìåíåíèå íà ñèãíàëèòå, ñ öåë îïðîñòÿâàíå
íà ìîäåëèðàíåòî è ïîäîáðÿâàíå íà ðåçóëòàòà îò íåãî.

2.2.2.4 Íîðìàëèçàöèÿ

Õàðàêòåðíî çà ìíîãî ñèñòåìè å íàáëþäàâàíèòå âåëè÷èíè äà ñå èçìå-
íÿò â ðàçëè÷íè ãðàíèöè. Òîâà, îñîáåíî ïðè ìíîãîìåðíèòå ñèñòåìè, ìîæå
äà äîâåäå äî çíà÷èòåëíè ãðåøêè, êàêòî â îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå,
òàêà è ïðè àíàëèçà íà ïîëó÷åíèÿ ìîäåë. Â ðåçóëòàò íà òîâà, àêî íå
ñà ïðåäïðèåòè ñïåöèàëíè ìåðêè çà ÷èñëåíî óñòîé÷èâè èç÷èñëåíèÿ, èìà
âåðîÿòíîñò âúîáùå äà íå ñå ñòèãíå äî çàäîâîëèòåëåí ìîäåë.

Çàòîâà, ñëåä ïðîâåæäàíå íà åêñïåðèìåíò, å óäà÷íî äàííèòå äà ñå
íîðìàëèçèðàò. Öåëòà íà íîðìàëèçàöèÿòà å âõîäíî-èçõîäíèòå ñèãíàëè
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äà ñå óåäíàêâÿò â íÿêàêúâ ñìèñúë, òàêà ÷å äà ñå èçáåãíå òîçè íåæåëàí
åôåêò. Ïî-äîëó ñà ïðåäñòàâåíè äâåòå íàé-÷åñòî ñðåùàíè íîðìàëèçàöèè
è ñà îáñúäåíè ïîëçèòå îò òÿõ.

Ñòàíäàðòèçàöèÿ

Åäíà îò íàé-ðàçïðîñòðàíåíèòå íîðìàëèçàöèè å ò.íàð. ñòàíäàðòèçà-
öèÿ [147]. Ïðè íåÿ ñèãíàëèòå ñå öåíòðèðàò è ìàùàáèðàò, êàêòî å îïèñàíî
ïî-äîëó. Òúé êàòî òàçè äåéíîñò å ïðèëîæèìà êúì âõîäîâåòå è êúì èçõî-
äèòå, ïî-äîëó îòíîâî ñå èçïîëçâà îáùîòî îçíà÷åíèå xk çà îáðàáîòâàíèÿ
ñèãíàë.

Öåíòðèðàíå

Ôèãóðà 2.18. Öåíòðèðàíå íà ñèãíàë (a); öåíòðèðàíåòî íà u è y å ïðèäâèæ-
âàíå íà íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â ðàáîòíàòà òî÷êà (á)

Íåêà xk å ñêàëàðåí ñèãíàë. Öåíòðèðàíåòî ìó ñå ñâåæäà äî îïðåäå-
ëÿíå íà ñðåäíàòà ñòîéíîñò

x̄ =
1

N

N∑
k=1

xk

çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå, à ñëåä òîâà äî èçìåñòâàíåòî íà xk, òàêà ÷å
íîâàòà ïîñëåäîâàòåëíîñò xc,k äà ñå èçìåíÿ îêîëî íóëàòà (Ôèãóðà 2.18
(à)), ò.å.

xc,k = xk − x̄.

Àêî uk è yk ñå öåíòðèðàò, òîâà îçíà÷àâà, ÷å êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà, â
êîÿòî ñå îïèñâà ñòàòè÷íàòà õàðàêòåðèñòèêà íà ñèñòåìàòà, ñå ïðèäâèæâà
òàêà, ÷å öåíòúðúò íà íîâàòà �è ïîçèöèÿ äà ñúâïàäíå ñ ðàáîòíàòà òî÷-
êà (Ôèãóðà 2.18 (á)), â îêîëíîñòòà íà êîÿòî å ïðîâåäåí åêñïåðèìåíòúò.
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Òàçè äåéíîñò å ïîäõîäÿùà, êîãàòî ñðåäíèòå ñòîéíîñòè íà ñèãíàëèòå ñå
îòëè÷àâàò çíà÷èòåëíî åäíà îò äðóãà.

Ïðèìåð. Íåîáõîäèìîñò îò öåíòðèðàíå
Íåêà âõîäîâåòå è èçõîäèòå ñå èçìåíÿò â èíòåðâàëèòå

uk ∈ [2− 10−2, 2 + 10−2], yk ∈ [104 − 102, 104 + 102]

è íåêà áúäå èçáðàí îöåíèòåë íà ïàðàìåòðè ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå
êâàäðàòè. Òîãàâà ìàòðèöàòà íà Ôèøåð (íàðè÷àíà îùå èíôîðìàöèîííà
ìàòðèöà) F = ΦTΦ, êîÿòî ñå èçïîëçâà ïðè èç÷èñëÿâàíå íà îöåíêèòå
(âèæ (2.49) è (2.50)), ñå ñúñòîè îò ìíîãî ìàëêè è ìíîãî ãîëåìè ñòîéíîñ-
òè, à òîâà ìîæå äà äîâåäå äî âëîøàâàíå íà îáóñëîâåíîñòòà �è. Âàæíî å
F äà å äîáðå îáóñëîâåíà, òúé êàòî ïðè ðàáîòàòà íà îöåíèòåëÿ òÿ ñå îá-
ðúùà. (×èñëåíèòå ïðîáëåìè ñà îáñúäåíè ïîäðîáíî â òî÷êà 3.4 îò Òðåòà
ãëàâà.) Ñëåä öåíòðèðàíå ñå ïîëó÷àâàò ñèãíàëè â èíòåðâàëèòå:

uc,k ∈ [−10−2, 10−2], yc,k ∈ [−102, 102].

Àêî òå ñå èçïîëçâàò çà îïðåäåëÿíå íà F , âåðîÿòíîñòòà îò ÷èñëåíè ïðîá-
ëåìè íàìàëÿâà. Âúïðåêè òîâà äèñïåðñèÿòà íà èçõîäà å çíà÷èòåëíî ïî-
ãîëÿìà îò òàçè íà âõîäà, êîåòî âïîñëåäñòâèå ìîæå äà äîâåäå äî ãîëåìè
ðàçëèêè â ñòîéíîñòèòå íà îöåíêèòå. ♢

Çà äîïúëíèòåëíî ïîäîáðåíèå íà äàííèòå îò ãëåäíà òî÷êà íà îöåíÿ-
âàíåòî å æåëàòåëíî òå äà ñå ìàùàáèðàò.

Ìàùàáèðàíå

Ïðè ìàùàáèðàíåòî ñå îïðåäåëÿ ñòàíäàðòíîòî îòêëîíåíèå íà ñèãíàëà:

σx =

√√√√ 1

N − 1

N∑
k=1

x2
c,k.

Òî ñå èçïîëçâà çà ìàùàáèðàíe íà öåíòðèðàíèòå ñòîéíîñòè, êàòî

xs,k =
xc,k

σx
.

Òàêà ñå ïîëó÷àâà ñòàíäàðòèçèðàí ñèãíàë xs,k, êîéòî å öåíòðèðàí è èìà
ñòàíäàðòíî îòêëîíåíèå 1. Àêî ðàçïðåäåëåíèåòî íà xk å íîðìàëíî, ñëåä
ñòàíäàðòèçàöèÿòà (ðàçïðåäåëåíèåòî íå ñå ïðîìåíÿ) ñå ïîëó÷àâà ò.íàð.
ñòàíäàðòíî íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå, íàðè÷àíî îùå ðàçïðåäåëåíèå íà
Ëàïëàñ [6].

Àêî uk è yk ñå ìàùàáèðàò, òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìàùàáèòå â êîîðäèíàò-
íàòà ñèñòåìà íà ñòàòè÷íàòà õàðàêòåðèñòèêà ñå óåäíàêâÿâàò. Íà Ôèãóðà
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2.19 (á) å ïîêàçàí òîçè åôåêò, êàòî çà óäîáñòâî å ïðèåòî, ÷å âõîäúò è
èçõîäúò ñà öåíòðèðàíè.

Àêî ñèãíàëúò å âåêòîðåí (íåêà xk ∈ Rn), òî ñòàíäàðòèçèðàíåòî ìó
ìîæå äà ñå çàïèøå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

xs,k = S−1
x (xk − x̄). (2.52)

Âåêòîðúò x̄ ∈ Rn è ìàòðèöàòà Sx ∈ Rn×n ñà:

x̄ = [x̄1 x̄2 . . . x̄n]
T , (2.53)

Sx = diag[σx,1 σx,2 . . . σx,n]. (2.54)

Eôåêòúò îò ñòàíäàðòèçàöèÿòà íà äàííèòå îò ãëåäíà òî÷êà íà îöåíÿ-
âàíåòî íà ïàðàìåòðè å ïðåäñòàâåí ñúñ ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð. Íåîáõîäèìîñò îò ñòàíäàðòèçàöèÿ
Íåêà ðåãðåñîðèòå â äàäåí MISO ìîäåë φ1,k è φ2,k ñà åäíàêâî èíôîð-

ìàòèâíè è íåçàâèñèìè. Â òàêúâ ñëó÷àé, àêî çà ñðåäíèòå èì ñòîéíîñòè å
â ñèëà φ̄1 ≫ φ̄2, òîâà áè äîâåëî (êàêòî ñòàíà äóìà â ïðåäèøíèÿ ïðèìåð)
äî ìíîãî ðàçíîðîäíè åëåìåíòè íà ìàòðèöà F è äî åâåíòóàëíî âëîøàâàíå
íà íåéíàòà îáóñëîâåíîñò, à îòòàì è äî íàðàñòâàíå íà ÷èñëåíèòå ãðåø-
êè ïðè îïðåäåëÿíåòî íà îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå. Àêî â ìîäåëà íÿìà
ñâîáîäåí ÷ëåí, ðàçëè÷íèòå ñðåäíè ñòîéíîñòè íà äâàòà ôàêòîðà âîäÿò
ñúùî è äî ïî-ìàëêà ñòîéíîñò íà îöåíêàòà θ̂1 íà ïàðàìåòúðà, ñâúðçàí ñ
φ1,k, â ñðàâíåíèå ñúñ ñòîéíîñòòà íà îöåíêàòà θ̂2 íà ïàðàìåòúðà, îòãîâà-

ðÿù íà φ2,k. Ïðè÷èíàòà çà θ̂1 ≪ θ̂2 å, ÷å çà äà ñå èçðàâíè âëèÿíèåòî íà

u

y

u

y

u

y

(a) (б)

Ôèãóðà 2.19. Åôåêò îò ìàùàáèðàíåòî. Ñòàòè÷íè õàðàêòåðèñòèêè íà íåìà-
ùàáèðàíè (à) è ìàùàáèðàíè (á) ñèãíàëè uk è yk.
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ðåãðåñîðèòå, òàêà ÷å ãîëåìèòå ñòîéíîñòè íà φ1,k äà íå äîìèíèðàò ïðè

ôîðìèðàíåòî íà èçõîäà, òå ñå óìíîæàâàò ñ ïî-ìàëêàòà ñòîéíîñò θ̂1. Êî-
ãàòî â ìîäåëà èìà ïîñòîÿíåí ÷ëåí θ0, ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòðèòå íå ñà
òîëêîâà ðàçíîðîäíè (òîâà å ïîêàçàíî ïî-äîëó ïðè äåñòàíäàðòèçàöèÿòà).
Âúïðåêè òîâà ñ θ0 íå ñå ãàðàíòèðà äîáðà îáóñëîâåíîñò íà ìàòðèöàòà F .

Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ñòàíäàðòíèòå îòêëîíåíèÿ íà φ1,k è φ2,k ñà
σφ,1 ≫ σφ,2, òîâà ñúùî âîäè äî âëîøàâàíå íà îáóñëîâåíîñòòà íà F è
äî íóæäàòà îò çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà, ñâúðçàí ñ
ïúðâèÿ ôàêòîð. Ïðè÷èíàòà îòíîâî å â ðàçëè÷íàòà îáëàñò íà èçìåíåíèå
íà ðåãðåñîðèòå.

Íî ñëåä ñòàíäàðòèçèðàíåòî, ïîðàäè òîâà ÷å ïúðâîíà÷àëíèòå ôàêòî-
ðè äîïðèíàñÿò ñ åäíàêâî êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèÿ çà îïèñàíèå íà èçõîäà,
èíôîðìàöèîííàòà ìàòðèöà å äîáðå îáóñëîâåíà è îöåíêèòå íà ïàðàìåò-
ðèòå ïðèåìàò ñòîéíîñòè â ìíîãî ïî-áëèçêè ãðàíèöè. ♢

Îñâåí ÷èñëåíîòî ïîäîáðÿâàíå íà ðåçóëòàòà îò îöåíÿâàíåòî, êîãàòî
äàííèòå ñà ñòàíäàðòèçèðàíè, ñúùåñòâóâà äèðåêòíà âðúçêà ìåæäó ãî-
ëåìèíàòà íà ïàðàìåòðèòå è çíà÷èìîñòòà íà ñúîòâåòíèòå âåëè÷èíè (çà
ïîâå÷å ïîäðîáíîñòè âèæ òî÷êà 2.4.4.1). Çàðàäè òàçè âðúçêà, ïðè àíàëè-
çà íà ïîëó÷åíèÿ ìîäåë ìíîãî èçñëåäîâàòåëè èçïîëçâàò íå îðèãèíàëíèÿ,
à ñòàíäàðòèçèðàíèÿ ìîäåë (ïîëó÷åí ñúñ ñòàíäàðòèçèðàíè äàííè).

Äåñòàíäàðòèçàöèÿ

Íåêà ìîäåëúò å ëèíååí è ñå èçïîëçâà îïèñàíèå (2.5) ñ ìàòðèöà íà ïà-
ðàìåòðèòå (òîãàâà ôàêòîðèòå ñà ïîäðåäåíè âúâ âåêòîð) è íåêà ðåãðåñî-
ðèòå ñà ñòàíäàðòèçèðàíè. Â ðåçóëòàò íà òàçè îáðàáîòêà è ñëåä îöåíÿâàíå
íà ïàðàìåòðèòå ñå ïîëó÷àâà ñòàíäàðòèçèðàíèÿò ìîäåë:

ys,k = Θ̂T
s φs,k + es,k. (2.55)

Òîçè ìîäåë íå ìîæå äèðåêòíî äà ñå èçïîëçâà ñ îðèãèíàëíèòå äàííè, òúé
êàòî çà íåãîâîòî ïîëó÷àâàíå ñå èçïîëçâàò èçìåíåíè ñèãíàëè. Çàòîâà,
ñëåä îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå, ìîäåëúò òðÿáâà äà ñå äåñòàíäàðòèçè-
ðà, èëè ñ äðóãè äóìè äà ñå ïðåîáðàçóâà âúâ âèä, ïîäõîäÿù çà ðàáîòà ñ
ïúðâîíà÷àëíèòå âåëè÷èíè.

Íåêà ñúñ z′ ñå îçíà÷è áðîÿò íà ôàêòîðèòå â ñòàíäàðòèçèðàíèÿ ìîäåë,
ñ âåêòîðèòå φ̄ ∈ Rz′

è ȳ ∈ Rℓ (ïî ïîäîáèå íà (2.53)) � ñúîòâåòíî ñðåäíè-
òå ñòîéíîñòè íà ðåãðåñîðèòå è èçõîäèòå, à ñ Sφ ∈ Rz′×z′

è Sy ∈ Rℓ×ℓ �
äèàãîíàëíèòå ìàòðèöè, ñúäúðæàùè (ïî ïîäîáèå íà (2.54)), ñúîòâåòíèòå
ñòàíäàðòíè îòêëîíåíèÿ. Òîãàâà ñòàíäàðòèçèðàíèÿò âåêòîð íà ðåãðåñî-
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ðèòå è òîçè íà èçõîäà ìîæå äà ñå çàïèøàò êàòî:

φs,k = S−1
φ (φk − φ̄), (2.56)

ys,k = S−1
y (yk − ȳ). (2.57)

Ñëåä îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå, å ïîëó÷åíà îöåíêàòà Θ̂s â (2.55). Çà
ôîðìèðàíå íà äåñòàíäàðòèçèðàíèÿ ìîäåë ñå èçâúðøâàò ñëåäíèòå ïðåîá-
ðàçóâàíèÿ. Ñ èçïîëçâàíå íà ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ è çàâèñèìîñòè ìîäåëúò
(2.55) ìîæå äà ñå òàêà:

S−1
y (yk − ȳ) = Θ̂T

s S
−1
φ (φk − φ̄) + es,k,

yk = ȳ − SyΘ̂
T
s S

−1
φ φ̄+ SyΘ̂

T
s S

−1
φ φk + Syes,k, (2.58)

yk = Θ̂Tφk + ek.

Ïîñëåäíèÿò ìîäåë å äåñòàíäàðòèçèðàíèÿò. Ïàðàìåòðèòå ìó ñà îáåäèíå-
íè â ìàòðèöàòà Θ̂ ∈ Rz×ℓ, êîÿòî å

Θ̂ =

θ̂T0.
Θ̂′

 , (2.59)

êàòî z = z′ + 1. Òúé êàòî S−1
φ è Sy ñà äèàãîíàëíè, îò (2.58) è (2.59), çà

äåñòàíäàðòèçèðàíèòå îöåíêè ìîæå äà ñå çàïèøå:

Θ̂′ = S−1
φ Θ̂sSy ∈ Rz′×ℓ,

θ̂0. = ȳT − Θ̂′T φ̄ ∈ Rℓ.

Äîáàâåíèÿò ïúðâè ðåä å ñ èíäåêñ 0, òúé êàòî òîé ñúäúðæà ñâîáîäíèòå
÷ëåíîâå â ìîäåëà. Òîâà ñà ïúðâèòå äâå ñúáèðàåìè â (2.58), êîèòî íå
çàâèñÿò îò ðåãðåñîðèòå. Çà äà ñå èçðàâíè áðîÿò íà ñòúëáîâåòå íà Θ̂ è íà
åëåìåíòèòå íà φk, êúì âåêòîðà íà ðåãðåñîðèòå ñå äîáàâÿ 1 êàòî ïúðâè
åëåìåíò, ò.å.

φk ←

 1

φk

 .

Íàëè÷èåòî íà ñâîáîäíèòå ÷ëåíîâå Θ̂0. îòðàçÿâà ôàêòà, ÷å ðàáîòíàòà
òî÷êà íå ñúâïàäà ñ íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà (Ôèãóðà 2.18).
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Êàêòî ñå âèæäà, çà ïîëó÷àâàíå íà äåñòàíäàðòèçèðàíèòå îöåíêè ñå
èç÷èñëÿâàò ìàòðèöèòå S−1

φ è S−1
y . Òúé êàòî òå ñà äèàãîíàëíè, ôîðìèðà-

íåòî èì ñå ñâåæäà äî èç÷èñëÿâàíå íà σ−1
φ,i è σ−1

y,i . Ïðîáëåì áè âúçíèêíàë,
àêî èìà ñòàíäàðòíè îòêëîíåíèÿ, êîèòî ñà áëèçêè äî íóëà. Íî àêî ñèãíà-
ëè ñ òàêèâà ñòàíäàðòíè îòêëîíåíèÿ ñå ïðåìàõâàò îùå ïðè ïî÷èñòâàíåòî
íà äàííèòå, íå âúçíèêâàò ÷èñëåíè ïðîáëåìè íà òîçè åòàï.

Âúïðåêè ÷å ñòàíäàðòèçàöèÿòà å ÷åñòî ñðåùàíà îáðàáîòêà íà äàííèòå,
èìà ñëó÷àè, êîãàòî íåéíîòî ïðèëàãàíå íå å íåîáõîäèìî. Â òî÷êà 2.2.2.8
å îïèñàí íà÷èí çà èçïîëçâàíå íà ñèìâîëíè (íå÷èñëîâè) äàííè, êàòî ñå
âúâåæäàò ò.íàð. ôèêòèâíè ïðîìåíëèâè, ïðèåìàùè ñòîéíîñòè 0 èëè 1.
Òîâà âîäè äî åñòåñòâåíî íîðìàëèçèðàíè ðåãðåñîðè â äèàïàçîíà [0, 1].
Òàêàâà íîðìàëèçàöèÿ å ðàçãëåäàíà ïî-äîëó.

Íîðìàëèçàöèÿ â çàäàäåíè ãðàíèöè

Äðóãà íîðìàëèçàöèÿ, êîÿòî íàìèðà ïðèëîæåíèå â èäåíòèôèêàöèÿòà,
å ìàùàáèðàíåòî íà äàííèòå â ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíè ãðàíèöè (range
normalization). Íåêà æåëàíèÿò èíòåðâàë íà èçìåíåíèå íà íîðìàëèçèðà-
íèÿ ñèãíàë å [0, 1]. Òîãàâà, àêî xk å ñêàëàðåí, òî íîðìàëèçèðàíèÿò xr,k

ñå ôîðìèðà, êàòî

xr,k =
xk − xmin

xmax − xmin
.

Ñ xmin è xmax ñà îçíà÷åíè ìèíèìàëíàòà è ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà
xk, èç÷èñëåíè îò íàëè÷íèòå äàííè.

Àêî ñà çàäàäåíè æåëàíèòå äîëíà xl è ãîðíà xu ãðàíèöè íà îáðàáîòå-
íèÿ ñèãíàë xr,k, òîãàâà íîðìàëèçèðàùàòà ôîðìóëà å

xr,k =
xk − xmin

xmax − xmin
(xu − xl) + xl. (2.60)

Òàçè òðàíñôîðìàöèÿ èçèñêâà ïî-ìàëêî èç÷èñëåíèÿ îò ñòàíäàðòèçàöèÿòà
è çà ðàçëèêà îò íåÿ, êúäåòî èíòåðâàëúò íà èçìåíåíèå íà xs,k çàâèñè îò
äàííèòå, òóê äèàïàçîíèòå íà ñèãíàëèòå ñå çàäàâàò â ÿâåí âèä. Âúïðåêè
òîâà ñòàíäàðòèçàöèÿòà íàìèðà íàé-øèðîêî ïðèëîæåíèå ïîðàäè òîâà, ÷å
òðàíñôîðìèðàíèòå âåëè÷èíè ñà ñ óäîáíè ñòàòèñòè÷åñêè õàðàêòåðèñòèêè
(mx,s = 0 è σx,s = 1), êîåòî óëåñíÿâà àíàëèçà íà ïîëó÷åíèÿ ìîäåë. Îò
òàçè ãëåäíà òî÷êà å óäà÷íî ñòàíäàðòèçàöèÿòà äà ñå èçïîëçâà, êîãàòî
âåëè÷èíèòå èìàò óíèìîäàëíè ðàçïðåäåëåíèÿ. Àêî å èçâåñòíî, ÷å íÿêîå
ðàçïðåäåëåíèå å ñ ïîâå÷å ìàêñèìóìè, òî àíàëèçúò íÿìà äà å êîðåêòåí.
Â òîçè ñëó÷àé å ïîäõîäÿùà íîðìàëèçàöèÿòà (2.60).
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2.2.2.5 Òðàíñôîðìàöèÿ íà äàííè

Êîãàòî â ñèñòåìàòà ñå íàáëþäàâàò íåëèíåéíè çàâèñèìîñòè íà èçõî-
äèòå îò ôàêòîðèòå, â íÿêîè ñëó÷àè å âúçìîæíî, ÷ðåç íåëèíåéíè òðàí-
ñôîðìàöèè íà ñèãíàëèòå, òå äà ñå èçìåíÿò òàêà, ÷å âðúçêàòà ìåæäó
òðàíñôîðìèðàíèòå ôàêòîðè è èçõîäè äà ñå äîáëèæè äî ëèíåéíà [90].
Òàçè îáðàáîòêà å ñâúðçàíà è ñ äîïúëíèòåëåí àíàëèç, êàòî öåëòà å äà ñå
ïîëó÷àò ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíè ìîäåëè. Ñòðåìåæúò ìîäåëèòå äà ñà
ëèíåéíè ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðèòå, å îáñúäåí â òî÷êà 2.1.2.5.

Òðàíñôîðìàöèÿòà íà äàííèòå ìîæå äà ñå ðàçäåëè íà äâå ãðóïè: òðàí-
ñôîðìàöèÿ íà îòäåëíè ôàêòîðè è íà ãðóïà îò ôàêòîðè.

Tðàíñôîðìàöèÿ íà îòäåëíè ôàêòîðè

Ñîôòóåðèòå çà ñòàòèñòè÷åñêà îáðàáîòêà íà äàííè è ìîäåëèðàíå, êà-
òî SAS (Statistical Analysis System), SPSS (Statistical Product and Service
Solutions) è R (îò ïúðâàòà áóêâà â èìåíàòà íà ñúçäàòåëèòå Robert Gen-
tleman è Ross Ihaka) ïðåäëàãàò íàáîð îò âãðàäåíè íåëèíåéíè òðàíñôîð-
ìàöèè, êîèòî ìîæå äà ñå èçïîëçâàò ïðè ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîòêà íà
äàííèòå è ñà îñîáåíî óäîáíè, êîãàòî èäåíòèôèêàöèÿòà å àâòîìàòèçèðà-
íà. Íÿêîè îò òÿõ, ñúîáðàçåíè çà öåëî÷èñëåíè ñòîéíîñòè íà xk, ñà äàäåíè
â Òàáëèöà 2.1 è ñà ïðåäñòàâåíè ãðàôè÷íî íà Ôèãóðà 2.20.

Òàáëèöà 2.1. ×åñòî èçïîëçâàíè òðàíñôîðìàöèè, ñúîáðàçåíè çà xk ∈ Z

òðàíñôîðìàöèÿ èçðàç ñëîæíîñò çàáåëåæêà

êâàäðàòåí êîðåí x̃k =
√
xk 2 àêî xk < 0, x̃k � ëèïñâàùà

ëîãàðèòìè÷íà x̃k = ln(xk + 1) 3 àêî xk < 0, x̃k � ëèïñâàùà

êâàäðàòè÷íà x̃k = x2
k 4

êóáè÷åí êîðåí x̃k = 3
√
xk 5

ðåöèïðî÷íà x̃k = 1
xk+1 6 àêî xk = −1, x̃k � ëèïñâàùà

ñãúâàùà x̃k = ln
xk+1

xmax−xk+1 7 àêî xk < 0, x̃k � ëèïñâàùà

Âúçìîæíî å äà ñå èçïîëçâà è ïîëèíîìíà èíòåðïîëàöèÿ îò ïî-âèñîê
ðåä (îò 2). Òîçè âàðèàíò å óäà÷åí, àêî îáëàñòòà íà èçìåíåíèå íà ôàêòîðà
å ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòíà è ñà íàëè÷íè äàííè â öåëèÿ äèàïàçîí. Ïðè-
÷èíàòà å, ÷å èçâúí äèàïàçîíà íà èçìåíåíèå íà ñèãíàëà íÿìà ãàðàíöèÿ,
÷å òðàíñôîðìèðàùèÿò ïîëèíîì å àäåêâàòåí.
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Ôèãóðà 2.20. Ôóíêöèè íà òðàíñôîðìàöèèòå: êâàäðàòåí êîðåí (à), êóáè÷åí
êîðåí (á), ëîãàðèòìè÷íà (â), êâàäðàòè÷íà (ã), ðåöèïðî÷íà (ä) è ñãúâàùà (å)

Ïðè çíà÷èòåëåí áðîé ïîòåíöèàëíè ôàêòîðè, èçáîðúò íà ïîäõîäÿùà
òðàíñôîðìàöèÿ òðÿáâà äà ñå àâòîìàòèçèðà. Çàäà÷àòà çà òðàíñôîðìà-
öèÿ íà ôàêòîðèòå ñ öåë ïîëó÷àâàíå íà ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíè ìîäå-
ëè ìîæå äà ñå ðåøè, êàòî ñå ïðèëîæè ïðåäâàðèòåëíî èçáðàí íàáîð îò
òðàíñôîðìàöèè êúì âñåêè ôàêòîð è ñå èç÷èñëè êîðåëàöèîííèÿò êîåôè-
öèåíò íà Ïèúðñúí ìåæäó ïîëó÷åíèòå íîâè ôàêòîðè φ̃i,k è èçõîäèòå íà
îáåêòà. Òîçè êîåôèöèåíò îòðàçÿâà ñèëàòà íà ëèíåéíà çàâèñèìîñò ìåæäó
âåëè÷èíèòå.

Çà ñêàëàðíè ñèãíàëè φ̃ è y êîåôèöèåíòúò íà Ïèúðñúí å

ρφ̃y =

∑N
k=1(φ̃k − ¯̃φ)(yk − ȳ)√∑N

k=1(φ̃k − ¯̃φ)2
√∑N

k=1(yk − ȳ)2
=

σ2
φ̃y

σφ̃σy
.

Àêî φ̃k è yk ñà âåêòîðíè, êàòî ïúðâèÿò åëåìåíò íà φ̃k å îðèãèíàë-
íèÿò ôàêòîð, à îñòàíàëèòå h− 1 åëåìåíòà ñà íåãîâèòå òðàíñôîðìàöèè,
ñòàíäàðòíèòå èì îòêëîíåíèÿ ñà îáåäèíåíè âúâ âåêòîðèòå:

σφ̃ = [σφ̃1 σφ̃2 . . . σφ̃h
]T ,

σy = [σy1 σy2 . . . σyℓ
]T ,
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à Σφ̃y å êîâàðèàöèîííàòà ìàòðèöà:

Σφ̃y =



cov(φ̃1, y1) cov(φ̃1, y2) . . . cov(φ̃1, yℓ)

cov(φ̃2, y1) cov(φ̃2, y2) . . . cov(φ̃2, yℓ)

...
...

. . .
...

cov(φ̃h, y1) cov(φ̃h, y2) . . . cov(φ̃h, yℓ)


,

òî êîåôèöèåíòúò íà Ïèúðñúí å ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò h × ℓ, êîÿòî ñå
ôîðìèðà, êàòî

ρφ̃y = Σφ̃y � (σφ̃σ
T
y ).

Ñúñ ñèìâîëà `�' å îçíà÷åíî äåéñòâèåòî ïîåëåìåíòíî äåëåíèå. Ñòîéíîñòòà
íà åëåìåíòà [ρφ̃y]ij ïîêàçâà äîêîëêî çàâèñèìîñòòà ìåæäó i-òèÿ åëåìåíò
íà φ̃k è j-òèÿ èçõîä å ëèíåéíà.

Êîåôèöèåíòúò íà Ïèúðñúí å ïîäõîäÿù çà àíàëèçà, òúé êàòî å íîðìè-
ðàí (èçìåíÿ ñå ìåæäó �1 è 1) è îñâåí òîâà å óäîáåí ïðè àâòîìàòèçèðàíå
íà îïèñàíàòà äåéíîñò. Òîé å ðàçãëåäàí ïî-ïîäðîáíî â òî÷êà 2.2.3.3.

Àêî èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò å îò çíà÷åíèå, òî å ïîäõîäÿùî èçáî-
ðúò íà òðàíñôîðìàöèÿòà äà ñå èçâúðøè ñ îò÷èòàíå íà ñòåïåíòà �è íà
ñëîæíîñò (âèæ òðåòà êîëîíà â Òàáëèöà 2.1). Íàïðèìåð, àêî çà íàé-
ïîäõîäÿùàòà òðàíñôîðìàöèÿ ñå ïîëó÷àâà ρφ̃y_best = 0.6 è òÿ èìà ñëîæ-
íîñò 5, òî ìîæå äà ñå âúâåäå äîïóñòèì ïðàã çà âëîøàâàíå íà êîðåëèðà-
íîñòòà, â ðàìêèòå íà êîéòî, àêî ñå íàìåðè òðàíñôîðìàöèÿ ñ ïî-ìàëêà
ñëîæíîñò, òÿ äà áúäå èçáðàíà. Òàêà, àêî èçáðàíèÿò ïðàã å 3%, òî ñå èç-
áèðà òðàíñôîðìàöèÿòà, çà êîÿòî ρφ̃y ≥ 0.582 = 0.6× 97%, à ñëîæíîñòòà
å ïî-ìàëêà îò 5.

Òðàíñôîðìàöèÿ íà ãðóïà îò ôàêòîðè

Ïîíÿêîãà å ïîäõîäÿùî âìåñòî âðúçêàòà ìåæäó òðàíñôîðìàöèèòå íà
äàäåí ôàêòîð è èçõîä äà ñå èçñëåäâà âëèÿíèåòî íà ãðóïà îò ôàêòîðè
âúðõó èçõîäà. Ïðè÷èíà çà òúðñåíåòî íà òàêèâà çàâèñèìîñòè ìîæå äà å
çàêëþ÷åíèå, áàçèðàíî íà çíàíèåòî çà ïðîöåñèòå â ñèñòåìàòà.

Àêî å èçâåñòíî, ÷å âðúçêàòà ìåæäó äàäåí ôàêòîð φi,k è èçõîä çàâèñè
îò äðóã ôàêòîð φj,k, òî å ïîäõîäÿùî äà ñå ïðîâåðè äîêîëêî áè ïîäîá-
ðèëî áúäåùèÿ ìîäåë âúâåæäàíåòî íà íîâ (âòîðè÷åí) ôàêòîð, íàïðèìåð
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ïîëó÷åí, êàòî

φh,k = φi,kφj,k. (2.61)

Â ñîöèîëîãèÿòà íàïðèìåð, êîãàòî ñå òúðñè âðúçêàòà íà äîõîäà (èçõîä) îò
îáðàçîâàíèåòî (ïúðâè÷åí ôàêòîð), ìîæå äà âúçíèêíå âúïðîñúò äîêîëêî
ïîëúò íà èíäèâèäà âëèÿå íà òàçè âðúçêà. Òîãàâà íà åòàïà íà ïðåäâàðè-
òåëíàòà îáðàáîòêà å æåëàòåëíî äà ñå âúâåäå äîïúëíèòåëíèÿò ôàêòîð,
êîéòî å ïðîèçâåäåíèå íà ñïîìåíàòèòå äâà.

Âúçìîæíè ñà è äðóãè ïîäõîäÿùè çàâèñèìîñòè ìåæäó ôàêòîðèòå, êà-
òî íàé-âå÷å ïðåäâàðèòåëíîòî çíàíèå çà ñèñòåìàòà ïîäïîìàãà êîíêðåòíèÿ
èçáîð. Â êðåäèòíàòà èíäóñòðèÿ íàïðèìåð êàíäèäàò ñ íèñúê äîõîä ìîæå
äà å ðèñêîâ çà äàäåí çàåì, à äðóã ñ âèñîê äîõîä äà íå å ðèñêîâ êàíäèäàò
çà ñúùèÿ çàåì. Çàòîâà ÷åñòî ñå èçïîëçâà âåëè÷èíàòà `çàåì êàòî % îò
äîõîäà', ò.å.

φh,k =
φi,k

φj,k
× 100%,

êàòî ôàêòîðúò `çàåì' å φi,k, à `äîõîä' å φj,k.

Ïðè àâòîìàòèçèðàíèÿ ïîäõîä, êúäåòî ÷îâåøêàòà íàìåñà å îãðàíè÷å-
íà, îòíîâî ñå ôîðìèðàò ìíîæåñòâî âòîðè÷íè ôàêòîðè, êîèòî âïîñëåäñ-
òâèå ó÷àñòâàò ïðè èçáîðà íà ïîäõîäÿùà ñòðóêòóðà íà ìîäåëà. Ïîðàäè
òàçè ïðè÷èíà õàðàêòåðíî çà àâòîìàòèçèðàíåòî íà èäåíòèôèêàöèÿòà å,
÷å âúïðåêè èçêëþ÷âàíåòî íà íåèíôîðìàòèâíè ôàêòîðè êðàéíèÿò íàáîð
îò ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîòêà ìîæå äà íàðàñíå çíà÷èòåëíî.

Òðàíñôîðìàöèÿ íà èçõîäè

Â ïðèìåðà íà òî÷êà 2.1.3.2 å ïîêàçàí ñëó÷àé, ïðè êîéòî çà ïîëó÷à-
âàíå íà ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí ìîäåë ñå òðàíñôîðìèðà èçõîäúò. Òîâà
å òèïè÷íà äåéíîñò ïðè ìîäåëèðàíåòî íà ïàçàðíè ñèñòåìè. Â ñëó÷àÿ ñå
òúðñè òàêîâà íåëèíåéíî èçìåíåíèå íà èçõîäà, ïðè êîåòî ñå ïîñòèãà ìàê-
ñèìàëíî äîñòîâåðåí ëèíååí ìîäåë.

Íåêà ïúðâèòå ℓ åëåìåíòà íà âåêòîðà ỹk ñà êîìïîíåíòèòå íà yk, à îñòà-
íàëèòå åëåìåíòè ñà òðàíñôîðìèðàíèòå èçõîäè. Àêî ñå ôîðìèðà ëèíååí
ìîäåë

ỹk = Θ̃Tφk + ek,

å âúçìîæíî äà ñå îïðåäåëÿò òúðñåíèòå òðàíñôîðìàöèè. Îòíîâî òàçè
äåéíîñò å õàðàêòåðíà çà àâòîìàòèçèðàíàòà èäåíòèôèêàöèÿ.
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2.2.2.6 Äåêîìïîçèöèÿ íà ñèãíàëè

Ïîíÿêîãà ïîäîáðÿâàíåòî íà ðåçóëòàòà îò îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðè-
òå ñå ïîñòèãà ñ äåêîìïîçèðàíå íà íàáëþäàâàíèòå âåëè÷èíè [121]. Íàïðè-
ìåð, àêî äàäåí ñèãíàë ñúäúðæà ïîëåçíè ñúñòàâêè âúâ âèñîêèòå è íèñêè-
òå ÷åñòîòè, òîé ìîæå äà ñå äåêîìïîçèðà è äâåòå ñúñòàâêè äà ñå îò÷åòàò
ïîîòäåëíî â ìîäåëèðàíåòî. ×åñòî áàâíàòà êîìïîíåíòà (äðåéô, òðåíä) ñå
ðàçãëåæäà êàòî àäèòèâíà ñúñòàâêà.

Ïðèìåð çà äåêîìïîçèöèÿ íà ïúðâîíà÷àëåí ñèãíàë xk å ïðåäñòàâÿ-
íåòî ìó êàòî ñóìà îò íåãîâàòà ñðåäíà ñòîéíîñò x̄ (êîíñòàíòåí òðåíä) è
öåíòðèðàíèÿ ñèãíàë xc,k. Òîâà å ÷àñò îò ñòàíäàðòèçàöèÿòà, îïèñàíà â
òî÷êà 2.2.2.4. Ïðè òàçè äåêîìïîçèöèÿ ñúñòàâêàòà x̄ ñå îïðåäåëÿ ïðåäè
îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå è ñå îò÷èòà â ìîäåëà, êîãàòî òîé ñå äåñòàí-
äàðòèçèðà. Îò äðóãà ñòðàíà, âòîðàòà ñúñòàâêà xc,k ó÷àñòâà â ÿâåí âèä,
êàòî ôàêòîð â îöåíÿâàíèÿ ìîäåë.

Â èêîíîìè÷åñêèòå ñèñòåìè âåëè÷èíèòå ÷åñòî ñå äåêîìïîçèðàò íà
òðåíä, ñåçîííîñò è öèêëè÷íà ñúñòàâêà. Òåçè êîìïîíåíòè ñà ðàçãëåäàíè
ïî-äîëó.

Òðåíä

Íÿêîè ñèãíàëè å ïîäõîäÿùî äà ñå äåêîìïîçèðàò íà ëèíååí òðåíä xt,k

è îñòàòú÷íà ñúñòàâêà x̃k, ñúäúðæàùà ïî-áúðçèòå âàðèàöèè íà ïúðâîíà-
÷àëíèÿ ñèãíàë xk. Ïðè àäèòèâíî íàñëàãâàíå íà äâåòå ñúñòàâêè äåêîì-
ïîçèöèÿòà å

xk = xt,k + x̃k.

Ëèíåéíèÿò òðåíä, êàêòî è êîíñòàíòíèÿò, ñà ÷àñòíè ñëó÷àè íà íåëèíåé-
íèÿ òðåíä. Åäèí íà÷èí çà îòäåëÿíåòî ìó å äà ñå îöåíÿò ïàðàìåòðèòå íà
ïîëèíîì ïî ñòåïåíèòå íà âðåìåòî, ò.å. ìîäåëúò íà òðåíäà å

xt,k = φT
t,kθt + et,k.

Âåêòîðúò íà ðåãðåñîðèòå å φt,k = [1 k . . . kn]T , à θt ∈ Rn+1. Ñúùåñò-
âóâàò ïðîöåäóðè, íà áàçàòà íà êîèòî îïðåäåëÿíåòî íà ðåäà íà ïîëèíîìà
ìîæå äà ñå àâòîìàòèçèðà.

Çà íÿêîè âåëè÷èíè â èêîíîìèêàòà ñà õàðàêòåðíè öèêëè÷íèòå è ñå-
çîííèòå ñúñòàâêè. Èìà ðàçëè÷íè ìåòîäè çà òÿõíîòî îöåíÿâàíå, êàêòî è
íà÷èíè çà îò÷èòàíåòî èì â ìîäåëà. Ïåðèîäúò íà ñåçîííîñòòà å ïîñòîÿíåí,
à àìïëèòóäàòà îáèêíîâåíî ñå èçìåíÿ â ïî-ìàëêè ãðàíèöè â ñðàâíåíèå ñ
öèêëè÷íèÿ òðåíä. Îñâåí òîâà â îáùèÿ ñëó÷àé ïåðèîäúò íà öèêëè÷íîñò-
òà å ïðîìåíëèâ. Ïîðàäè íåðåãóëÿðíèÿ ñè õàðàêòåð öèêëè÷íîñòòà ÷åñòî
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ñå îáåäèíÿâà ñ òðåíäà è òÿõíîòî îöåíÿâàíå ñå èçâúðøâà åäíîâðåìåííî.

Ñåçîííîñò

Âåëè÷èíà, çà êîÿòî å íàëèöå ñåçîííîñò, ìîæå äà ñå äåêîìïîçèðà íà
êîìïîíåíòà, îò êîÿòî å ïðåìàõíàòà ñåçîííîñòòà, è íàáîð îò êîåôèöèåíòè
çà âñåêè äèñêðåòåí ìîìåíò îò ïåðèîäà íà ñåçîííîñòòà, êîèòî îòðàçÿâàò
íàëè÷èåòî íà òàçè ñúñòàâêà. Åäèí âàðèàíò å êîåôèöèåíòèòå äà ñà ïðî-
ïîðöèîíàëíè íà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè, ñúîòâåòñòâàùè íà ïúðâèÿ, âòîðèÿ
è ò.í. ìîìåíò, â ðàìêèòå íà åäèí ïåðèîä íà ñåçîííîñòòà. Íàïðèìåð, àêî
âåëè÷èíàòà ñå îò÷èòà ìåñå÷íî è ïúðâèÿò ìåñåö å ÿíóàðè, òî êîåôèöèåí-
òúò θ̂s,1 çàâèñè îò ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà îò÷åòèòå â ðàçëè÷íèòå ãîäèíè çà

ÿíóàðè, θ̂s,2 å ïðîïîðöèîíàëåí íà ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà îò÷åòèòå çà ôåâ-
ðóàðè ïðåç ãîäèíèòå è ò.í. Îáùàòà ôîðìóëà çà ïîëó÷àâàíå íà ñåçîííèòå
êîåôèöèåíòè å

θ̂s,j =
x̄j

x̄
,

êúäåòî x̄ å ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà xk çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå, à èí-
äåêñúò j = 1, h, êàòî h å áðîÿò íà äèñêðåòíèòå ìîìåíòè, ñ êîèòî ñå
îïèñâà åäèí ïåðèîä íà ñåçîííîñòòà (â ïðèìåðà h = 12). Àêî îò÷åòèòå íå
ñà öÿëî ÷èñëî ãîäèíè, ñðåäíèòå ñòîéíîñòè x̄j â äèñêðåòíèòå ìîìåíòè, â
ðàìêèòå íà ïåðèîäà íà ñåçîííîñòòà ñå èç÷èñëÿâàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

x̄j =

{
1
n

∑n−1
i=0 xj+ih, çà N ≤ j + nh,

1
n+1

∑N
i=0 xj+ih, çà N > j + nh,

êàòî n = ⌊N/h⌋ å áðîÿò íà ïúëíèòå öèêëè íà ñåçîííîñòòà â íàáîðà îò
äàííè, à N å áðîÿò íà íàáëþäåíèÿòà. Àêî äàííèòå ñà çà öåëè ãîäèíè (N
å êðàòíî íà h), x̄j ñå èç÷èñëÿâà îò ïúðâàòà ôîðìóëà. Íà Ôèãóðà 2.21,
ãðàôè÷íî å ïðåäñòàâåí íà÷èíúò íà ôîðìèðàíå íà ñåçîííèòå êîìïîíåí-
òè. Îáèêíîâåíî áðîÿò n íà ñòîéíîñòèòå, êîèòî ñå óñðåäíÿâàò, å ìàëúê,
à îñâåí òîâà ñåçîííîñòòà çàâèñè îò ìíîãî ôàêòîðè, çà êîèòî íÿìà èí-
ôîðìàöèÿ. Çàòîâà, ñ öåë äà ñå íàìàëè îñòàòú÷íàòà íåîïðåäåëåíîñò â
åëåìåíòèòå íà âåêòîðà θ̂s, å æåëàòåëíî òå äîïúëíèòåëíî äà ñå èçãëàäÿò.

Ñëåä îïðåäåëÿíåòî íà θ̂s êîìïîíåíòàòà íà xk, îò êîÿòî å ïðåìàõíàòà
ñåçîííîñòòà, å

x̃k =
xk

θ̂s,j
, çà j = k −

⌊
k − 1

h

⌋
h.

Èíäåêñúò j íà ïàðàìåòúðà å îïðåäåëåí òàêà, ÷å äà îòãîâàðÿ íà ñúîòâåò-
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Ôèãóðà 2.21. Ôîðìèðàíå íà ñåçîííèòå êîìïîíåíòè

Ôèãóðà 2.22. Ôîðìèðàíå íà ñåçîííèòå êîåôèöèåíòè â èäåàëèçèðàí ñëó÷àé,
ïðè êîéòî xk ñúäúðæà ñàìî ñåçîííà êîìïîíåíòà

íèÿ ìîìåíò îò ñåçîíííîñòòà, â êîéòî å îò÷åòåíà ñòîéíîñòòà xk. Àëãîðè-
òúìúò ëåñíî ìîæå äà ñå ïðîâåðè, àêî ñå ïðèëîæè êúì èäåàëèçèðàíèÿ
ñèãíàë xk íà Ôèãóðà 2.22, â êîéòî, îñâåí ñåçîííà êîìïîíåíòà, íÿìà äðó-
ãè ñúñòàâêè (òðåíä, ñëó÷àéíà êîìïîíåíòà è ò.í.). Ñëåä ïðåìàõâàíå íà
ñåçîííîñòòà áè òðÿáâàëî x̃k äà å êîíñòàíòà. Â òîçè ñëó÷àé â äèñêðåòíèòå
ìîìåíòè îò ïåðèîäà íà ñåçîííîñòòà, íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíàòà ãîäèíà,
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xk ïðèåìà åäíà è ñúùà ñòîéíîñò è òîãàâà θ̂s,j =
xj

x̄ . Íàèñòèíà çà òîçè
èäåàëåí ñèãíàë, ñëåä ïðåìàõâàíå íà ñåçîííîñòòà, çà x̃k ñå ïîëó÷àâà

x̃k =
xk

θ̂s,j
= x̄.

2.2.2.7 Âèäîâå ïðîìåíëèâè

Ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîòêà äî ìîìåíòà å îïèñàíà íàé-âå÷å îò ãëåäíà
òî÷êà íà äèíàìè÷íèòå ñèñòåìè. Çàòîâà â áîëøèíñòâîòî îò ñëó÷àèòå äàí-
íèòå ñå ðàçãëåæäàò êàòî íàáëþäàâàíè ñòîéíîñòè íà ñèãíàëè, èçìåíÿùè
ñå âúâ âðåìåòî. Ïðè òîâà å ïðèåòî, ÷å ñúîòâåòíèòå âåëè÷èíè ñà êîëè÷åñ-
òâåíè, à íå êà÷åñòâåíè. Àêî èçñëåäâàíàòà ñèñòåìà å ñòàòè÷íà è îñîáåíî
àêî íÿêîè äàííè íå ñà ÷èñëîâè, ïî-óäà÷íî å âåëè÷èíèòå äà ñå ðàçãëåæäàò
íàé-îáùî êàòî ïðîìåíëèâè (íàïðèìåð ïðîìåíëèâàòà `êðúâíà ãðóïà' íà
ïàöèåíò â ìåäèöèíñêî èçñëåäâàíå). Ïî-äîëó ñå îïèñâà îáðàáîòêà, õàðàê-
òåðíà çà êîëè÷åñòâåíè è êà÷åñòâåíè âåëè÷èíè, çàâèñåùè è íåçàâèñåùè
îò âðåìåòî.

Âúïðåêè ÷å ïîíÿòèåòî ñèãíàë ñå èçïîëçâà â ìîíîãðàôèÿòà â ïî-îáù
ñìèñúë, ò.å. ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å çàäúëæèòåëíî äà çàâèñè îò âðåìåòî,
â áîëøèíñòâîòî îò ñëó÷àèòå òîâà ïîíÿòèå ñå ñâúðçâà ñ âðåìåòî. Çàòî-
âà âìåñòî ñèãíàë ùå ñå èçïîëçâà ïîíÿòèåòî ½ïðîìåíëèâà�. Îñâåí òîâà,
ïðåäè äà ñå ïðåäñòàâÿò äåéíîñòèòå êîäèðàíå è êàòåãîðèçàöèÿ, ùå ñå
ðàçãëåäàò ïî-ïîäðîáíî ïîíÿòèÿòà êîëè÷åñòâåíà (ìåòðè÷íà) è êà÷åñòâå-
íà (íåìåòðè÷íà) ïðîìåíëèâà, êàêòî è òåõíèòå ðàçíîâèäíîñòè.

променлива

метрична
(количествена)

неметрична
(качествена,
категорийна)

непрекъсната
прекъсната
(дискретна

по ниво)
ординална

номинална
(рангова)

Ôèãóðà 2.23. Êëàñèôèêàöèÿ íà ïðîìåíëèâèòå

Íà Ôèãóðà 2.23 å ïðåäñòàâåíà åäíà êëàñèôèêàöèÿ íà ïðîìåíëèâèòå.
Íàé-îáùî òå ñå ðàçäåëÿò íà ìåòðè÷íè è íåìåòðè÷íè. Ìåòðè÷íèòå (êîëè-
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÷åñòâåíè) ïðîìåíëèâè ìîæå äà ñà íåïðåêúñíàòè, àêî ïðèåìàò ñòîéíîñòè
îò íåèçáðîèìî ìíîæåñòâî (íàïðèìåð ðåàëíè ÷èñëà), è ïðåêúñíàòè, àêî
ïðèåìàò äèñêðåòíè ïî íèâî ñòîéíîñòè (íàïðèìåð öåëè ÷èñëà). Ìåæäó
ñòîéíîñòèòå íà ìåòðè÷íèòå ïðîìåíëèâè ñúùåñòâóâà ïîäðåäáà, êàòî ðàç-
ëèêèòå ìåæäó îòäåëíèòå ñòîéíîñòè èìàò îïðåäåëåí êîëè÷åñòâåí ñìèñúë.
Íàïðèìåð òåìïåðàòóðàòà â ïåù xk å íåïðåêúñíàòà ïðîìåíëèâà. Òÿ å ìåò-
ðè÷íà, òúé êàòî äâå ðàçëè÷íè òåìïåðàòóðè x1 è x2 ìîæå äà ñå ñðàâíÿò,
íàïðèìåð x1 < x2, êàêòî è ðàçëèêàòà ∆x = x2 − x1 èìà ÿñåí êîëè÷åñò-
âåí ñìèñúë (x2 å ñ ∆x ïî-âèñîêà îò x1). Ñúùî òàêà xk å íåïðåêúñíàòà
ïðîìåíëèâà, çàùîòî ìîæå äà ñå íàìåðè âàëèäíà ñòîéíîñò ìåæäó êîè
äà å äâå ðàçëè÷íè òåìïåðàòóðè. Îò äðóãà ñòðàíà, áðîÿò íà ïðîäàäåíèòå
áèðè íà äåí å ïðåêúñíàòà (äèñêðåòíà ïî íèâî) ïðîìåíëèâà. Òÿ å ìåò-
ðè÷íà ïî ñúùàòà ïðè÷èíà êàòî xk, íî å ïðåêúñíàòà, çàùîòî ìåæäó äâå
ñúñåäíè ñòîéíîñòè, íàïðèìåð 42 è 43, íå ìîæå äà ñå íàìåðè âàëèäåí
áðîé ïðîäàäåíè áèðè.

Íåìåòðè÷íèòå (êà÷åñòâåíè) ïðîìåíëèâè ñå äåëÿò íà îðäèíàëíè (ìåæ-
äó ñòîéíîñòèòå, íà êîèòî ñúùî èìà ïîäðåäáà) è íîìèíàëíè (ïðè êîèòî
íÿìà ïîäðåäáà). Õàðàêòåðíî çà íåìåòðè÷íèòå ïðîìåíëèâè å, ÷å ðàçëè-
êàòà ìåæäó ñòîéíîñòèòå èì íÿìà ñìèñúë. Ïðèìåð çà îðäèíàëíà ïðîìåí-
ëèâà å `îáðàçîâàíèå' � ñòîéíîñòèòå �è ñå ïîäðåæäàò âúçõîäÿùî òàêà:

`áåç îáðàçîâàíèå', `îñíîâíî', `ñðåäíî', `âèñøå',

íî ðàçëèêàòà

`âèñøå' � `ñðåäíî'

íÿìà ñìèñúë. Ïðèìåð çà íîìèíàëíà ïðîìåíëèâà å `êðúâíà ãðóïà'. Âúç-
ìîæíèòå �è ñòîéíîñòè ñà:

`A', `B', `AB' è `0',

êàòî ìåæäó òÿõ íÿìà åñòåñòâåíà ïîäðåäáà. Íåìåòðè÷íèòå (êà÷åñòâåíè)
ïðîìåíëèâè ïðèåìàò ñèìâîëíè ñòîéíîñòè (`A', `B', `C' èëè `1', `2', `3' �
â ñìèñúë íà ñèìâîëè, à íå íà ÷èñëà) èëè ñòðèíãîâè (`áåç îáðàçîâàíèå',
`îñíîâíî' è ò.í.). Ñ ïîìîùòà íà òàêèâà âåëè÷èíè ìîæå äà ñå äåôèíèðàò
êàòåãîðèè (íàðè÷àíè îùå ãðóïè èëè êëàñîâå) îò íàáëþäåíèÿ (ïðèìåðíî
êàòåãîðèÿòà íà âèñøèñòèòå â íàáîðà îò äàííè).

2.2.2.8 Êîäèðàíå íà ïðîìåíëèâè

Êîãàòî äàííèòå îïèñâàò íåìåòðè÷íè ïðîìåíëèâè, çà äà ìîæå äà ó÷àñ-
òâàò â èäåíòèôèêàöèÿòà, òå òðÿáâà äà ñå ïðåîáðàçóâàò â ìåòðè÷åí âèä.
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Âàæíî å äà ñå ïðàâè ðàçëèêà ìåæäó ìåòðè÷íèòå ïðîìåíëèâè è íå-
ìåòðè÷íèòå, ÷èèòî ñòîéíîñòè â íàáîðà îò äàííè ñà äåôèíèðàíè ñ öèôðè.
Íåêà ñòîéíîñòèòå íà íîìèíàëíèÿ ôàêòîð φk � `âèä íà ïðîìîöèÿòà', äà
ñà çàäàäåíè ñ öèôðè (ïðèìåðíî ñå ðàçãðàíè÷àâàò 6 âèäà ïðîìîöèè è
ñúîòâåòíî φk = {`1', `2', `3', `4', `5', `6'}). Òîâà îáà÷å íå îçíà÷àâà, ÷å â
åäèí ëèíååí ìîäåë ïðîìîöèÿòà, êîäèðàíà ñ 1, òðÿáâà äà èìà äâà ïúòè
ïî-ñëàáî âëèÿíèå âúðõó ïðîäàæáèòå îò ïðîìîöèÿòà, êîäèðàíà ñ 2. Òúé
êàòî ñòîéíîñòèòå íà òîçè ôàêòîð ñà óñëîâíè è õàðàêòåðèçèðàò êàòåãî-
ðèè, òå òðÿáâà äà ñå èíòåðïðåòèðàò êàòî ñèìâîëè, à íå êàòî ÷èñëà.

Îò äðóãà ñòðàíà, ïîðàäè ôàêòà, ÷å îðäèíàëíèòå ïðîìåíëèâè íå ñà
êîëè÷åñòâåíè (âúïðåêè íàëè÷èåòî íà ïîäðåäáà ìåæäó êàòåãîðèèòå), òå
ñúùî òðÿáâà äà ñå èíòåðïðåòèðàò ïî ïîäõîäÿù íà÷èí.

Ïî-äîëó ñà îïèñàíè äâàòà ïîäõîäà çà ïðåîáðàçóâàíå íà íåìåòðè÷íè
ïðîìåíëèâè â ìåòðè÷íè. Ïúðâèÿò ïîäõîä ñå èçïîëçâà è çà ïðåîáðàçóâàíå
íà ìåòðè÷íè ïðîìåíëèâè (êàêòî å îïèñàíî â òî÷êà 2.2.2.9) è ñ òîâà ñå
ïîñòèãàò íÿêîè æåëàíè ñâîéñòâà íà äàííèòå, à âòîðèÿò å õàðàêòåðåí çà
ïðîìåíëèâè áåç åñòåñòâåíà ïîäðåäáà ìåæäó ñòîéíîñòèòå.

Êîäèðàíå ñ ôèêòèâíè ïðîìåíëèâè

Ìîæå áè íàé-÷åñòî ñðåùàíèÿò ïîäõîä çà ïðåîáðàçóâàíå íà íåìåòðè÷-
íè äàííè â ìåòðè÷íè å âúâåæäàíåòî íà ôèêòèâíè ïðîìåíëèâè (dummy
variables èëè dummies). Â ñëåäâàùèÿ ïðèìåð ñå îïèñâà çàìåñòâàíåòî íà
íåìåòðè÷íà âåëè÷èíà ñ íàáîð îò òàêèâà ïðîìåíëèâè.

Ïðèìåð. Êîäèðàíå íà íåìåòðè÷åí ôàêòîð ñ ôèêòèâíè ïðîìåíëèâè

Íåêà èìà íàëè÷íè äàííè çà òåõíîëîãè÷åí îáåêò, êîéòî ïðåîáðàçóâà
åäèí ìàòåðèàë â äðóã, êàòî ñúñòàâúò íà ïúðâîíà÷àëíèÿ ìàòåðèàë ñå å
èçìåíÿë ïî âðåìå íà åêñïåðèìåíòà â çàâèñèìîñò îò òîâà, îò êîå õðàíè-
ëèùå å äîñòàâÿí.

Ñúøî òàêà íåêà âúçìîæíèòå èçòî÷íèöè íà âõîäåí ìàòåðèàë ñà ÷åòè-
ðè. Î÷àêâà ñå èçìåíåíèåòî íà ñúñòàâà äà îêàçâà âëèÿíèå íà ïîâåäåíèåòî
íà îáåêòà. Çàòîâà â ïðîöåñà íà ìîäåëèðàíå òðÿáâà äà ñå îò÷åòå òåêóùèÿò
ñúñòàâ èëè ñ äðóãè äóìè äà ñå âúâåäå íîâà ïðîìåíëèâà `âèä íà ñúñòàâà'.
Òúé êàòî ñúñ ñòîéíîñòèòå �è íå ìîæå äà ñå èçâúðøâàò àðèòìåòè÷íè äåéñ-
òâèÿ (òÿ å êàòåãîðèéíà), òî èíôîðìàöèÿòà â òàçè ïðîìåíëèâà òðÿáâà äà
ñå ïðåäñòàâè â ÷èñëîâ âèä. Çà öåëòà íåêà ñå âúâåäàò ÷åòèðè ôèêòèâíè
ïðîìåíëèâè d1,k (îòãîâàðÿùà íà ñúñòàâ 1), d2,k (íà ñúñòàâ 2) è ò.í.

Çà óäîáñòâî ñå âúâåæäà âåêòîðúò dk, åëåìåíòèòå íà êîéòî ñà ñòîé-
íîñòèòå íà ÷åòèðèòå íîâè ïðîìåíëèâè â k-òèÿ òàêò. Âñÿêà îò òÿõ ìîæå
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Òàáëèöà 2.2. Êîäèðàíå íà ïðîìåíëèâàòà `âèä íà ñúñòàâà' ñ ôèêòèâíè ïðî-
ìåíëèâè

òàêò d1 d2 d3 d4

1 1 0 0 0

2 1 0 0 0

3 0 1 0 0

4 0 1 0 0

5 0 0 1 0

6 0 0 1 0

7 0 1 0 0

8 0 0 1 0

9 0 0 0 1

10 0 0 0 1

äà ïðèåìà ñëåäíèòå ñòîéíîñòè:

di,k =

{
1, àêî ìàòåðèàëúò â ìîìåíò k å îò èçòî÷íèê i,

0, àêî ìàòåðèàëúò íå å îò èçòî÷íèê i.

Âúïðåêè ÷å ïðîìåíëèâèòå ïðèåìàò åäíà îò äâå âúçìîæíè ñòîéíîñòè
è èìàò ñìèñúë íà ôëàãîâå, òå ñà ìåòðè÷íè (äèñêðåòíè ïî íèâî) âåëè÷è-
íè, êîèòî äèðåêòíî ìîæå äà ó÷àñòâàò â ìîäåëèðàíåòî.

Â Òàáëèöà 2.2 ñà ïîêàçàíè ïðèìåðíè ñòîéíîñòè íà ïðîìåíëèâèòå.
Òúé êàòî ïîñòàíîâêàòà å òàêàâà, ÷å â äàäåí ìîìåíò ìàòåðèàëúò å îò åäíî
õðàíèëèùå, òî âúâ âñåêè ìîìåíò ñòîéíîñòòà ñàìî íà åäíà ïðîìåíëèâà å
åäèíèöà, à îñòàíàëèòå ñà íóëà. ♢

Ôèêòèâíèòå ïðîìåíëèâè îïèñâàò ïúëåí íàáîð îò âçàèìíî èçêëþ÷âà-
ùè ñå ñúáèòèÿ (çàòîâà â ãîðíèÿ ïðèìåð, àêî di,k = 1, òî âñè÷êè îñòàíàëè
ñà 0). Â ðåçóëòàò íà òîâà åäíà îò ôèêòèâíèòå ïðîìåíëèâè ùå å èçëèøíà,
çàùîòî íå äîïðèíàñÿ ñ íîâà èíôîðìàöèÿ êúì ñúäúðæàùàòà ñå â îñòà-
íàëèòå ïðîìåíëèâè. Çà ãîðíèÿ ïðèìåð å î÷åâèäíî, ÷å àêî ñúñòàâúò íå
îòãîâàðÿ íà èçòî÷íèê 1, 2 è 3, òîé ñúñ ñèãóðíîñò îòãîâàðÿ íà ñúñòàâà
îò èçòî÷íèê 4. Ñ äðóãè äóìè âèíàãè åäíà îò ôèêòèâíèòå ïðîìåíëèâè
å ëèíåéíî çàâèñèìà îò îñòàíàëèòå, à òîâà ìîæå äà äîâåäå íà ñëåäâà-
ùèÿ åòàï îò èäåíòèôèêàöèÿòà äî ÷èñëåíè ïðîáëåìè (ïðè îöåíÿâàíå-
òî íà ïàðàìåòðèòå). Åòî çàùî ñëåä êîäèðàíåòî åäíà îò ïðîìåíëèâèòå
òðÿáâà äà ñå èçêëþ÷è. Òîâà ìîæå äà ñòàíå ðú÷íî, àêî å íåîáõîäèìî äà
ñå îò÷åòå ñïåöèôèêàòà â ïîâåäåíèåòî íà îáåêòà. Íàïðèìåð, àêî â îñ-
íîâíàòà ÷àñò îò íàáëþäåíèÿòà ìàòåðèàëúò å äîñòàâÿí îò èçòî÷íèê 3,
ôèêòèâíàòà ïðîìåíëèâà, ñ êîÿòî òàçè õàðàêòåðèñòèêà å êîäèðàíà, ìîæå
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äà ñå èçêëþ÷è îò äàííèòå. Ïî òîçè íà÷èí ìîäåëúò ùå îò÷èòà åôåêòà
îò ïî-ðÿäêî ñðåùàíèòå ñëó÷àè ñïðÿìî íàé-÷åñòî ñðåùàíèÿ (à òúé êà-
òî ñúîòâåòíàòà ôèêòèâíà ïðîìåíëèâà å ïðåìàõíàòà îò íàáîðà, òÿ íÿìà
äà âëèÿå íà èçõîäà íà ìîäåëà). Äðóãèÿò âàðèàíò å èçêëþ÷âàíåòî äà ñå
èçâúðøè àâòîìàòè÷íî, êàêòî å ñïîìåíàòî â òî÷êà 2.2.3.3, êàòî ñúîáðà-
æåíèÿòà çà èçáîðà ñà ñâúðçàíè ñ ÷èñëåíèòå îñîáåíîñòè íà çàäà÷àòà, à
íå ñ àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ.

Íåçàâèñèìî äàëè ñúùåñòâóâà ïîäðåäáà ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà ïðî-
ìåíëèâàòà, ëîãèêàòà çà êîäèðàíåòî �è ñ ôèêòèâíè ïðîìåíëèâè íå ñå ïðî-
ìåíÿ. Êîãàòî ñå ïðèëàãà çà ìåòðè÷íè âåëè÷èíè, îáèêíîâåíî òàçè òåõíèêà
ñå êîìáèíèðà ñ äèñêðåòèçàöèÿòà ïî íèâî, îïèñàíà â òî÷êà 2.2.2.9.

Åäíî óäîáñòâî, ñâúðçàíî ñ óïîòðåáàòà íà ôèêòèâíè ïðîìåíëèâè, å,
÷å ïîëó÷åíèÿò ìîäåë ìîæå ëåñíî äà ñå èíòåðïðåòèðà. Òúé êàòî òåçè
ïðîìåíëèâè ïðèåìàò ñòîéíîñòè 0 è 1, òî ïàðàìåòðèòå íà ëèíååí ìîäåë
îòðàçÿâàò äèðåêòíî ñòåïåíòà íà âëèÿíèå íà êîäèðàíèòå îò òÿõ ñëó÷àè
âúðõó èçõîäà. Íàïðèìåð, àêî ìîäåëúò å

yk = θ1d1,k + θ2d1,k

è θ1 = 2, òî êîãàòî d1,k = 1, èçõîäúò íàðàñòâà ñ 2.

Êîäèðàíå ñ åäíà ìåòðè÷íà ïðîìåíëèâà

Èìà è äðóãè ïîäõîäè çà ïðåîáðàçóâàíå íà ïðîìåíëèâè â ìåòðè÷åí
âèä. Îïèñàíèòå ïî-äîëó òåõíèêè ñå èçïîëçâàò íàé-âå÷å êîãàòî âåëè÷è-
íèòå ñà íîìèíàëíè. Ïîíÿêîãà å æåëàòåëíî, âìåñòî äà ñå âúâåæäà ìíî-
æåñòâî îò ïðîìåíëèâè, äà ñå ôîðìèðà åäíà ìåòðè÷íà âåëè÷èíà, êîÿòî
äà îáîáùè èíôîðìàöèÿòà â ïúðâîíà÷àëíàòà ïðîìåíëèâà, èìàùà îòíî-
øåíèå êúì èçõîäà. Àêî âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè íà íîìèíàëíàòà âåëè-
÷èíà ñà òâúðäå ìíîãî, òîãàâà íå å óäà÷íî äà ñå èçïîëçâà ïîäõîäúò ñ
ôèêòèâíèòå ïðîìåíëèâè, òúé êàòî òåõíèÿò áðîé áè áèë ãîëÿì, à òîâà
ìîæå èçëèøíî äà óñëîæíè ïðîöåñà íà ìîäåëèðàíå. Ïî-ïîäõîäÿùî å â
òîçè ñëó÷àé äà ñå ôîðìèðà åäíà íîâà ïðîìåíëèâà. Ïðåîáðàçóâàíåòî â
ìåòðè÷åí âèä îçíà÷àâà, ÷å òðÿáâà äà ñå äåôèíèðà ïîäðåäáà ìåæäó ñòîé-
íîñòèòå íà ïúðâîíà÷àëíàòà ïðîìåíëèâà è òå äà èìàò ÿñåí êîëè÷åñòâåí
ñìèñúë. Ñúñ ñëåäâàùèòå äâà ïðèìåðà ñà îïèñàíè òàêèâà ïðåîáðàçóâàíèÿ
çà MISO ñèñòåìà.

Ïðèìåð. Êîäèðàíå íà íîìèíàëíà ïðîìåíëèâà ñ èçïîëçâàíå íà ñðåäíà-
òà ñòîéíîñò íà èçõîäà

Ïðè èçãðàæäàíåòî íà ìîäåë, îïèñâàù âëèÿíèåòî íà ðàçëè÷íè âèäî-
âå ðåêëàìà âúðõó ïðîäàæáèòå íà ïðîäóêò, å âúçìîæíî äà ñå ïîäõîäè
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ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Òúé êàòî ïðîìåíëèâàòà `ðåêëàìà' (îçíà÷åíà ñ φk) å
íîìèíàëíà, òî çà âúâåæäàíå íà ïîäðåäáà ìåæäó ñòîéíîñòèòå �è çà âñÿ-
êà îò ïðèëàãàíèòå ðåêëàìè ìîæå äà ñå îïðåäåëè ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà
ïðîäàæáèòå:

ȳi = { 1
Ni

(
∑N

k=1 yk|φk = `i-òè âèä ðåêëàìà')},
êàòî Ni å áðîÿò íà íàáëþäåíèÿòà, â êîèòî å èçïîëçâàíà i-òàòà ðåêëàìà.
Òàêà âìåñòî íîìèíàëíèÿ ôàêòîð φk ñ âúçìîæíè ñòîéíîñòè:

{`1-âè âèä ðåêëàìà', `2-ðè âèä ðåêëàìà', . . . , `n-òè âèä ðåêëàìà'},
çà ïîñòðîÿâàíå íà ìîäåë ìîæå äà ñå èçïîëçâà ìåòðè÷íèÿò ôàêòîð:

φ̃k = {ȳ1, ȳ2, . . . , ȳn},
ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà êîéòî ñúùåñòâóâà ïîäðåäáà. Îñâåí òîâà ñòîéíîñ-
òèòå íà φ̃k èìàò êîëè÷åñòâåí ñìèñúë. Àêî åôåêòúò íà äâà âèäà (i-òè è
j-òè âèä) ðåêëàìè å ñõîäåí âúðõó ïðîäàæáèòå, òî è ñúîòâåòíèòå ñòîé-
íîñòè íà φ̃k ñà ñõîäíè (ò.å. ȳi ≈ ȳj). ♢

Èçïîëçâàíåòî íà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè íà èçõîäà (ñâúðçàíè ñ îòäåëíè-
òå ãðóïè íàáëþäåíèÿ) å ïîäõîäÿùî, êîãàòî èçõîäúò å íåïðåêúñíàòà ìåò-
ðè÷íà ïðîìåíëèâà. Îïèñàíèÿò ïîäõîä â ñëåäâàùèÿ ïðèìåð å ïî-óäà÷åí,
êîãàòî èçõîäúò å äèñêðåòíà ìåòðè÷íà èëè íåìåòðè÷íà ïðîìåíëèâà.

Â äîëíèÿ ïðèìåð yk å áèíîìåí (ïðèåìà äâå âúçìîæíè ñúñòîÿíèÿ).
Òàêèâà èçõîäè ñå èçïîëçâàò â òåõíèêàòà ïðè èçãðàæäàíåòî íà àäàïòèâ-
íè ñèñòåìè, êúäåòî ñå îöåíÿâà âåðîÿòíîñòòà çà âúçíèêâàíå íà ïîâðåäà; â
ìåäèöèíàòà � çà ïðîãíîçèðàíå íà âåðîÿòíîñòòà ïàöèåíò äà ñòðàäà îò çà-
áîëÿâàíå è ò.í. Â ïðèìåðà âúâåæäàíåòî íà ïîäðåäáà ìåæäó ñòîéíîñòèòå
íà íîìèíàëåí ôàêòîð å îíàãëåäåíî ñ ïðèëîæåíèå âúâ ôèíàíñèòå.

Ïðèìåð. Êîäèðàíå íà íîìèíàëíà ïðîìåíëèâà ñ ò.íàð. ½òåãëî íà äîñ-
òîâåðíîñò� (WoE � Weight of Evidence)

Ïðè ôîðìèðàíå íà ìîäåë çà îöåíêà íà êðåäèòíèÿ ðèñê yk å âåðîÿò-
íîñòòà èíäèâèä äà ïðèíàäëåæè êúì åäíà îò äâå âúçìîæíè ãðóïè (`äî-
áúð' è `ëîø'), ò.å. èçõîäúò íà ñèñòåìàòà å áèíîìåí. Àêî äàäåí ôàêòîð å
íåìåòðè÷åí, òî âñÿêà íåãîâà ñòîéíîñò ìîæå äà ñå ïðåîáðàçóâà òàêà, ÷å
íîâîïîëó÷åíàòà ïðîìåíëèâà äà å ìåòðè÷íà. Íàïðèìåð íåêà ôàêòîðúò
φk å `ìåñòîæèâååíå' è ïðèåìà ñëåäíèòå íå÷èñëîâè ñòîéíîñòè: `ñîáñòâå-
íèê íà æèëèùå', `íàåìàòåë íà æèëèùå', `íàåìàòåë ñ õàçÿèí' è `æèâåå ñ
ðîäèòåëè'. Ñúùî òàêà, çà óäîáñòâî ñòîéíîñòèòå íà yk ñà êîäèðàíè ñ äâåòå
÷èñëîâè ñòîéíîñòè: 1 � `äîáúð' è 0 � `ëîø'. Òîãàâà èçìåæäó íàëè÷íèòå
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ñîáñòâåíèöè (â íàáîðà îò äàííè) áðîÿò íà äîáðèòå g1 è íà ëîøèòå b1
êðåäèòîïîëó÷àòåëè å

g1 = {
∑N

k=1 yk|φk = `ñîáñòâåíèê íà æèëèùå'},

b1 = {
∑N

k=1(1− yk)|φk = `ñîáñòâåíèê íà æèëèùå'}.
Ñúîòâåòíî g2 è b2 ñà áðîÿò íà äîáðèòå è íà ëîøèòå íàåìàòåëè íà æèëèùå
â íàáîðà, g3 è b3 � áðîÿò íà äîáðèòå è ëîøèòå íàåìàòåëè ñ õàçÿèí â
ñúùîòî æèëèùå, à g4 è b4 � áðîÿò íà äîáðèòå è íà ëîøèòå â êàòåãîðèÿòà
íà æèâååùèòå ñ ðîäèòåëè. Îñâåí òîâà ñóìàòà íà âñè÷êè äîáðè å G =∑

gi, à íà ëîøèòå å B =
∑

bi. Òîãàâà âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè WoEi íà
íîâèÿ, âå÷å ÷èñëîâ ôàêòîð φ̃k ñå äåôèíèðàò çà âñÿêà êàòåãîðèÿ, êàòî

WoEi = ln

(
gi/G

bi/B

)
, çà i = 1, 4.

Îòíîøåíèåòî íà îáùèÿ áðîé íà ëîøèòå êúì îáùèÿ áðîé íà äîáðèòå
â íàáîðà îò äàííè G/B å êîíñòàíòà, êîÿòî íå çàâèñè îò êîíêðåòíàòà
êàòåãîðèÿ, ñëåäîâàòåëíî ïîäðåäáàòà ìåæäó ñòîéíîñòèòå WoEi çàâèñè
ñàìî îò îòíîøåíèåòî gi/bi. Íåêà çà êîíêðåòíèÿ íàáîð å â ñèëà:

g3
b3

<
g2
b2

<
g4
b4

<
g1
b1

.

Òúé êàòî íàòóðàëíèÿò ëîãàðèòúì å ìîíîòîííî íàðàñòâàùà ôóíêöèÿ, òî

WoE3 < WoE2 < WoE4 < WoE1.

Îñâåí âúâåäåíàòà ïîäðåäáà WoEi èìàò è êîëè÷åñòâåí ñìèñúë. Íàï-
ðèìåð, àêî ãðóïèòå íà æèâååùèòå ñ ðîäèòåëè è ñ õàçÿèí ñà ñúñ ñõîäíî
ïîâåäåíèå (òîãàâà è g2/b2 ≈ g3/b3), à òåçè ñúñ ñîáñòâåíî æèëèùå ñå
îòëè÷àâàò â ïî-ãîëÿìà ñòåïåí îò ñïîìåíàòèòå äâå ãðóïè, òî ðàçëèêàòà
ìåæäó ñòîéíîñòèòå WoE2 è WoE3 ùå å ìàëêà, à ìåæäó WoE1 è WoE2

(èëè ìåæäó WoE1 è WoE3) ùå å ïî-ãîëÿìà.

Òàêà, âìåñòî íîìèíàëíèÿ ôàêòîð:

φk = {`ñîáñòâåíèê íà æèëèùå', `íàåìàòåë íà æèëèùå',
`íàåìàòåë ñ õàçÿèí', `æèâåå ñ ðîäèòåëè'},

çà ïîñòðîÿâàíåòî íà ìîäåë ìîæå äà ñå èçïîëçâà êîëè÷åñòâåíèÿò ôàêòîð:

φ̃k = {WoE1, WoE2, WoE3, WoE4}. ♢
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2.2.2.9 Êàòåãîðèçàöèÿ íà ïðîìåíëèâè

Äåéíîñòòà â òàçè ïîäòî÷êà ñå íàðè÷à êàòåãîðèçàöèÿ, çàùîòî ðåçóë-
òàòúò îò ïðèëàãàíåòî �è å íîâà ïðîìåíëèâà, êîÿòî âèíàãè å êàòåãîðèéíà
è ïî-òî÷íî îðäèíàëíà. Ïðè êàòåãîðèçàöèÿòà ñòîéíîñòèòå íà ïðîìåíëè-
âàòà ñå îáåäèíÿâàò â ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìè ãðóïè (êàòåãîðèè). Òÿ
ñå èçïîëçâà íàé-âå÷å ïðè ñòàòè÷íè ñèñòåìè è å îñíîâíà äåéíîñò â íÿ-
êîè, óñòàíîâåíè â ïðàêòèêàòà, ìåòîäîëîãèè çà èçãðàæäàíå íà ñòàòè÷åí
ìîäåë. Çàòîâà å îïèñàíà, âúïðåêè, ÷å íå å óäà÷íà çà äèíàìè÷íè ñèñòåìè.

Òàçè îáðàáîòêà ìîæå äà ñå ïðèëîæè êúì ìåòðè÷íè è êúì íåìåòðè÷íè
ïðîìåíëèâè è ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî äèñêðåòèçàöèÿ ïî íèâî (âñÿêà
êàòåãîðèÿ îòãîâàðÿ íà îïðåäåëåíî äèñêðåòíî íèâî íà ñèãíàë). Â ðåçóë-
òàò íà êàòåãîðèçèðàíåòî íà ìåòðè÷íà ïðîìåíëèâà ñå çàãóáâà íåéíèÿò
êîëè÷åñòâåí ñìèñúë (ðåçóëòàíòíàòà îðäèíàëíà ïðîìåíëèâà å êà÷åñòâå-
íà, à íå êîëè÷åñòâåíà). Àêî ïúðâîíà÷àëíàòà ïðîìåíëèâà å îðäèíàëíà,
òî êàòåãîðèçàöèÿòà å âñúùíîñò îêðóïíÿâàíå íà ïúðâîíà÷àëíèòå êàòå-
ãîðèè. Òúé êàòî ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà íîìèíàëíèòå ïðîìåíëèâè íÿìà
ïîäðåäáà, à êàêòî ùå ñòàíå ÿñíî, êàòåãîðèçèðàíåòî èçèñêâà íàëè÷èåòî
íà òàêàâà, òî å íåîáõîäèìî ïúðâî íîìèíàëíèòå ïðîìåíëèâè äà ñå ïðå-
îáðàçóâàò â ìåòðè÷íè è ñëåä òîâà äà ñå êàòåãîðèçèðàò. Çà äà ñå çàïàçè
ïîñëåäîâàòåëíîñòòà è ñëåä êàòåãîðèçàöèÿòà, ñëèâàíåòî íà ãðóïèòå ñå
èçâúðøâà âèíàãè ìåæäó ñúñåäíè ñòîéíîñòè (ãðóïè).

Òúé êàòî ñòîéíîñòèòå íà ðåçóëòàí-

Ôèãóðà 2.24. Îòíîøåíèåòî gi/bi
çà ãðóïèòå îò êàíäèäàòè íà åä-
íàêâà âúçðàñò è gi/bi çà ãðóïèòå
â èíòåðâàëè ïðåç 5 ãîäèíè

òíàòà ïðîìåíëèâà ñà àãðåãèðàíè, íà
ïðúâ ïîãëåä êàòåãîðèçàöèÿòà âîäè äî
çàãóáà íà èíôîðìàöèÿ. Íî îò ñòàòèñ-
òè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà ïðàâèëíî èçâúð-
øåíàòà êàòåãîðèçàöèÿ âîäè äî ïîòèñ-
êàíå íà ñìóùåíèÿòà. Àêî âàðèàöèÿòà
ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà yk â ðàìêèòå íà
äàäåíà ãðóïà ñå äúëæè íà ñëó÷àéíè
ôàêòîðè, òî å ïî-äîáðå äà ñå ðàáîòè
íå ñ òåçè ñòîéíîñòè, à ñúñ ñðåäíàòà yi
çà ãðóïàòà. Ïðè÷èíàòà å, ÷å ïðè óñ-
ðåäíÿâàíåòî âëèÿíèåòî íà ñëó÷àéíàòà
ñúñòàâêà ñå ïîñèêòà. Íàïðèìåð (âèæ
Ôèãóðà 2.24), àêî õîðàòà íà âúçðàñò
îò 18 äî 22 ãîäèíè èìàò ñõîäíî ïîâåäåíèå (â íÿêàêúâ ñìèñúë), òî îáåäè-
íÿâàíåòî íà ñòîéíîñòèòå 18, 19, 20, 21 è 22 íà ïðîìåíëèâàòà `âúçðàñò' â
íîâàòà êàòåãîðèÿ `[18, 23)' íå áè äîâåëî äî çíà÷èìà çàãóáà íà èíôîðìà-
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öèÿ, à ñúùåâðåìåííî äî ïîòèñêàíå íà íåîïðåäåëåíîñòòà âúâ âàðèàöèÿòà
íà èçõîäà. Òîâà e ïîêàçàíî íà ôèãóðàòà è òúé êàòî âåëè÷èíàòà yk å
áèíîìíà, ïî îðäèíàòàòà å äàäåíî îòíîøåíèåòî gi/bi.

Ñ êàòåãîðèçàöèÿòà ìîæå äà ñå îò÷åòå è àïðèîðíà èíôîðìàöèÿ çà ñèñ-
òåìàòà. Ãðóïàòà `[18, 23)' íàïðèìåð ìîæå äà ñúäúðæà íàé-âå÷å ñòóäåíòè
è äà ñå î÷àêâà, ÷å òÿõíîòî ïîâåäåíèå êàòî öÿëî å ñõîäíî, íî ñúùåâðå-
ìåííî ñå ðàçëè÷àâà îò ñðåäíîòî çà ãðóïàòà `[23, 27)' è ò.í.

Òàêà ñ êàòåãîðèçàöèÿòà ìîæå äà ñå ïîòèñíå íåîïðåäåëåíîñòòà â äàí-
íèòå ñ öåíàòà íà íåãîëÿìà çàãóáà íà ïîëåçíà èíôîðìàöèÿ. Íåñëó÷àéíî
â îáëàñòè êàòî îöåíêà íà êðåäèòíèÿ ðèñê êàòåãîðèçàöèÿòà (çàâèñåùà
êàêòî îò ÷èñòî ñòàòèñòè÷åñêè ñúîáðàæåíèÿ, îò áèçíåñ ëîãèêàòà, òàêà è
îò îïèòà íà èçñëåäîâàòåëÿ) îòíåìà çíà÷èòåëíà ÷àñò îò âðåìåòî íà öÿ-
ëîñòíèÿ ïðîöåñ íà èäåíòèôèêàöèÿ.

Äðóãà âúçìîæíîñò, êîÿòî êàòåãîðèçàöèÿòà äàâà, å ìîäåëèðàíåòî íà
íåëèíåéíè çàâèñèìîñòè ñ ïîìîùòà íà ëèíååí ìîäåë. Íà Ôèãóðà 2.24 ñå
âèæäà, ÷å äî îêîëî 55 ãîäèíè ñ íàðàñòâàíå íà âúçðàñòòà íàðàñòâà è òåí-
äåíöèÿòà êðåäèòîèñêàòåëèòå äà ñà äîáðè, ñëåä êîåòî ñå íàáëþäàâà ñïàä.
Ñúùî òàêà ïúðâîíà÷àëíîòî íàðàñòâàíå íå å ëèíåéíî. Ïî òàçè ïðè÷èíà
íå å óäà÷íî äà ñå òúðñè ëèíåéíà âðúçêà ìåæäó âúçðàñòòà è âåðîÿòíîñò-
òà çà äîáðî ïîâåäåíèå íà êëèåíòèòå íà áàíêàòà. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî
ôàêòîðúò âúçðàñò ñå êàòåãîðèçèðà è ñëåä òîâà ñå êîäèðà ñ ôèêòèâíè
ïðîìåíëèâè, âñÿêà êàòåãîðèÿ áè ó÷àñòâàëà â ëèíåéíèÿ ìîäåë íåçàâè-
ñèìî îò îñòàíàëèòå, êàòî íà âñÿêà ôèêòèâíà ïðîìåíëèâà áè îòãîâàðÿë
ñúîòâåòåí ïàðàìåòúð íà ìîäåëà.

категоризация

независеща
от изхода

според
стойностите
на променл.

според
честотата

на променл.

зависеща
от изхода

според
критерия

за оптималност

Ôèãóðà 2.25. Ìåòîäè çà êàòåãîðèçàöèÿ
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Âèäîâå êàòåãîðèçàöèÿ

Â äîëíèòå ðàçãëåæäàíèÿ çà îïðîñòÿâàíå íà èçëîæåíèåòî îòíîâî ñå
èçïîëçâàò MISO ìîäåëè. Àêî ñèñòåìàòà å ñ ïîâå÷å èçõîäè, òîãàâà ìåòî-
äèòå ñå ïðèëàãàò ïîîòäåëíî çà âñåêè èçõîä.

Åäíà êëàñèôèêàöèÿ íà ìåòîäèòå çà êàòåãîðèçàöèÿ å äàäåíà íà Ôè-
ãóðà 2.25. Ñïîðåä íåÿ èìà äâå îñíîâíè ãðóïè ìåòîäè. Åäíàòà å áåç îò-
÷èòàíå, à äðóãàòà å ñ îò÷èòàíå ñòîéíîñòèòå íà èçõîäà.

Êàòåãîðèçàöèÿ, íåçàâèñåùà îò èçõîäà

Ìåòîäèòå, êîèòî íå çàâèñÿò îò èçõîäà, ñå ïðèëàãàò, êîãàòî ïðîìåí-
ëèâàòà å ìåòðè÷íà. Òå ñå äåëÿò íà òàêèâà, êîèòî èçïîëçâàò äèðåêòíî
ñòîéíîñòèòå íà ïðîìåíëèâàòà, ïîäëåæàùà íà êàòåãîðèçàöèÿ, è òàêèâà,
êîèòî èçïîëçâàò ÷åñòîòàòà íà ôîðìèðàíèòå ãðóïè (áðîé èëè ïðîöåíòíî
ñúîòíîøåíèå íà ïîÿâèòå íà ñòîéíîñòè îò âñÿêà ãðóïà â äàííèòå).

Ôèãóðà 2.26. Êàòåãîðèçàöèÿ, íåçàâèñåùà îò èçõîäà, ñ êðèòåðèè: ðàâíè èí-
òåðâàëè (à) è ðàâåí áðîé íàáëþäåíèÿ â ãðóïèòå (á)

Ñòîéíîñòèòå íà ïðîìåíëèâàòà ìîæå äà ñå èçïîëçâàò, çà äà ñå ôîð-
ìèðàò êàòåãîðèè, íàïðèìåð ïðåç ðàâíè èíòåðâàëè, êàêòî å ïîêàçàíî íà
Ôèãóðà 2.26 (à) � èíäèâèäèòå ñà ðàçäåëåíè íà ãðóïè ïðåç 5 ãîäèíè, íî çà
ðàçëèêà îò Ôèãóðà 2.24 òóê ïî îðäèíàòàòà ñà íàíåñåíè ÷åñòîòèòå. Ïðè
ìåòîäèòå ñ îò÷èòàíå íà ÷åñòîòàòà íà ãðóïèòå íàé-÷åñòî ñòðåìåæúò å äà
ñå ôîðìèðàò ãðóïè ñ ðàâåí (äîêîëêîòî å âúçìîæíî) áðîé íàáëþäåíèÿ
âúâ âñÿêà ãðóïà. Òàêà, àêî êúì äàííèòå îò Ôèãóðà 2.24 ñå ïðèëîæè êà-
òåãîðèçàöèÿ ñ îò÷èòàíå íà ÷åñòîòàòà, òúé êàòî 70% îò êàíäèäàòèòå ñà
íà âúçðàñò ìåæäó 18 è 35 ãîäèíè, òî ñå î÷àêâà èíòåðâàëèòå, îòãîâàðÿùè
íà ãðóïèòå â òîçè äèàïàçîí, äà ñà çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêè îò òåçè, èçâúí
äèàïàçîíà. Íà Ôèãóðà 2.26 (á) å ïîêàçàí ðåçóëòàòúò îò òàçè êàòåãîðè-
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çàöèÿ. Îò ñòàòèñòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà ñòðåìåæúò âúâ âñÿêà ãðóïà äà
èìà äîñòàòú÷íî äàííè, å ñ öåë èíôîðìàöèÿòà, ñúäúðæàùà ñå â ãðóïè-
òå, äà ñå îò÷åòå êîðåêòíî îò ìîäåëà. Àêî ìàëêî íàáëþäåíèÿ ïîïàäàò â
îïðåäåëåíà ãðóïà, òî å âúçìîæíî îöåíêàòà íà ïàðàìåòúðà, ñâúðçàí ñúñ
ñúîòâåòíàòà ôèêòèâíà ïðîìåíëèâà, äà å íåòî÷íà, çàùîòî çàâèñè òâúðäå
ìíîãî îò íåîïðåäåëåíîñòòà. Ñúùî òàêà, àêî â åäíà ãðóïà ïîïàäàò ïî÷òè
âñè÷êè íàáëþäåíèÿ, òî ôèêòèâíàòà ïðîìåíëèâà (íåêà å di,k), êîÿòî ÿ
îïèñâà, ïî÷òè âèíàãè áè ïðèåìàëà ñòîéíîñò 1. Òîâà ñúùî íå å æåëàòåë-
íî îò ãëåäíà òî÷êà íà ìîäåëèðàíåòî, òúé êàòî ñå ãóáè èíôîðìàöèÿ îò
ñëèâàíåòî, à ïîðàäè ñëàáàòà âàðèàöèÿ íà di,k îöåíêàòà íà ïàðàìåòúðà
îòíîâî áè áèëà íåòî÷íà.

Ìåòîäèòå çà êàòåãîðèçàöèÿ, îïèñàíè ïî-äîëó, ñà ïðåäïî÷èòàíè, òúé
êàòî êàòåãîðèèòå ñå ôîðìèðàò òàêà, ÷å äà ñà ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷è-
ìè îò ãëåäíà òî÷êà íà çàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà. Ñúùî òàêà, âúïðåêè
ïî-ñëîæíàòà ëîãèêà íà ñëåäâàùèòå ìåòîäè, âñè÷êè ìåòîäè çà êàòåãîðè-
çàöèÿ ìîæå äà ñå àâòîìàòèçèðàò.

Êàòåãîðèçàöèÿ, çàâèñåùà îò èçõîäà

Ìåòîäèòå îò òàçè ãðóïà ìîæå äà ñå ïðèëîæàò, êîãàòî èçõîäèòå ïðèå-
ìàò ñòîéíîñòè îò íåèçáðîèìî ìíîæåñòâî (íåïðåêúñíàòè ïî íèâî ïðîìåí-
ëèâè), êàòî ïðèåìàò äèñêðåòíè ïî íèâî ñòîéíîñòè (íàïðèìåð áèíîìåí
èçõîä: `çäðàâîñëîâíî ñúñòîÿíèå' = {`áîëåí', `çäðàâ'}), à ñúùî è àêî ñà
íåìåòðè÷íè (`âèä ïîâðåäà' = {`ïðåêúñíàòà ñòàòîðíà íàìîòêà', `ïîâðåäà
â ðåäóêòîðà', `ïîâðåäà â òàõîìåòúðà' è äð.}).

Îáèêíîâåíî òàçè êàòåãîðèçàöèÿ ñå èçâúðøâà, êîãàòî ìîäåëúò ùå ñå
èçïîëçâà çà êëàñèôèöèðàíå íà ïîâåäåíèåòî íà îáåêòà ñïîðåä îïèñâà-
ùèòå ãî õàðàêòåðèñòèêè. Çà ðàçëèêà îò ïúðâàòà ãðóïà ìåòîäè, êîèòî
ìîæå äà ñå ïðèëîæàò è âúðõó èçõîäà, òóê êàòåãîðèçàöèÿòà ñå ïðèëàãà
ñàìî âúðõó ôàêòîðèòå. Öåëòà å íîâîñôîðìèðàíèòå ãðóïè äà ñà êîëêîòî
å âúçìîæíî ïî-ðàçíîðîäíè îò ãëåäíà òî÷êà íà ñòîéíîñòèòå íà èçõîäà.
Êàêòî áåøå îïèñàíî â ïðåäèøíàòà ïîäòî÷êà, àêî èìà ñòîéíîñòè íà ôàê-
òîð, çà êîèòî èçõîäúò ïðèåìà ñõîäíè ñòîéíîñòè (â ðàìêèòå íà íèâîòî íà
íåîïðåäåëåíîñò), òå å æåëàòåëíî äà ñå îáåäèíÿò â îáùà ãðóïà. Êàòåãî-
ðèçèðàíåòî íà ôàêòîðèòå ñ öåë ìàêñèìèçèðàíå íà ðàçíîðîäíîñòòà íà
ãðóïèòå å îïòèìèçàöèîííà çàäà÷à. Ìåòîäèòå ñå ðàçëè÷àâàò íàé-âå÷å ïî
êðèòåðèÿ, êîéòî ñå îïòèìèçèðà. ×åñòî èçïîëçâàíè êðèòåðèè ñà χ2, VîI
(Value of Information), Gini è äð. [41], îïèñàíè â ïðèìåðà íà òî÷êà 2.2.3.2.

Îïòèìèçàöèÿòà ñå èçâúðøâà ïðè íàëè÷èåòî íà îãðàíè÷åíèÿ êàòî:

• ìàêñèìàëåí áðîé íèâà íà êàòåãîðèçèðàíàòà ïðîìåíëèâà;
• ìîíîòîííî èçìåíåíèå íà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè íà èçõîäà çà ãðóïèòå
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(yi å ìîíîòîííà ñïðÿìî i);
• ìèíèìàëåí áðîé íàáëþäåíèÿ â ãðóïà íàä îïðåäåëåí ïðàã;
• ìàêñèìàëåí áðîé íàáëþäåíèÿ â ãðóïà ïîä îïðåäåëåí ïðàã è äð.

Ñ óñëîâèåòî çà ìîíîòîíåí òðåíä ìîæå äà ñå îò÷èòàò íÿêîè àïðèîðíè
çíàíèÿ. Îáèêíîâåíî òîâà îãðàíè÷åíèå â îïòèìèçàöèîííàòà ïðîöåäóðà
ïðîèçëèçà îò çíàíèÿòà çà ïðèëîæíàòà îáëàñò. Íàïðèìåð èçâåñòíî å, ÷å
ñ íàðàñòâàíå íà äîõîäà òðåíäúò â ñòîéíîñòèòå íà gi/bi ñå î÷àêâà äà
å ïîëîæèòåëåí, ò.å. î÷àêâà ñå êàíäèäàòèòå äà ñòàâàò ïî-ìàëêî ðèñêîâè,
êîãàòî äîõîäúò èì ñå óâåëè÷àâà. Ñúîòâåòíî áàíêàòà íå áè ïðèåëà ìîäåë,
àêî èìà íåëîãè÷íè òðåíäîâå è íÿìà ñåðèîçíî áèçíåñ îáÿñíåíèå çà òîâà.
Â òàêèâà ñëó÷àè å æåëàòåëíî ìîíîòîííîñòòà íà î÷àêâàíèÿ òðåíä äà ñå
ãàðàíòèðà îùå íà åòàïà íà ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîòêà íà äàííèòå.

Êîãàòî áðîÿò íà âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè íà ïúðâîíà÷àëíàòà ïðîìåí-
ëèâà å ãîëÿì è îñîáåíî àêî òÿ å íåïðåêúñíàòà, ïúðâî ñå èçâúðøâà êàòåãî-
ðèçàöèÿ áåç îò÷èòàíå íà ñòîéíîñòèòå íà èçõîäà. Öåëòà å äà ñå îãðàíè÷àò
íèâàòà íà ïðîìåíëèâàòà, ïðåäè äà ñå ñòàðòèðà çíà÷èòåëíî ïî-ñëîæíèÿò
îïòèìèçàöèîíåí ìåòîä çà êàòåãîðèçàöèÿ ñ îò÷èòàíå íà èçõîäà.

2.2.3 Àíàëèç íà äàííè

Îáèêíîâåíî ïîëó÷àâàíåòî íà íàáîð îò äàííè, êîéòî äà äîâåäå äî
ôîðìèðàíåòî íà äîñòîâåðåí ìîäåë, îùå íà òîçè åòàï îò èäåíòèôèêàöè-
ÿòà å ñâúðçàíî ñ ïðîâåæäàíåòî íà ñåðèÿ îò àíàëèçè. Ïîâå÷åòî îò îïèñà-
íèòå äî ìîìåíòà ñòúïêè ñúùî èçèñêâàò àíàëèç, íàïðèìåð çà êîðåêòíî
îò÷èòàíå íà íåõàðàêòåðíè è ëèïñâàùè ñòîéíîñòè, çà êà÷åñòâåíà êàòåãî-
ðèçàöèÿ, çàâèñåùà îò èçõîäà è ò.í.

Íà òîçè åòàï îò ìîäåëèðàíåòî ñå ðàçãðàíè÷àâàò àíàëèçè íà:

• îòäåëíà ïðîìåíëèâà;
• ãðóïè îò ïðîìåíëèâè.

Îò ãëåäíà òî÷êà íà òîâà, äîêîëêî èçñëåäîâàòåëÿò ïðåäâàðèòåëíî å
çàïîçíàò ñúñ ñèñòåìàòà, àíàëèçúò ìîæå äà å íåçàìåíèì çà ïúðâîíà÷àë-
íàòà îðèåíòàöèÿ â äàííèòå.

×àñò îò àíàëèçèðàíåòî íà äàííèòå è âçåìàíåòî íà ðåøåíèÿ ìîæå
äà ñå àâòîìàòèçèðà. Ïî-òðóäíà çà àâòîìàòèçàöèÿ å òàçè ÷àñò, êîÿòî å
ñâúðçàíà ñ îò÷èòàíåòî íà àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ. Âúïðåêè òîâà, êî-
ãàòî èäåíòèôèêàöèÿòà â îïðåäåëåíà ïðèëîæíà îáëàñò ñå èçïúëíÿâà ðå-
ãóëÿðíî, äîðè è òàçè ÷àñò (äî èçâåñòíà ñòåïåí) ìîæå è å öåëåñúîáðàçíî
äà ñå àâòîìàòèçèðà.
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2.2.3.1 Ïúðâîíà÷àëíà îðèåíòàöèÿ â äàííèòå

Êà÷åñòâåíîòî ïðîòè÷àíå íà èäåíòèôèêàöèÿòà ÷åñòî å ñâúðçàíî ñ èçó-
÷àâàíå íà îñîáåíîñòèòå íà îáåêòà ïî âðåìå íà âñåêè íåèí åòàï. Ïîíÿêîãà
èçñëåäîâàòåëÿò èìà íóæäà äà èçó÷è âíèìàòåëíî äàííèòå íå ñàìî çà äà
èçáåãíå ãðåøíè ñòîéíîñòè èëè äà ïîäïîìîãíå îáðàáîòêàòà, íî è çà äà
âíèêíå â ñêðèòàòà ëîãèêà, êàòî íàìèðà ïîòâúðæäåíèå íà àïðèîðíèòå
çíàíèÿ â äàííèòå èëè (â îáðàòíà ïîñîêà) òúðñè îáÿñíåíèå íà íàáëþ-
äàâàíèòå ñâîéñòâà â äàííèòå, ñúáèðàéêè äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà
ñèñòåìàòà. Áëàãîäàðåíèå íà òàçè äåéíîñò ñå íàòðóïàò íîâè çíàíèÿ è å
âúçìîæíî ðåçóëòàòúò îò èäåíòèôèêàöèÿòà êà÷åñòâåíî äà ñå ïîäîáðè.

Îñîáåíî êîãàòî èçñëåäîâàòåëÿò íå å ó÷àñòâàë â ïðîâåæäàíåòî íà åê-
ñïåðèìåíòà, òîé èìà íóæäà îò ïúðâîíà÷àëíà îðèåíòàöèÿ � êàêâè äàííè
ñå ñúäúðæàò â ïðåäîñòàâåíèÿ ìó íàáîð. Â òîâà îòíîøåíèå ñà îïèñàíè
äâà àíàëèçà, íàðå÷åíè ñòàòèñòè÷åñêè è ÷åñòîòåí. Ïðè åäèíèÿ ñå îïðå-
äåëÿò ñòàòèñòè÷åñêè õàðàêòåðèñòèêè, îïèñâàùè êàòî öÿëî äàííèòå çà
îòäåëíèòå ïðîìåíëèâè, à ïðè âòîðèÿ àíàëèç ñå èçñëåäâàò åêñïåðèìåí-
òàëíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà âåëè÷èíèòå.

Ñòàòèñòè÷åñêè àíàëèç

Ïúðâèÿò àíàëèç ñëåä ïîëó÷àâàíåòî íà äàííèòå, êîéòî å æåëàòåë-
íî äà ñå ïðîâåäå, å ñòàòèñòè÷åñêèÿò. Ïðè íåãî èçñëåäîâàòåëÿò ñå çà-
ïîçíàâà îáùî ñ äàííèòå çà âñÿêà âåëè÷èíà è åâåíòóàëíî ïðàâè âðúçêà
ñ ïðåäâàðèòåëíîòî çíàíèå çà ñèñòåìàòà. Òîâà âêëþ÷âà èçîëèðàíåòî íà
ëèïñâàùè ñòîéíîñòè, îïðåäåëÿíåòî íà òèïà íà ïðîìåíëèâàòà (îò êîéòî
çàâèñè êàê ùå ñå èíòåðïðåòèðàò è îáðàáîòâàò ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè),
îïðåäåëÿíåòî íà äèàïàçîíà íà èçìåíåíèå, ñóìàòà îò ñòîéíîñòèòå (êîå-
òî å ïîëåçíî ïðè ïðîìåíëèâè, èìàùè ñìèñúë íà áðîéêè èëè ôëàãîâå),
ñðåäíàòà ñòîéíîñò, ñòàíäàðòíîòî îòêëîíåíèå, ìåäèàíàòà, ìîäàòà, ïðî-
öåíòèëè (ïðèìåðíî 5-è, 95-è) è äð.

Òåçè è äðóãè ñòàòèñòè÷åñêè õàðàêòåðèñòèêè ñà îïèñàíè ïîäðîáíî â
[112]. Ñ òÿõíà ïîìîù, îïðåäåëåíà èíôîðìàöèÿ çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà
ïðîìåíëèâèòå ñå ïðåäñòàâÿ ñúñ ñêàëàðíè ñòîéíîñòè, êîåòî óëåñíÿâà àâ-
òîìàòèçèðàíîòî âçåìàíå íà ðåøåíèÿ çà ñëåäâàùè ñòúïêè, êîèòî òðÿáâà
äà ñå ïðåäïðèåìàò ïî îòíîøåíèå íà äàííèòå. Íàïðèìåð àâòîìàòè÷íî
ìîæå ñòîéíîñòèòå ïîä 5-èÿ è/èëè íàä 95-èÿ ïðîöåíòèë äà ñå çàìåñòÿò
ñúñ ñòîéíîñòòà íà ñúîòâåòíèÿ ïðîöåíòèë. Òîâà å ñòàíäàðòíà äåéíîñò â
íÿêîè àâòîìàòèçèðàíè ìåòîäîëîãèè, ñ êîÿòî ñå íàìàëÿâà âëèÿíèåòî íà
íåõàðàêòåðíèòå ñòîéíîñòè íà ïðîìåíëèâèòå, âîäåùè ïîíÿêîãà äî ò.íàð.
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òåæêè îïàøêè â ðàçïðåäåëåíèÿòà íà äàííèòå (âèæ òî÷êà 3.2.7). Ñúùî
ïðè ãîëÿì áðîé ëèïñâàùè ñòîéíîñòè ïðîìåíëèâàòà ìîæå äà ñå èçêëþ÷è
îò íàáîðà è ò.í.

×åñòîòåí àíàëèç

Òîçè àíàëèç ñå ïðèëàãà çà èçñëåäâàíå íà ðàçïðåäåëåíèåòî íà êàòåãî-
ðèéíà (íåìåòðè÷íà èëè äèñêðåòèçèðàíà ïî íèâî ìåòðè÷íà) ïðîìåíëèâà.
Ïðè íåãî çà âñÿêà îò ñðåùàíèòå â íàáîðà ñòîéíîñòè íà ïðîìåíëèâàòà ñå
îïðåäåëÿ ÷åñòîòàòà, â ñìèñúë íà áðîé (èëè ïî-÷åñòî â ïðîöåíòè) ïîÿâè
íà ñòîéíîñòòà. Ñúùî ÷åñòî ñå èçñëåäâà êóìóëàòèâíàòà ÷åñòîòà, ñðåäíàòà
ñòîéíîñò íà âñÿêà ãðóïà, àêî ïðåäè òîâà ïðîìåíëèâàòà å êàòåãîðèçèðà-
íà, è äð. Âèçóàëèçàöèÿòà íà ÷åñòîòèòå óëåñíÿâà àíàëèçà.

Ôèãóðà 2.27. ×åñòîòà íà ïðîäàæáèòå íà õëÿá (à) è õëàäèëíèöè (á)

Íà Ôèãóðà 2.27 ñà ïðåäñòàâåíè ÷åñòîòèòå (áðîé ïðîäàæáè) â ðàçëè÷-
íè ïîäèíòåðâàëè íà ïðîìåíëèâàòà `ïðîäàæáè'. Òàêà èçñëåäîâàòåëÿò ìî-
æå äà íàïðàâè çàêëþ÷åíèå çà òîâà, äàëè îïðåäåëåíè ïðîäóêòè ñå òúðñÿò
ðåãóëÿðíî (êàòî õëÿá, ïëîäîâå è äð., ïðè êîèòî ïðîäàæáèòå èìàò ðàç-
ïðåäåëåíèå, áëèçêî äî íîðìàëíîòî), èëè òúðñåíåòî å íåðåãóëÿðíî (íàï-
ðèìåð íà áÿëà òåõíèêà, òåëåâèçîðè è äð., ïðîäàæáèòå íà êîèòî èìàò
ïîàñîíîâî ðàçïðåäåëåíèå). Â çàâèñèìîñò îò âèäà íà ðàçïðåäåëåíèåòî, ñå
èçáèðà è ïîäõîäÿù ìåòîä çà ñúùèíñêîòî ïîñòðîÿâàíå íà ìîäåëà [83, 121].
Îöåíêàòà íà ðàçïðåäåëåíèåòî íà ïðîäóêòà ñúùî ìîæå äà ñå àâòîìàòè-
çèðà, êàòî ñå îïðåäåëè ðàçëèêàòà ìåæäó ðàçïðåäåëåíèåòî íà äàííèòå è
íà òåîðåòè÷íîòî íîðìàëíî è ïîàñîíîâî ðàçïðåäåëåíèå.
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2.2.3.2 Èíôîðìàòèâíîñò íà ôàêòîð

Ïîíÿêîãà òîçè àíàëèç ñå íàðè÷à õàðàêòåðèñòè÷åí, òúé êàòî ñå èçñ-
ëåäâà âðúçêàòà ìåæäó äàäåí ôàêòîð è èçõîä íà ñèñòåìàòà. Íåâèíàãè
ãîëÿìàòà âàðèàöèÿ íà ôàêòîð îçíà÷àâà, ÷å îáåêòúò å êà÷åñòâåíî âúçáó-
äåí. Ìîæå èçõîäúò äà íå å ÷óâñòâèòåëåí êúì ôàêòîðà è òîâà îçíà÷àâà,
÷å òàçè ïðîìåíëèâà èìà ñìèñúë ïî-ñêîðî íà øóì, îòêîëêîòî íà ïîëå-
çåí ñèãíàë. Â äîëíèÿ ïðèìåð ñà ñïîìåíàòè íÿêîè ñòàòèñòèêè, ñ êîèòî
ñå îöåíÿâà êîëè÷åñòâîòî èíôîðìàöèÿ çà èçõîäà, ñúäúðæàùî ñå â äàäåí
ôàêòîð.

Ïðèìåð. Èíôîðìàòèâíîñò íà ôàêòîð ïðè áèíîìåí èçõîä

Àêî yk å áèíîìåí, òî ïðè õàðàêòåðèñòè÷íèÿ àíàëèç ñå îöåíÿâà äèñ-
êðèìèíàòèâíîñòòà íà ôàêòîðà, â ñìèñúë êîëêî êà÷åñòâåíî òîé ðàçãðà-
íè÷àâà ñòîéíîñòèòå íà èçõîäà. Çà äà ñå ïîëó÷è êîëè÷åñòâåíà ïðåäñòàâà
çà òîâà, ñå èç÷èñëÿâàò ñòàòèñòèêè êàòî ñòåïåí íà èíôîðìàòèâíîñò VoI
(Value of information, íàðè÷àíà îùå Kullback�Leibler divergence):

VoI =
N∑
i=1

(
gi
G
− bi

B

)
ln

gi/G

bi/B
,

èíäåêñ íà ðàçëè÷èå (Diversity Index):

D = 1−
N∑
i=1

gibi
gi + bi

G+ b

GB
,

êîéòî ñå èçìåíÿ îò 0 äî 1, êàòî ïðè D = 1 ôàêòîðúò äèñêðèìèíèðà
íàëúëíî ñòîéíîñòèòå íà èçõîäà, êàêòî è êîåôèöèåíò íà Äæèíè (Gini),
ñòàòèñòèêà íà Êîëìîãîðîâ-Ñìèðíîâ KS (Kolmogorov-Smirnov) è äð. Òå
çà îïèñàíè ïîäðîáíî â [41]. ♢

Âàæíî óñëîâèå çà ïîëó÷àâàíå íà èíôîðìàòèâíè äàííè å âñåêè îò
âõîäíèòå ñèãíàëè äà âúçáóæäà èçõîäèòå íà ñèñòåìàòà. Ïðè ïðîâåæäàíå-
òî íà àêòèâåí åêñïåðèìåíò òîâà ìîæå äà ñå ïîñòèãíå, íî êîãàòî äàííèòå
ñà ñúáðàíè ïàñèâíî, íÿìà ãàðàíöèÿ çà èçïúëíåíèå íà òîâà óñëîâèå. Â
ðåçóëòàò îò àíàëèçèòå äî ìîìåíòà ìîæå äà ñå ïðåöåíè êîè âõîäîâå íå
âúçáóæäàò îáåêòà è êîè èçõîäè ñà íåâúçáóäåíè. Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å
ôîêóñúò íà èçñëåäîâàòåëÿ äà ñå êîíöåíòðèðà âúðõó òàçè ÷àñò îò ñèñ-
òåìàòà, çà êîÿòî èìà ïîäõîäÿùè çà ìîäåëèðàíå äàííè. Âúïðåêè òîâà
(êàêòî å îïèñàíî â ñëåäâàùàòà òî÷êà) íå òðÿáâà äà ñå áúðçà ñ ïðåìàõ-
âàíåòî íà ôàêòîðè, êîèòî (ïîîòäåëíî) íå âëèÿÿò ñèëíî íà èçõîäà.
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2.2.3.3 Èíôîðìàòèâíîñò íà ãðóïà ôàêòîðè

Îñâåí èçó÷àâàíåòî íà ôàêòîðèòå ïîîòäåëíî å âàæíî òå äà ñå ðàçã-
ëåæäàò è íà ãðóïè. Âúçìîæíî å íÿêîè ôàêòîðè, êîèòî íå ñà ñâúðçàíè
ñèëíî ñ èçõîäà, êîãàòî ñà â ãðóïà, äà äîïðèíåñàò ÷óâñòâèòåëíî çà íå-
ãîâîòî îïèñàíèå. Òàêàâà ñèòóàöèÿ ñå íàáëþäàâà, êîãàòî ôàêòîðèòå íå
ñà êîðåëèðàíè ïîìåæäó ñè è ñóìàðíàòà èíôîðìàöèÿ â òÿõ îñåçàòåëíî
ïîäîáðÿâà ìîäåëà. Ñúùî òàêà ìîæå ôàêòîðè, êîèòî ñà èíôîðìàòèâíè,
â ãðóïà äà íå äîïðèíàñÿò ÷óâñòâèòåëíî ïîâå÷å, îòêîëêîòî ïîîòäåëíî.
Îáÿñíåíèå çà òîâà å, ÷å òå ñà ñèëíî êîðåëèðàíè ïîìåæäó ñè, êîåòî çíà-
÷è, ÷å ãîëÿìà ÷àñò îò èíôîðìàöèÿòà â òÿõ ñå ïðèïîêðèâà è ó÷àñòèåòî
íà åäèí îò ôàêòîðèòå â ìîäåëà îáåçñìèñëÿ èçïîëçâàíåòî íà îñòàíàëè-
òå. Åòî çàùî íå òðÿáâà äà ñå áúðçà ñ èçâîäèòå, ïðåäè äà ñå ïðîâåðè
èíôîðìàòèâíîñòòà íà ôàêòîðèòå â ãðóïà.

Êîðåëàöèîíåí àíàëèç

Ïðè àíàëèçà íà âðúçêàòà ìåæäó ñèãíàëè îáèêíîâåíî ñå îïðåäåëÿ ñè-
ëàòà íà çàâèñèìîñòòà, íåéíàòà ïîñîêà è ôîðìà. Ïúðâàòà çàäà÷à å îáåêò
íà êîðåëàöèîííèÿ àíàëèç, à âòîðàòà è òðåòàòà çàäà÷à � íà ðåãðåñèîí-
íèÿ. Ðåãðåñèîííèÿò àíàëèç íÿìà äà ñå ðàçãëåæäà îòäåëíî, òúé êàòî òîé
å ñâúðçàí ñ îïðåäåëÿíåòî íà ìîäåë (â ñëó÷àÿ çà öåëèòå íà àíàëèçà), à
òàçè òåìà å ïîäðîáíî ðàçãëåäàíà â Òðåòà ãëàâà.

Ñïîðåä òîâà, äàëè ñå èçó÷àâà åäèíè÷íà âðúçêà èëè ìíîæåñòâî îò
âðúçêè ñ äàäåí èçõîä, êîðåëàöèîííèÿò àíàëèç å åäèíè÷åí èëè ìíîæåñ-
òâåí.

Åäèíè÷åí êîðåëàöèîíåí àíàëèç

Àêî ñêàëàðíèòå âåëè÷èíè x è y ñà êîëè÷åñòâåíè (íå å íóæíî åäíàòà
äà å èçõîäíà, à äðóãàòà äà å ôàêòîð � ìîæå äà ñå ïðîâåðÿâà çàâèñèìîñòòà
ìåæäó ôàêòîðè èëè ìåæäó èçõîäè), ïîäõîäÿù èçìåðèòåë íà ñèëàòà íà
âðúçêàòà ìåæäó òÿõ å êîðåëàöèîííèÿò êîåôèöèåíò íà Ïèúðñúí:

ρxy =
σ2
xy

σyσx
=

∑N
k=1(xk − x̄)(yk − ȳ)√∑N

k=1(xk − x̄)2
∑N

k=1(yk − ȳ)2
.

Òîé å îïèñàí â 2.2.2.5 îò ãëåäíà òî÷êà íà òðàíñôîðìèðàíåòî íà ôàê-
òîðèòå. Ñ íåãî ìîæå äà ñå óñòàíîâè òèïúò íà çàâèñèìîñòòà ìåæäó x è
y. Íàïðèìåð, àêî ñòîéíîñòèòå íà x ñå êîðåíóâàò è ρxy íàðàñíå ÷óâñò-
âèòåëíî ñïðÿìî ñòîéíîñòòà ìó çà ïúðâîíà÷àëíèòå äàííè, òî ìîæå äà
ñå ïðåäïîëîæè, ÷å ôóíêöèîíàëíàòà çàâèñèìîñò y = f(x) å áëèçêà äî
êâàäðàòè÷íàòà.
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(а) (б)

(в)

Ôèãóðà 2.28. Êîðåëàöèîíåí êîåôèöèåíò ïðè ðàçëè÷íà ñòåïåí íà ëèíåéíà
çàâèñèìîñò: ñëàáà (à), óìåðåíà (á) è ñèëíà (â) çàâèñèìîñò ìåæäó x̃ è y

(а) (б)

Ôèãóðà 2.29. Êîðåëàöèîíåí êîåôèöèåíò ïðè ìíîãî ñèëíà ëèíåéíà (à) è íå-
ëèíåéíà (á) çàâèñèìîñò ìåæäó x̃ è y
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Îò ïîñëåäíàòà ôîðìóëà ñå âèæäà, ÷å êîåôèöèåíòúò íà Ïèúðñúí å êî-
ìóòàòèâåí, â ñìèñúë ÷å ρxy = ρyx. Ñòîéíîñòòà ìó å â èíòåðâàëà [−1, 1].
Êîëêîòî ρ å ïî-ãîëÿì ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò, òîëêîâà âðúçêàòà ìåæäó
ñèãíàëèòå å ïî-áëèçêà äî ëèíåéíàòà (êîåòî ñå èçïîëçâà â òðàíñôîðìà-
öèîííèÿ àíàëèç).

Íà Ôèãóðà 2.28 ñà äàäåíè äèàãðàìèòå íà ðàçñåéâàíå (íàðè÷àíè îùå
òî÷êîâè äèàãðàìè) íà x è y ïðè ðàçëè÷íà ñèëà íà ëèíåéíàòà çàâèñèìîñò.
Íà Ôèãóðà 2.29 å ïðåäñòàâåíà ñèëíà ëèíåéíà è íåëèíåéíà çàâèñèìîñò.
Âèæäà ñå, ÷å âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé êîðåëàöèîííèÿò êîåôèöèåíò å áëèçúê
äî íóëà.

Òàáëèöà 2.3. Ñòåïåí íà êîðåëàöèîííà çàâèñèìîñò è ñòîéíîñòè íà |ρ|

ñòåïåí íà êîðåëàöèÿ äèàïàçîí

ñëàáà 0 ≤ |ρ| ≤ 0.3

óìåðåíà 0.3 < |ρ| ≤ 0.5

çíà÷èòåëíà 0.5 < |ρ| ≤ 0.7

ñèëíà 0.7 < |ρ| ≤ 0.9

ìíîãî ñèëíà 0.9 < |ρ| ≤ 1

Â Òàáëèöà 2.3 ñà äàäåíè ïðèåòèòå ñòåïåíè íà ñèëà íà âðúçêàòà è
ñúîòâåòíèòå äèàïàçîíè íà èçìåíåíèå íà |ρ|.

(а) (б)

Ôèãóðà 2.30. Íàðàñòâàùà (à) è íàìàëÿâàùà (á) çàâèñèìîñò è çíàê íà ρ

Êîãàòî ρ > 0, êîðåëàöèÿòà å ïðàâà (Ôèãóðà 2.30) � ñ íàðàñòâàíå
íà åäíàòà âåëè÷èíà òåíäåíöèÿòà å äà íàðàñòâà è äðóãàòà. Â ïðîòèâåí
ñëó÷àé (ïðè ρ < 0) å îáðàòíà, ò.å. ñ íàðàñòâàíå íà åäíàòà âåëè÷èíà,
òåíäåíöèÿòà å äðóãàòà äà íàìàëÿâà).
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Òúé êàòî ñòîéíîñòòà íà êîåôèöèåíòà íà êîðåëàöèÿ ñå îïðåäåëÿ íà
áàçàòà íà äàííè, ñúäúðæàùè íåîïðåäåëåíîñò, ñòîéíîñòòà ìó (êàêòî è
âñè÷êè ñòàòèñòè÷åñêè õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëåíè íà áàçàòà íà åêñïå-
ðèìåíòàëíè äàííè) èìà âåðîÿòíîñòåí õàðàêòåð. Ïîðàäè òîâà êîðåëàöè-
îííèÿò àíàëèç ìîæå äà çàâúðøè ñ ïðîâåðêà íà õèïîòåçàòà çà ñòàòèñòè-
÷åñêà çíà÷èìîñò íà ñòîéíîñòòà ìó. Íóëåâàòà õèïîòåçà å, ÷å íå ñúùåñòâó-
âà âðúçêà ìåæäó âåëè÷èíèòå, ò.å. òåîðåòè÷íàòà ñòîéíîñò å ρT = 0, êîåòî
îçíà÷àâà, ÷å àêî åìïèðè÷íî îïðåäåëåíàòà ñòîéíîñò å ðàçëè÷íà îò 0, òîâà
ñå äúëæè íà ñëó÷àéíè ôàêòîðè. Â [22] ïîäðîáíî å çàñåãíàòà òåìàòà çà
ïðîâåðêàòà íà çíà÷èìîñòòà íà åêñïåðèìåíòàëíî ïîëó÷åíàòà ñòîéíîñò çà
êîåôèöèåíòà íà Ïèúðñúí.

Ãðàôè÷íî êîåôèöèåíòúò íà Ïèúð-

Ôèãóðà 2.31. Èíòåðïðåòàöèÿ íà
êîåôèöèåíòà íà Ïèúðñúí

ñúí ñå èíòåðïðåòèðà êàòî êîñèíóñà íà
úãúëà ìåæäó âåêòîðèòå, ñúäúðæàùè
ñòîéíîñòèòå xc,k è yc,k íà öåíòðèðàíè-
òå ñèãíàëè çà èíòåðâàëà íà íàáëþäå-
íèå, ò.å.

ρxy =
xT
c yc

∥xc∥2∥yc∥2
= cosα,

êúäåòî xc = [xc,1 xc,2 . . . xc,N ]T è
yc = [yc,1 yc,2 . . . yc,N ]T . Íàïðèìåð,
àêî áðîÿò íà íàáëþäåíèÿòà å N = 3,
òî ρxy å êîñèíóñúò íà ïðîñòðàíñòâå-
íèÿ úãúë ìåæäó âåêòîðèòå x, y ∈ R3

(Ôèãóðà 2.31).

Äî ìîìåíòà å ðàçãëåäàí ñëó÷àÿò, ïðè êîéòî ñå òúðñè âðúçêà ìåæäó
ñêàëàðíè âåëè÷èíè. Àêî òå ñà âåêòîðíè, ò.å. â k-òîòî íàáëþäåíèå xk ∈
Rm è yk ∈ Rn, êîåôèöèåíòúò íà Ïèúðñúí å ìàòðèöàòà ρxy ∈ Rm×n,
êîÿòî å

ρxy = Σxy � (σxσ
T
y ). (2.62)

Êàêòî å îïèñàíî â 2.2.2.5, äåéñòâèåòî `�' å ïîåëåìåíòíî äåëåíèå. Òóê
ñúùî âàæè âðúçêàòà ρxy = ρTyx.

Êîðåëàöèîííèÿò àíàëèç ìîæå äà ñå ïðèëîæè êàêòî çà îïðåäåëÿíå íà
òîâà, äîêîëêî ñèëåí (èíôîðìàòèâåí) å äàäåí ôàêòîð (ò.å. äà ñå èçñëåäâà
âðúçêàòà ìåæäó ôàêòîð è èçõîä), òàêà è êîëêî çàâèñèìè ñà äâà ôàê-
òîðà. Âúïðåêè ÷å â ïîñëåäíîòî ðàçãëåæäàíå ñèãíàëèòå ñà âåêòîðíè, à
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ρxy å ìàòðèöà, èçñëåäâàíàòà êîðåëàöèÿ âñå îùå ñå íàðè÷à åäèíè÷íà, òúé
êàòî åëåìåíòèòå íà ìàòðèöàòà [ρxy]ij õàðàêòåðèçèðàò åäèíè÷íè âðúçêè
(ìåæäó xi è yj).

Ìíîæåñòâåí êîðåëàöèîíåí àíàëèç

Êîãàòî ñå èçñëåäâà äî êàêâà ñòåïåí ìíîæåñòâî îò ôàêòîðè âëèÿå
íà îïðåäåëåí èçõîä, êîðåëàöèîííèÿò àíàëèç ñå íàðè÷à ìíîæåñòâåí èëè
ìíîæåñòâåíà êîðåëàöèÿ. Ïðè èçó÷àâàíåòî íà òàçè âðúçêà ñå èç÷èñëÿâà
ìíîæåñòâåíèÿò êîåôèöèåíò íà êîðåëàöèÿ ρy|φ ∈ R ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

ρy|φ =
√
ρTφyρ

−1
φ ρφy,

êúäåòî ρφy ∈ Rz å âåêòîðúò ñ åëåìåíòè � êîåôèöèåíòèòå íà Ïèúðñúí
ìåæäó èçõîäà è âñåêè îò ôàêòîðèòå, à ρφ å ìàòðèöàòà (2.62), íî ïî îò-
íîøåíèå íà âçàèìíàòà âðúçêà ìåæäó ôàêòîðèòå (òóê x ← φ è y ← φ).
Äèàãîíàëíèòå åëåìåíòè íà ρφ ñà 1 ïîðàäè ïúëíàòà êîðåëàöèÿ ìåæäó
âñåêè ôàêòîð, ñðàâíåí ñúñ ñåáå ñè. Çà ðàçëèêà îò êîåôèöèåíòà íà Ïè-
úðñúí ρy|φ ñå èçìåíÿ ìåæäó 0 è 1 (à íå â èíòåðâàëà [−1, 1]). Îñâåí òîâà,
ìíîæåñòâåíèÿò êîðåëàöèîíåí êîåôèöèåíò íå å êîìóòàòèâåí. Íàïðèìåð,
íåêà ñà äàäåíè òðè ñêàëàðíè ñèãíàëà x1, x2 è x3, êàòî ôàêòîðè ñà x1 è
x2, à çàâèñèìà îò òÿõ ïðîìåíëèâà (èçõîä) å x3. Òîãàâà ρx3|x1,x2

å ìíî-
æåñòâåíèÿò êîåôèöèåíò íà êîðåëàöèÿ. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî çà ôàêòîðè
ñå ïðèåìàò x1 è x3, à çà çàâèñèìà ïðîìåíëèâà � x2, òî ρx2|x1,x3

å ìíî-
æåñòâåíèÿò êîåôèöèåíò íà êîðåëàöèÿ, îòðàçÿâàù ñèëàòà íà âëèÿíèå íà
x1 è x3 âúðõó ïðîìåíëèâàòà x2. Ñúâñåì åñòåñòâåíî å âðúçêàòà íà x3 ñ x1

è x2 äà íå å ñúùàòà êàòî òàçè ìåæäó x2 è äâîéêàòà {x1, x3} è ñúîòâåòíî
ρx3|x1,x2

̸= ρx2|x1,x3
.

Ñìèñúëúò íà ìíîæåñòâåíèÿ êîðåëàöèîíåí êîåôèöèåíò ìîæå äà ñå
îáÿñíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Êîëêîòî ïî-ñèëíà å èçñëåäâàíàòà çàâèñèìîñò
� òîëêîâà ïî-ãîëÿìà ÷àñò îò äèñïåðñèÿòà íà îïèñâàíàòà ïðîìåíëèâà ñå
äúëæè íà âëèÿíèåòî íà îïèñâàùèÿ/îïèñâàùèòå ôàêòîðè.

Ñúùåñòâóâàò è äðóãè ïîêàçàòåëè íà ñèëàòà íà êîðåëàöèîííèòå çà-
âèñèìîñòè. Íàïðèìåð êîåôèöèåíòúò íà îïðåäåëåíîñò ρ2, êîéòî å ðàâåí
íà êâàäðàòà íà êîåôèöèåíòà íà Ïèúðñúí, îòðàçÿâà äîêîëêî ôàêòîðèòå
îáÿñíÿâàò âàðèàöèèòå íà èçõîäà. ×åñòî â ëèòåðàòóðàòà òîçè ïîêàçàòåë
ñå çàïèñâà êàòî R2 è çàòîâà â ìîíîãðàôèÿòà ñå èçïîëçâà òîâà îçíà÷åíèå.
Èçïîëçâà ñå è êîðèãèðàíèÿò êîåôèöèåíò íà îïðåäåëåíîñò R2

a
, è ïîêàçà-

òåëÿò VAF (Variance Accounted For), êîéòî äàâà ñúùàòà èíôîðìàöèÿ,
íî â ïðîöåíòè. Òåçè ïîêàçàòåëè ñà ïðåäñòàâåíè ïîäðîáíî â 2.4.
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Â çàâèñèìîñò îò âèäà íà ïðîìåíëèâèòå ñå èçïîëçâàò ðàçëè÷íè êîå-
ôèöèåíòè íà êîðåëàöèÿ. Íàïðèìåð, àêî ïðîìåíëèâèòå ñà êàòåãîðèéíè,
ñå èçïîëçâà êîåôèöèåíò íà êîíòèíãåíöèÿ. Ðàçëè÷íèòå âàðèàíòè ñà ïîä-
ðîáíî ðàçãëåäàíè â [22].

Ìóëòèêîëèíåàðíîñò è ïðåìàõâàíå íà ëèíåéíî çàâèñèìè
âåëè÷èíè

Àêî ôàêòîðèòå â íàáîð îò äàííè ñà ìíîãî ñèëíî êîðåëèðàíè, òîâà
îçíà÷àâà ÷å òå ñà áëèçêè äî ëèíåéíî çàâèñèìè. Íî îáðàòíîòî � ñëàáà
êîðåëàöèÿ ìåæäó ôàêòîðèòå (íåäèàãîíàëàíèòå åëåìåíòè íà ρφ ñà áëèç-
êè äî 0) íå ãàðàíòèðà, ÷å â íàáîðà íÿìà ëèíåéíà çàâèñèìîñò. Àêî åäíà
ïðîìåíëèâà å ëèíåéíà ôóíêöèÿ íàïðèìåð íà 9 äðóãè ïðîìåíëèâè, òî å
íàïúëíî âúçìîæíî êîðåëàöèÿòà ìåæäó íåÿ è âñÿêà îò 9-òå ïðîìåíëèâè
äà å ñëàáà (ρ < 0.3). Åòî çàùî å íåîáõîäèìî äà ñå ïðîâåäå ñïåöèàëåí òåñò,
ñ êîéòî äà ñå îòêðèÿò ëèíåéíî çàâèñèìèòå ïðîìåíëèâè. ×åñòî ïîðàäè
íàëè÷èåòî íà íåîïðåäåëåíîñòè âðúçêèòå ìîæå äà íå ñà ÷èñòî ëèíåéíî
çàâèñèìè. Çàòîâà ñå âúâåæäà ïðàã íà çíà÷èìîñò, íàä êîéòî ñå ïðèåìà,
÷å ïðîìåíëèâèòå ñà ëèíåéíî çàâèñèìè.

Àêî âðúçêàòà, äåôèíèðàíà â ñòàòèñòè÷åñêè ñìèñúë, ìåæäó äâà (èëè
ïîâå÷å) ñèãíàëà êëîíè êúì ëèíåéíî çàâèñèìà, òå ñå íàðè÷àò êîëèíåàðíè
(ìóëòèêîëèíåàðíè). Îò äðóãà ñòðàíà, àêî âðúçêàòà å ëèíåéíî çàâèñèìà
(íàïúëíî äåòåðìèíèðàíà), òå ñå íàðè÷àò íàïúëíî êîëèíåàðíè (íàïúëíî
ìóëòèêîëèíåàðíè).

Åäèí ìåòîä çà îòêðèâàíå íà ëèíåéíî çàâèñèìè ïðîìåíëèâè å ñâúðçàí
ñ ôàêòîðèçàöèÿ íà ìàòðèöàòà íà Ôèøåð:

F = ΦTΦ,

äåôèíèðàíà â òåìàòà çà ñòàíäàðòèçàöèÿòà, â òî÷êà 2.2.2.4, êàòî ñòúë-
áîâåòå íà Φ (z íà áðîé) ñà ñòîéíîñòèòå íà ôàêòîðèòå çà èíòåðâàëà íà
íàáëþäåíèå (âèæ (2.49) è (2.50) â òî÷êà 2.2.2.2). Èäåÿòà íà ìåòîäà å,
÷å àêî ôàêòîðèòå íå ñà ëèíåéíî çàâèñèìè, òî Φ è ðåñïåêòèâíî F å îò
ïúëåí ðàíã, íî àêî rankΦ = r < z, òî è rankF = r < z (òúé êàòî çà ïðî-
èçâîëíà ìàòðèöà A å â ñèëà rankA = rank(ATA)). Àêî ñ åëåìåíòàðíè
ïðåîáðàçóâàíèÿ ìàòðèöàòà F ñå ïðåîáðàçóâà â òðèúãúëíà, òî ñëåä òîâà,
àíàëèçèðàéêè ñòðóêòóðàòà íà ðåçóëòàíòíàòà ìàòðèöà, ìîæå äà ñå îïðå-
äåëè ðàíãúò íà F , ðàâåí íà òîçè íà Φ è íà áðîÿ íà ëèíåéíî íåçàâèñèìèòå
ôàêòîðè. Â ñëó÷àé íà îòêðèòà ëèíåéíà çàâèñèìîñò îò èçâúðøåíèòå ïðå-
îáðàçóâàíèÿ ìîæå äà ñå èçîëèðàò ôàêòîð/ôàêòîðè, êîèòî ñà ëèíåéíî
çàâèñèìè ñ îñòàíàëèòå. Òå ìîæå äà ñå ïðåìàõíàò îò íàáîðà, áåç òîâà äà
âëîøè èíôîðìàòèâíîñòòà íà äàííèòå êàòî öÿëî.
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Òîçè àíàëèç íàïúëíî ìîæå äà ñå àâòîìàòèçèðà è çàòîâà å èìïëåìåí-
òèðàí â íÿêîè ñîôòóåðè çà èçâëè÷àíå íà èíôîðìàöèÿ îò äàííè êàòî
ñòàíäàðòíà ïðîöåäóðà, èçïúëíÿâàùà ñå òî÷íî ïðåäè îöåíÿâàíåòî íà ïà-
ðàìåòðè.

2.2.3.4 Ñåãìåíòàöèÿ íà äàííè

Ïîíÿêîãà äàííèòå îòðàçÿâàò ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà â ðàçëè÷íè ðà-
áîòíè îáëàñòè. Åäèí ïîäõîä çà èçâëè÷àíå íà èíôîðìàöèÿòà îò òàêèâà
äàííè å ïðåäñòàâÿíåòî íà ðåàëíîòî ïîâåäåíèå ñ ìíîæåñòâî ìîäåëè (íàï-
ðèìåð ïî÷àñòè ëèíåéíîòî îïèñàíèå íà ñèñòåìà ñ èçðàçåíî íåëèíåéíî
ïîâåäåíèå). Âàæíà ñòúïêà ïðè òîçè ïîäõîä å îïðåäåëÿíåòî íà ìíîæåñò-
âîòî îò ìîäåëè. Òå íå òðÿáâà äà èìàò òâúðäå ñõîäíî ïîâåäåíèå, à äà ñà
äîñòàòú÷íî ðàçëè÷èìè. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ìîæå äà âúçíèêíàò ÷èñëå-
íè ïðîáëåìè. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ìîäåëèòå îïèñâàò òâúðäå ðàçëè÷íî
ïîâåäåíèå, òî÷íîñòòà íà ìíîãîìîäåëíîòî îïèñàíèå [40, 142] êàòî öÿëî
íàìàëÿâà.

Â êðåäèòíàòà èíäóñòðèÿ, êîãàòî íàáîðèòå ñúäúðæàò äàííè çà ðàçíî-
ðîäíè ãðóïè îò õîðà (íà ðàçëè÷íà âúçðàñò, ñ ðàçëè÷åí äîõîä, îáðàçîâà-
íèå è ò.í.), ÷åñòî ñå ïðèáÿãâà äî ñåãìåíòèðàíå íà ïîïóëàöèÿòà íà ïîä-
ïîïóëàöèè, êàòî çà öåëòà ñå èçïîëçâàò äúðâåòà íà ðåøåíèÿòà [72, 138].
Òå äåêîìïîçèðàò ôàêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî íà ñåãìåíòè, êîèòî ñà ðàç-
ëè÷èìè îò ãëåäíà òî÷êà íà ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìàòà. Íàïðèìåð õîðàòà
ñ âèñîê è ñ íèñúê äîõîä ñå î÷àêâà äà èìàò (ñòàòèñòè÷åñêè) ðàçëè÷íî
ïîâåäåíèå îò ãëåäíà òî÷êà íà ïîãàñÿâàíåòî íà êðåäèòè. Àêî å íóæíî,
ñåãìåíòàöèÿòà ìîæå äà ñå èçâúðøè íà íÿêîëêî íèâà � ïúðâî, öÿëàòà
ïîïóëàöèÿ ñå ðàçäåëÿ íà ïîäïîïóëàöèè ñïîðåä âúçðàñòòà. Ñëåä òîâà,
íàé-ìëàäèòå êàíäèäàòè ìîæå äîïúëíèòåëíî äà ñå ðàçäåëÿò ïî îáðàçî-
âàíèå, òåçè íà ñðåäíà âúçðàñò � íà òàêèâà ñ âèñîê, ñðåäåí èëè íèñúê
äîõîä, è ò.í. Òàêà ñå ïîëó÷àâàò ðàçëè÷èìè ãðóïè îò íàáëþäåíèÿ, êîèòî
â ðàìêèòå íà ãðóïàòà îòðàçÿâàò ñõîäíî ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà.

Ïðîöåñúò íà ñåãìåíòèðàíå (èçãðàæäàíåòî íà äúðâî íà ðåøåíèÿòà)
ìîæå äà ñå àâòîìàòèçèðà. Àêî èìà ïðåäâàðèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà òîâà �
êîè õàðàêòåðèñòèêè ïîòåíöèàëíî ñà ïîäõîäÿùè çà ñåãìåíòèðàíå, òå ìî-
ãàò äà ñå îòäåëÿò è îò òÿõ àâòîìàòè÷íî äà ñå èçáåðàò íàé-ïîäõîäÿùèòå,
ñïîðåä íàëè÷íèòå äàííè.

Ïðåäèìñòâî íà äúðâåòàòà íà ðåøåíèÿòà ñà, ÷å òå ëåñíî ñå òúëêóâàò,
êîåòî óëåñíÿâà ïðîâåðêàòà äîêîëêî îòðàçÿâàò àïðèîðíèòå çíàíèÿ. Ñúùî
òàêà òå íå ñà ñëîæíè çà óïîòðåáà (èçâúðøâàò ñå ñðàâíåíèÿ íà ñòîéíîñ-
òè). Íî òîçè òèï ìîäåëè èìà îãðàíè÷åíî ïðèëîæåíèå íàé-âå÷å ïîðàäè
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òîâà, ÷å ñåãìåíòèðàíåòî íà òåêóùà ãðóïà å ïî îïðåäåëåí ôàêòîð, êàêòî
å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 2.32.

Ôèãóðà 2.32. Ñåãìåíòèðàíå ïðè íåçàâèñèìè (à) è çàâèñèìè (á) ôàêòîðè

Îñíîâíèÿò íåäîñòàòúê íà äúðâåòàòà íà ðåøåíèÿòà å, ÷å òå íå ñà ïîä-
õîäÿùè, êîãàòî ôàêòîðèòå ñà âçàèìíîñâúðçàíè. Íàïðèìåð, àêî äâà ôàê-
òîðà çà ñâúðçàíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

φ1,k = aφ2,k + b,

êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 2.32 (á), ñåãìåíòàöèÿòà ñ òîçè ïîäõîä íå áè
äîâåëà äî äîáúð ðåçóëòàò. Òåìàòà çà ñåãìåíòèðàíåòî å ïîäðîáíî ðàçãëå-
äàíà â [72].

Ñúùåñòâóâàò è äðóãè äåéíîñòè, êîèòî ñå èçâúðøâàò ïðè ïîäãîòîâ-
êàòà íà äàííèòå çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè è èçáîð íà ñòðóêòóðà íà
ìîäåëà. Ïîíÿêîãà ñå èçïîëçâàò ñïåöèôè÷íè òåõíèêè, ñâúðçàíè ñ êîíê-
ðåòíîòî ïðèëîæåíèå è èçáðàíàòà ìåòîäîëîãèÿ, íàé-âå÷å îò ãëåäíà òî÷êà
íà îò÷èòàíåòî íà àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ. Êàòî öÿëî îïèñàíèòå ìåòîäè
ìîæå äà ñå àâòîìàòèçèðàò, à òîâà å ìíîãî âàæíî óñëîâèå ïðè èäåíòèôè-
êàöèÿòà íà ìíîãîìåðíè ñèñòåìè, îñîáåíî ïðè ðàáîòàòà ñ ãîëåìè íàáîðè
îò äàííè.

2.3 Îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè è èçáîð

íà ñòðóêòóðà íà ìîäåëà

Â ÷åòâúðòèÿ åòàï íà èäåíòèôèêàöèÿòà, îïèñàí â òàçè òî÷êà, ñå èç-
âúðøâà ñúùèíñêîòî èçãðàæäàíå íà ìîäåë íà ñèñòåìàòà. Öåëòà å äà ñå
îïðåäåëÿò îïòèìàëíèòå, â ñìèñúë íà èçáðàí êðèòåðèé, ñòðóêòóðà è ïà-
ðàìåòðè íà ìîäåëà. Îáèêíîâåíî èçáîðúò íà ñòðóêòóðàòà å ñâúðçàí ñ
îïðåäåëÿíåòî íà ìíîæåñòâî îò ìîäåëè. Ïî òàçè ïðè÷èíà ïúðâî ñå ðàç-
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ãëåæäà çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè íà ìîäåë ñ
ôèêñèðàíà ñòðóêòóðà, à ñëåä òîâà âíèìàíèåòî ñå íàñî÷âà êúì ðàçëè÷íè
ìåòîäè çà èçáîð íà ñòðóêòóðà ìó.

2.3.1 Îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè

Îïðåäåëÿíåòî íà ½íàé-äîáðèòå� ïàðàìåòðè íà ìîäåëà å îïòèìèçà-
öèîííà çàäà÷à. Íàé-îáùî îïòèìèçàöèÿòà å ïðîöåñúò íà ïîëó÷àâàíå íà
íàé-äîáúð ðåçóëòàò â îïðåäåëåí ñìèñúë è ïðè îïðåäåëåíè óñëîâèÿ. Ñìè-
ñúëúò ñå èçðàçÿâà ñ ïîìîùòà íà êðèòåðèé, êîéòî ñå äåôèíèðà êàòî ìè-
íèìóì èëè ìàêñèìóì íà íÿêàêúâ ïîêàçàòåë. Ïîêàçàòåëÿò ìîæå äà áúäå
ôóíêöèÿ èëè ôóíêöèîíàë è çàâèñè îò îïðåäåëåí áðîé ïàðàìåòðè, ÷èèòî
îïòèìàëíè ñòîéíîñòè ñå òúðñÿò.

Îáåêò íà îïòèìèçàöèÿòà â çàäà÷àòà çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè å
ìîäåëúò íà ñèñòåìàòà, â êîéòî ñå ñúäúðæà ñâîáîäà ïî îòíîøåíèå íà
ñòîéíîñòèòå íà îïðåäåëåí áðîé ïàðàìåòðè. (×àñò îò òÿõ ñà ñòðóêòóð-
íèòå ïàðàìåòðè, êîèòî çà ìîìåíòà ñå ïðèåìàò çà èçâåñòíè.) Â äîëíèòå
ðàçãëåæäàíèÿ, êîãàòî ìîäåëúò ñå ïðèåìà çà ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí, å
èçïîëçâàíî ïðåäñòàâÿíåòî â îáù âèä ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå.

2.3.2 Öåëåâà ôóíêöèÿ

Ôèãóðà 2.33. Öåëåâà ôóíêöèÿ

Öåëåâàòà ôóíêöèÿ F(θ) å ìà-
òåìàòè÷åñêà çàâèñèìîñò, äåôèíè-
ðàùà öåëòà íà çàäà÷àòà çà îïòè-
ìèçàöèÿ. Òÿ çàâèñè îò òúðñåíè-
òå ïàðàìåòðè è â èäåíòèôèêàöè-
ÿòà èìà ñìèñúë íà ïîêàçàòåë íà
êà÷åñòâîòî íà ìîäåëà. Îáèêíîâå-
íî F(θ) å ñêàëàðíà ôóíêöèÿ, êî-
ÿòî ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà êà-
òî ïðàâèëî, êîåòî íà âñÿêà òî÷êà
îò äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà
ïàðàìåòðèòå θ ñúïîñòàâÿ îïðåäå-
ëåíà ñòîéíîñò îò ñêàëà (Ôèãóðà
2.33). Îò òàçè ãëåäíà òî÷êà öåë-
òà íà îïòèìèçàöèÿòà å íàìèðàíå-
òî íà òàçè òî÷êà îò äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî, íà êîÿòî îòãîâàðÿ ìè-
íèìàëíà ñòîéíîñò îò ñúîòâåòíàòà ñêàëà.
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Íàé-ðàçïðîñòðàíåíèÿò ñëó÷àé å F(θ) äà å ñóìà îò êâàäðàòèòå íà
îñòàòúêà ek = yk − ŷk, ò.å.

F(θ) =
∑
k

eTk ek =
∑
k

(
e21,k + e22,k + . . .+ e2ℓ,k

)
. (2.63)

Êîãàòî çàâèñèìîñòòà ŷ(θ) (è ñúîòâåòíî ek) å ëèíåéíà, îïòèìèçàöèÿòà ñå
ñâåæäà äî ò.íàð. çàäà÷à íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè (Least Squares � LS), à
êîãàòî ŷ å íåëèíåéíà ôóíêöèÿ íà θ, ñå ðåøàâà çàäà÷àòà íà íåëèíåéíèòå
íàé-ìàëêè êâàäðàòè (Nonlinear LS � NLS).

Àêî ìîäåëúò å ëèíååí ïî îòíîøåíèå íà θ, òîãàâà (2.63) å êâàäðàòè÷-
íà ôóíêöèÿ íà ïàðàìåòðèòå è òåõíèòå îïòèìàëíè ñòîéíîñòè ìîæå äà
ñå îïðåäåëÿò àíàëèòè÷íî. Îò äðóãà ñòðàíà, ïðè NLS, âúïðåêè ÷å F(θ)
íå å êâàäðàòè÷íà, íåéíèÿò ãðàäèåíò è Õåñèàí (àíàëîçèòå íà ïúðâàòà è
âòîðàòà ïðîèçâîäíà) ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðèòå èìàò ñïåöèàëåí âèä,
êîåòî âîäè äî âúçìîæíîñòè çà îïðîñòÿâàíå íà îïòèìèçàöèÿòà. Ñúùî
òàêà, ñòîéíîñòòà íà F(θ) å ïî-÷óâñòâèòåëíà êúì ãîëåìèòå (àáñîëþòíè)
ñòîéíîñòè íà îñòàòúêà, â ñðàâíåíèå ñ ìàëêèòå. ×åñòî òîâà ñâîéñòâî å æå-
ëàíî â çàäà÷àòà çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè. Òîâà ñà îñíîâíèòå ïðè÷èíè
çà ïîïóëÿðíîñòòà íà òàçè öåëåâà ôóíêöèÿ.

Îò (2.63) ñå âèæäà, ÷å îñòàòúöèòå ïî âñåêè èçõîä ó÷àñòâàò ñ åäíàêâî
òåãëî ïðè ôîðìèðàíåòî íà F(θ). Ïîíÿêîãà èìà íóæäà åëåìåíòèòå íà
ñóìàòà äà ó÷àñòâàò ñ ðàçëè÷íè òåãëà. Íàïðèìåð, àêî ñèñòåìàòà å íåñ-
òàöèîíàðíà, òî ïîñëåäíèòå îñòàòúöè íîñÿò íàé-àêòóàëíà èíôîðìàöèÿ
çà íåñúîòâåòñòâèåòî ìåæäó ñèñòåìàòà è ìîäåëà è çàòîâà âëèÿíèåòî èì
âúðõó F(θ) òðÿáâà äà å ïî-ãîëÿìî îò òîâà íà ïðåäèøíèòå îñòàòúöè.

Íåêà åëåìåíòèòå íà âåêòîðà wk ñà òåãëà, ñ êîèòî êîìïîíåíòèòå íà
ek ó÷àñòâàò ïðè ôîðìèðàíåòî íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ, à ìàòðèöàòà Wk ∈
Rℓ×ℓ å

Wk = diag[w1,k w2,k . . . wℓ,k]
T .

Òîãàâà ïî-îáùèÿò âèä íà (2.63) å ïðåòåãëåíàòà ñóìà îò êâàäðàòèòå íà
îñòàòúêà:

F(θ) =
∑

k e
T
kWkek =

∑
k

(
w1,ke

2
1,k + w2,ke

2
2,k + . . .+ wℓ,ke

2
ℓ,k

)
. (2.64)

Ñ âúâåæäàíåòî íà òåãëàòà â öåëåâàòà ôóíêöèÿ ïðè ëèíåéíî ïàðà-
ìåòðèçèðàíè ìîäåëè ñå ïîëó÷àâà çàäà÷àòà íà ïðåòåãëåíèòå íàé-ìàëêèòå
êâàäðàòè (Weighted Least Squares � WLS).

Îñâåí çà íåñòàöèîíàðíè ñèñòåìè, äðóãî ïðèëîæåíèå íà (2.64) å, êîãà-
òî ñå ôîðìèðà ìíîæåñòâî îò ïðîñòè ìîäåëè, îïèñâàùè ðàçëè÷íè àñïåêòè
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îò ïîâåäåíèåòî íà ñëîæíè ñèñòåìè. Òóê, ñ ïîäõîäÿùè ñòîéíîñòè íà wk,
ìîæå äà ñå ôîðìèðà ìíîæåñòâî îò ìîäåëè, êàòî ñå èçïîëçâà åäèí è ñú-
ùè íàáîð îò äàííè. Ïðè ôîðìèðàíåòî íà êîíêðåòåí ìîäåë ñ òåãëàòà ñå
àêöåíòèðà íà ñúîòâåòåí àñïåêò íà îáåêòà. Ïðèìåð çà òàêîâà ïðèëîæåíèå
íà (2.64) âúâ ôèíàíñèòå å, êîãàòî åäèí ìîäåë îòðàçÿâà ïîâåäåíèåòî íà
ìëàäèòå êðåäèòîèñêàòåëè, à äðóã � íà õîðàòà íà ñðåäíà âúçðàñò. Â ñëó-
÷àÿ wk å ôóíêöèÿ íà ôàêòîðà `âúçðàñò'. Çà ìîäåëà, îïèñâàù ìëàäèòå,
òåãëàòà íàìàëÿâàò ñ íàðàñòâàíå íà âúçðàñòòà, à ïðè îöåíÿâàíå íà ìîäå-
ëà çà ñðåäíà âúçðàñò, òåãëàòà èìàò ìàêñèìóì â îêîëíîñò íà èçáðàíàòà
âúçðàñò.

Äðóã âàðèàíò å òåãëàòà äà çàâèñÿò îò êà÷åñòâîòî íà äàííèòå. Íàïðè-
ìåð â k-òèÿ ìîìåíò ìîæå äà å èçâåñòíî, ÷å 20% îò ðåãðåñîðèòå ñà áèëè
ëèïñâàùè ñòîéíîñòè, ïðåäè äàííèòå äà ñå îáðàáîòÿò, èëè íåîïðåäåëå-
íîñòòà â ñòîéíîñòèòå èì å ïî-ãîëÿìà îò îáè÷àéíîòî ïîðàäè óñëîâèÿòà
íà ïðîâåäåíèÿ åêñïåðèìåíò è ò.í. Â òåçè ñëó÷àè åëåìåíòèòå íà ek òðÿá-
âà äà âëèÿÿò ïî-ñëàáî íà F(θ), à îòòàì è íà îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå.
Òàêà çàäà÷àòà çà îöåíÿâàíå ñòàâà ïî-ñëàáî ÷óâñòâèòåëíà êúì íåîïðåäå-
ëåíîñòòà â äàííèòå.

Â äîëíèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñå èçïîëçâà ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå íà íà-
ëè÷íèòå ñòîéíîñòè íà èçõîäà è íà îñòàòúêà. Íåêà n å áðîÿò òàêòîâå,
îòãîâàðÿù íà ìàêñèìàëíîòî çàêúñíåíèå íà ñèãíàë, ó÷àñòâàù ïðè ôîð-
ìèðàíåòî íà èçõîäà íà ìîäåëà. Â òàêúâ ñëó÷àé äàííèòå îò ïúðâèòå n
òàêòà ñà íåîáõîäèìè çà ôîðìèðàíå íà íà÷àëíèòå óñëîâèÿ íà ìîäåëà, ñ
êîèòî ñå ïðåäñêàçâà ïúðâàòà ñòîéíîñò íà èçõîäà ìó (òîâà å ŷn+1). Àêî
ìîäåëúò å ñòàòè÷åí, òî n = 0. Íåêà ñòîéíîñòèòå íà èçõîäà è íà îñòàòúêà
ñå ïîäðåäÿò âúâ âåêòîðèòå y, e ∈ Rℓ(N−n) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

y = [yTn+1 yTn+2 . . . yTN ]T è e = [eTn+1 eTn+2 . . . eTN ]T . (2.65)

Ñ òîâà ïðåäñòàâÿíå, (2.63) è (2.64) ìîæå äà ñå çàïèøàò ñúîòâåòíî êàòî

F(θ) = eT e è F(θ) = eTWe. (2.66)

Çà öåëòà å âúâåäåíà òåãëîâíàòà ìàòðèöà W , êîÿòî å

W = diag[wT
n+1 wT

n+2 . . . wT
N ].

Êîãàòî ìàòðèöàòà W íå å äèàãîíàëíà, à ŷk å ëèíåéíà ôóíêöèÿ íà ïà-
ðàìåòðèòå, ñå ïîëó÷àâà ìåòîäúò íà îáîáùåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè
(General Least Squares - GLS). Ðàçëèêàòà ìåæäó WLS è GLS å îïèñà-
íà â òî÷êà 2.3.4.4.

Ñúùåñòâóâàò è äðóãè ôîðìè íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ (êîèòî íå ñà êâàä-
ðàòè÷íè ïî îòíîøåíèå íà îñòàòúêà). Êîíêðåòíèÿò âèä íà F(θ) å ñâúðçàí,
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êàêòî ñ îñîáåíîñòèòå íà ñèñòåìàòà, òàêà è ñ èçáðàíèÿ ìåòîä çà îöåíÿâà-
íå íà ïàðàìåòðèòå (êîéòî çàâèñè íàé-âå÷å îò òîâà, êàêâà èíôîðìàöèÿ
ùå ñå èçïîëçâà ïðè îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå (âèæ òî÷êà 2.3.4).

2.3.3 Êðèòåðèé çà îïòèìàëíîñò

Ñ öåë äà ñå óíèôèöèðà çàäà÷àòà çà îïòèìèçàöèÿ, îáèêíîâåíî ñå ïðè-
åìà, ÷å ñå òúðñè ìèíèìóì íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ. Òîãàâà êðèòåðèÿò çà
îïòèìàëíîñò ùå ñå çàïèñâà êàòî:

min
θ∈Ω
F(θ).

Ω å îáëàñòòà íà äîïóñòèìèòå ñòîéíîñòè íà âåêòîðà θ, èçìåæäó êîèòî ñå
òúðñè îïòèìàëíîòî ðåøåíèå. Êîãàòî ïàðàìåòðèòå ñà ïîäðåäåíè âúâ âåê-
òîð, Ω å ïîäìíîæåñòâî èëè ñúâïàäà ñ ìíîæåñòâîòî íà p-ìåðíèòå ðåàëíè
âåêòîðè (Ω ⊆ Rp), à êîãàòî ïàðàìåòðèòå ñà îáåäèíåíè â z × ℓ ìåðíàòà
ìàòðèöà Θ, òî Ω ⊆ Rz×ℓ.

Àêî íå ñå íàëàãàò îãðàíè÷åíèÿ íà ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòðèòå, òî çà
ìîäåë ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå êðèòåðèÿò ùå ñå çàïèñâà òàêà:

min
θ
F(θ).

Àêî ñå òúðñè ìàêñèìóì, íàïðèìåð ïðè ìåòîäà íà ìàêñèìàëíîòî ïðàâ-
äîïîäîáèå, ðàçãëåäàí â ñëåäâàùàòà òî÷êà, çà óíèôèöèðàíå íà çàäà÷àòà
öåëåâàòà ôóíêöèÿ ñå èçìåíÿ òàêà, ÷å äà ñå òúðñè ìèíèìóì. Â òàêúâ
ñëó÷àé ìàêñèìèçèðàíåòî íà ôóíêöèÿòà F̃(θ) å åêâèâàëåíòíî íà ìèíè-
ìèçèðàíå íà F(θ) = −F̃(θ), ò.å.

max
θ
F̃(θ)→ min

θ
F(θ).

2.3.4 Ìåòîäè çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè

×åñòî èìà ñòðåìåæ âèäúò íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ äà å òàêúâ, ÷å îï-
òèìàëíèòå ïàðàìåòðè äà ñå èçðàçÿò êàòî ÿâíà ôóíêöèÿ íà äàííèòå è
îòòàì äèðåêòíî äà ñå èç÷èñëÿò. Íî ñúùî òàêà èìà ñëó÷àè, êîãàòî òîçè
îïèò çà îïðîñòÿâàíå íå å óäà÷åí èëè e íåâúçìîæåí. Òîãàâà ðåøåíèåòî
íà ïðîáëåìà çà îöåíÿâàíå íå å àíàëèòè÷íî (åäíîêðàòíî) è ïîðàäè òî-
âà, ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà ñå òúðñÿò ÷èñëåíî, ñ ïîìîùòà íà ìåòîä çà
îïòèìèçàöèÿ.

Â òàçè òî÷êà íàé-îáùî ñà ðàçãëåäàíè ìåòîäèòå çà îöåíÿâàíå íà θ â
çàâèñèìîñò îò íàëè÷íàòà àïðèîðíà èíôîðìàöèÿ çà èçñëåäâàíèÿ îáåêò,
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êàòî íå ñå íàáëÿãà íà êîíêðåòíè ìåòîäè çà ÷èñëåíà îïòèìèçàöèÿ, ñ êîèòî
ñå ðåàëèçèðàò îöåíèòåëèòå.

Íà Ôèãóðà 2.34 ñà ïîêàçàíè ðàçãëåäàíèòå ïî-äîëó ìåòîäè è ïðèå-
ìàíèÿòà ïðè ôîðìóëèðàíåòî èì. Îïðîñòÿâàíåòî, ïîðîäåíî íàé-âå÷å îò
íåïúëíàòà àïðèîðíà èíôîðìàöèÿ çà îáåêòà, å çà ñìåòêà íà îòäàëå÷àâàíå
îò îïòèìàëíîòî ðåøåíèå. Âúïðåêè òîâà, êàêòî ùå ñòàíå ÿñíî, ìíîãî ÷åñ-
òî îöåíèòåëèòå, êîèòî èçïîëçâàò ìàëêî ïðåäâàðèòåëíè çíàíèÿ, íàïúëíî
çàäîâîëÿâàò ïðàêòè÷åñêèòå èçèñêâàíèÿ êúì ìîäåëèòå.

Ôèãóðà 2.34. Áåéñîâèÿò ìåòîä å íàé-îáù, íî èçèñêâà íàé-ìíîãî àïðèîðíà
èíôîðìàöèÿ. Êîëêîòî ïî-ìàëêî å òÿ, òîëêîâà ïîâå÷å ïðåäïîëîæåíèÿ ñå ïðàâÿò
è òàêà ñå ñòèãà äî ñúîòâåòíèòå ÷àñòíè ñëó÷àè.

2.3.4.1 Ìåòîä íà Áåéñ

Íàé-îáùèÿò ìåòîä çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå å òîçè íà Áåéñ. Òîé
ñå áàçèðà íà ñëåäíàòà ïîñòàíîâêà. Îò ãëåäíà òî÷êà íà èçñëåäâàíàòà
ñèñòåìà òúðñåíèòå ïàðàìåòðè ìîæå äà ñà íàïúëíî äåòåðìèíèðàíè âå-
ëè÷èíè, çàâèñåùè îò ñïåöèôèêàòà íà ïðîöåñèòå, íî ïîðàäè íåïúëíèòå
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àïðèîðíè çíàíèÿ è íåîïðåäåëåíîñòèòå, ñâúðçàíè ñ äàäåí åêñïåðèìåíò,
ñòîéíîñòèòå èì òðÿáâà äà ñå ïðèåìàò ñ îïðåäåëåíà ñèãóðíîñò. Â îñíîâàòà
íà Áåéñîâèÿ ïîäõîä (îò ãëåäíà òî÷êà íà èäåíòèôèêàöèÿòà) å ïðèåìàíå-
òî, ÷å êàêòî äàííèòå ñúäúðæàò íåîïðåäåëåíîñò è ñëåäîâàòåëíî èìàò
âåðîÿòíîñòåí õàðàêòåð, òàêà è òúðñåíèòå ïàðàìåòðè ñà ñëó÷àéíè âåëè-
÷èíè. Â òîçè ñìèñúë âåðîÿòíîñòíàòà ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå íà θ
ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî ìÿðêà çà ñèãóðíîñòòà ïî îòíîøåíèå íà
âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå [39]. Òîâà ïîçâîëÿâà âðúçêàòà
ìåæäó íåèçâåñòíèòå ïàðàìåòðè è äàííèòå äà ñå èçðàçè ñ ïîìîùòà íà òå-
îðèÿòà íà âåðîÿòíîñòèòå. Çàòîâà ñå âúâåæäà óñëîâíàòà ïëúòíîñò [16] íà
ðàçïðåäåëåíèå íà ïàðàìåòðèòå � ïðè óñëîâèå ÷å äàííèòå çà ðåàêöèÿòà
íà ñèñòåìàòà ñà íàëè÷íè. Òÿ ùå ñå áåëåæè ñ p(θ|y) è ñå äåôèíèðà ïî îò-
íîøåíèå íà y, òúé êàòî êúì íåãî ñå ñòðåìè çàâèñåùèÿò îò ïàðàìåòðèòå
èçõîä íà ìîäåëà.

Äàííèòå ñúäúðæàò àïîñòåðèîðíà èíôîðìàöèÿ çà ñèñòåìàòà. Îò ôîð-
ìóëàòà íà Áåéñ:

p(θ|y)p(y) = p(y, θ) = p(y|θ)p(θ),
óñëîâíàòà àïîñòåðèîðíà ïëúòíîñò ñå èçðàçÿâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

p(θ|y) = p(y|θ)p(θ)
p(y)

. (2.67)

Òúé êàòî ðàçïðåäåëåíèåòî p(y) íå çàâèñè îò θ, òî íå âëèÿå íà òúðñå-

íàòà îöåíêà θ̂. Îò äðóãà ñòðàíà, îò ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå çà ïðîöåñà íà
îöåíÿâàíå å âðúçêàòà

p(θ|y) ∝ p(y|θ)p(θ) (2.68)

(ñèìâîëúò `∝' îçíà÷àâà, ÷å çàâèñèìîñòòà å ïðîïîðöèîíàëíà), êîÿòî ñå
èçïîëçâà ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ. Âåëè÷èíàòà p(θ) å
àïðèîðíàòà ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå íà ïàðàìåòðèòå (ïðåäè ïîëó÷à-
âàíåòî íà äàííèòå), êîÿòî â ìåòîäà íà Áåéñ ñå ïðèåìà, ÷å å èçâåñòíà. Òÿ
ñå çàäàâà îò èçñëåäîâàòåëÿ è çàâèñè îò ïðåäâàðèòåëíàòà èíôîðìàöèÿ
çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà θ.

Àêî p(θ) íå å èçâåñòíà, òî ñ îïðåäåëåíè ïðèåìàíèÿ îöåíÿâàíåòî íà
ïàðàìåòðèòå ñå ñâåæäà äî ïðèëàãàíåòî íà íÿêîè îò ìåòîäèòå (÷àñòíè
ñëó÷àè íà Áåéñîâèÿ), îïèñàíè â ñëåäâàùèòå òî÷êè. Îñâåí p(θ) â (2.68)
ó÷àñòâà óñëîâíàòà ïëúòíîñò p(y|θ), êîÿòî ñúùî òðÿáâà äà å èçâåñòíà. Òÿ
îòðàçÿâà áëèçîñòòà íà ïîâåäåíèåòî íà ìîäåë ñ ïàðàìåòðè θ äî òîâà íà
ñèñòåìàòà. Íà ïðàêòèêà êîíêðåòíà ñòîéíîñò íà p(y|θ) å âåðîÿòíîñòòà çà
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íàáëþäàâàíå íà äàííèòå ïðè èçáðàíèòå ïàðàìåòðè íà ìîäåëà. Òàêà çà-
äà÷àòà ñå äîâåæäà äî âàðèàíòà, ïðè êîéòî åäíîêðàòíî èëè èòåðàòèâíî
(ñ ìåòîä çà îïòèìèçàöèÿ) ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà ñå îöåíÿâàò íà áà-
çàòà íà ôèêñèðàí íàáîð îò äàííè. Çàâèñèìîñòòà p(y|θ) ñå íàðè÷à îùå
ôóíêöèÿ íà ïðàâäîïîäîáèå. Îò òàçè ãëåäíà òî÷êà p(y|θ) îïèñâà äîêîë-
êî ïðàâäîïîäîáíè ñà íàáëþäàâàíèòå äàííè ïðè êîíêðåòíè ñòîéíîñòè íà
ïàðàìåòðèòå.

Èçðàçèòå (2.67) èëè (2.68) ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðàò êàòî ïðàâèëî çà
ïðåîáðàçóâàíå íà àïðèîðíîòî çíàíèå çà ïàðàìåòðèòå (ïëúòíîñòòà p(θ) â
àïîñòåðèîðíî (ïëúòíîñòòà p(θ|y)), êàòî ñå èçâëè÷à èíôîðìàöèÿ îò äîñ-
òúïíèòå èçìåðâàíèÿ. Êîëêîòî ïî-íèñêî å íèâîòî íà íåîïðåäåëåíîñòòà â
äàííèòå èëè êîëêîòî ïîâå÷å èçìåðâàíèÿ ñà äîñòúïíè, òîëêîâà ïî-òî÷íî
ìîæå äà ñå îïðåäåëè âðúçêàòà íà äàííèòå îò ïàðàìåòðèòå, ò.å. ôóíêöè-
ÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå p(y|θ) äà å ñ ïî-îñòðà ôîðìà. Òîâà îçíà÷àâà (ñúã-
ëàñíî (2.68)), ÷å è p(θ|y) å ïî-òÿñíà è ñòðúìíà, è ñúîòâåòíî ïî-òî÷íî ñå
îïðåäåëÿò ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà. Ïîäîáåí èçâîä ìîæå äà ñå íàïðàâè,
àêî ïðåäâàðèòåëíàòà èíôîðìàöèÿ çà ïàðàìåòðèòå å ïî-òî÷íà è òîãàâà
p(θ) å òÿñíà è ñòðúìíà. Îò äðóãà ñòðàíà, ïðè ïî-íåèíôîðìàòèâíè äàí-
íè p(y|θ) (èëè ìàëêî àïðèîðíè çíàíèÿ, p(θ)) è p(θ|y) ñà ïî-ðàçëåòè è

îöåíêàòà θ̂ ñòàâà ïî-íåòî÷íà.

Ïîñòàíîâêàòà íà çàäà÷àòà çà îöåíÿâàíå å íàé-îáùà ïðè ìåòîäà íà
Áåéñ, òúé êàòî çàâèñè îò íàé-ìàëêî ïðèåìàíèÿ, êîèòî äà îãðàíè÷àò îá-
ùíîñòòà, íî öåíàòà çà òîâà å íóæäàòà îò íàé-ìíîãî àïðèîðíè çíàíèÿ.

Öåëåâàòà ôóíêöèÿ ïî ìåòîäà íà Áåéñ çàâèñè îò p(θ|y) (èëè ñúãëàñíî
(2.68)) îò p(θ) è p(y|θ)). Çà ïúëíîòî äåôèíèðàíå íà F(θ) ïúðâîíà÷àëíî
â ðàçãëåæäàíèÿòà ñå âúâåæäà ò.íàð. ôóíêöèÿ íà çàãóáèòå l(θ, θ̂). Òÿ çà-
âèñè îò ïàðàìåòðèòå íà òåêóùèÿ ìîäåë, îòðàçÿâà çàãóáèòå îò ðàçëèêàòà
ìåæäó òÿõ è îïòèìàëíèòå èì ñòîéíîñòè è ïðàêòè÷åñêè ñå èçáèðà îò
èçñëåäîâàòåëÿ. p(θ|y) äîïúëíèòåëíî ñå ïðåòåãëÿ ñ l(θ, θ̂). Íàëè÷èåòî íà
ôóíêöèÿòà íà çàãóáèòå â F(θ) å âñúùíîñò òîâà, êîåòî îòëè÷àâà Áåéñîâèÿ
ìåòîä îò ìåòîäà íà ìàêñèìàëíàòà àïîñòåðèîðíà ïëúòíîñò (ðàçãëåäàí â
ñëåäâàùàòà òî÷êà). Òóê F(θ) èìà âèäà:

F(θ) =
∫ ∞

−∞
l(θ, θ̂)p(θ|y)dθ =

∫ ∞

−∞
l(θ, θ̂)p(y|θ)p(θ)dθ. (2.69)

Çà äà ñå èçÿñíè ðîëÿòà íà l(θ, θ̂), ùå ñå îïðåäåëè îïòèìàëíîòî ðåøå-

íèå θ̂ ïðè ðàçëè÷íè íåéíè âàðèàíòè.
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Ôèãóðà 2.35. Ôóíêöèÿ íà çàãóáèòå: êâàäðàòè÷íà (à), àáñîëþòíà (á) è ðåæåê-
òîðíà (â), êúäåòî θ̃ = θ − θ̂

Êâàäðàòè÷íà ôóíêöèÿ íà çàãóáèòå

Ìîæå áè íàé-÷åñòî èçïîëçâàíàòà ôóíêöèÿ íà çàãóáèòå å êâàäðàòè÷-
íàòà (âèæ Ôèãóðà 2.35 (à)):

l(θ, θ̂) = ∥θ − θ̂∥22 = (θ − θ̂)T (θ − θ̂). (2.70)

Ïðè òîçè âàðèàíò öåëåâàòà ôóíêöèÿ å

F(θ̃) =
∫ ∞

−∞
∥θ − θ̂∥22p(θ|y)dθ.

Ñ èçïîëçâàíå íà ïðàâèëîòî íà Ëàéáíèö çà äèôåðåíöèðàíå íà èíòåãðàëè:

∇x

∫ h2(x)

h1(x)

f(x, y)dy =

∫ h2(x)

h1(x)

∇xf(x, y)dy + f(h2, y)
∂h1

∂y − f(h1, y)
∂h2

∂y ,

çà ãðàäèåíòà �è ñå ïîëó÷àâà

∇F(θ) = −2
∫ ∞

−∞
(θ − θ̂)p(θ|y)dθ

= −2
∫ ∞

−∞
θp(θ|y)dθ + 2θ̂

∫ ∞

−∞
p(θ|y)dθ

= −2
∫ ∞

−∞
θp(θ|y)dθ + 2θ̂.

Â îïòèìóìà òîé ñå íóëèðà è çà òúðñåíèòå ïàðàìåòðè θ̂ ñå ïîëó÷àâà:

θ̂ =

∫ ∞

−∞
θp(θ|y)dθ = mean p(θ|y), (2.71)

ò.å. ïðè êâàäðàòè÷íà ôóíêöèÿ íà çàãóáèòå îïòèìàëíàòà îöåíêà íà ïàðà-
ìåòðèòå ñúâïàäà ñ ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ðàçïðåäåëåíèåòî. Êà-
çàíî ïî äðóã íà÷èí, êîãàòî öåëåâàòà ôóíêöèÿ å (2.69), θ̂ å óñëîâíîòî
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ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå íà θ, ïðè óñëîâèå ÷å ñà íàáëþäàâàíè äàííèòå
îò åêñïåðèìåíòà.

Àáñîëþòíà ôóíêöèÿ íà çàãóáèòå

Äðóã âàðèàíò çà ôóíêöèÿòà íà çàãóáèòå å

l(θ, θ̂) = ∥θ − θ̂∥1 =

p∑
i=1

|θi − θ̂i|.

(Ôèãóðà 2.35(á)). Öåëåâàòà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå ðàçâèå òàêà:

F(θ) =

∫ ∞

−∞
l(θ, θ̂)p(θ|y)dθ

=

∫ ∞

−∞
∥θ − θ̂∥1p(θ|y)dθ

=

p∑
i=1

∫ θ̂i

−∞
(θ̂i − θi)p(θi|y)dθi +

p∑
i=1

∫ ∞

θ̂i

(θi − θ̂i)p(θi|y)dθi.

Ñëåä äèôåðåíöèðàíå è ïðèðàâíÿâàíå ∇F(θ) íà íóëà ñå ïîëó÷àâà:

−
p∑

i=1

∫ θ̂i

−∞
p(θi|y)dθi +

p∑
i=1

∫ ∞

θ̂i

p(θi|y)dθi = 0.

Ðàâåíñòâîòî ñå óäîâëåòâîðÿâà, êîãàòî ïëîùèòå íà p(θi|y) îòëÿâî è îò-

äÿñíî íà θ̂i ñà ðàâíè, ò.å. âñÿêà îöåíêà îòãîâàðÿ íà ìåäèàíàòà íà ñúîò-
âåòíîòî åäíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå p(θi|y). Çà îïòèìàëíèòå îöåíêè θ̂ ñå
ïîëó÷àâà:

θ̂ = median p(θ|y).

Ðåæåêòîðíà ôóíêöèÿ íà çàãóáèòå

Òðåòè ñëó÷àé çà l(θ, θ̂) å

l(θ, θ̂) =

p∑
i=1

li, êúäåòî li =

{
0, çà |θi − θ̂i| < δ,

1, çà |θi − θ̂i| ≥ δ,

(äàäåíà íà Ôèãóðà 2.35(â)). Ïðè òîçè âàðèàíò

F(θ) =

p∑
i=1

∫ θ̂i−δ

−∞
1p(θi|y)dθi +

p∑
i=1

∫ ∞

θ̂i+δ

1p(θi|y)dθi

= 1−
p∑

i=1

∫ θ̂i+δ

θ̂i−δ

p(θi|y)dθi,
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ò.å. ìèíèìèçèðàíåòî íà F(θ) å ðàâíîñèëíî íà ìàêñèìèçèðàíå íà èíòåã-
ðàëèòå

∫ θ̂i+δ

θ̂i−δ
p(θi|y)dθi çà i = 1, p. Êîãàòî δ → 0, îöåíêàòà θ̂i îòãîâàðÿ íà

ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò (ìîäàòà) íà p(θi|y) è â òàêúâ ñëó÷àé çà îöåíêàòà
íà âåêòîðà íà ïàðàìåòðèòå ñå ïîëó÷àâà:

θ̂ = mode p(θ|y).

Ôèãóðà 2.36. Íåñèìåòðè÷íè ðàçïðåäåëåíèÿ ñ ïîâå÷å îò åäèí åêñòðåìóì:
ñðåäíà ñòîéíîñò, ìåäèàíà è ìîäà íå ñúâïàäàò (à), à ïðè ñèìåòðè÷íè � ñúâ-
ïàäàò (á).

Êîãàòî ðàçïðåäåëåíèåòî å ñèìåòðè÷íî è óíèìîäàëíî, ñòàòèñòè÷åñêè-
òå õàðàêòåðèñòèêè: ñðåäíà ñòîéíîñò, ìåäèàíà è ìîäà ñúâïàäàò (Ôèãóðà
2.36 (á)). Íî â îáùèÿ ñëó÷àé, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 2.36 (à), òàêîâà
ñúâïàäåíèå íå ñå íàáëþäàâà.

Îò ïðåäñòàâåíèòå âàðèàíòè çà ôóíêöèÿòà íà çàãóáèòå ñå âèæäà, ÷å
ñ ïîäõîäÿù èçáîð íà l(θ, θ̂), ñå ïîñòèãàò æåëàíè ñâîéñòâà íà îöåíêèòå.

Â ñëåäíèÿ ïðèìåð ñå îíàãëåäÿâà ïðèëîæåíèåòî íà ìåòîäà íà Áåéñ.

Ïðèìåð. Ìåòîä íà Áåéñ
Íåêà çà îïèñàíèå íà ïîâåäåíèåòî íà MIMO ñèñòåìà å èçáðàí ìîäåë,

ïðåäñòàâåí â ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí âèä ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå, ò.å.
ŷk = Φkθ è ïðåäâàðèòåëíî å èçâåñòíî, ÷å ðàçïðåäåëåíèåòî íà ïàðàìåòðè-
òå å íîðìàëíî θ ∼ N (θa, Σθa). Âåëè÷èíèòå θa ∈ Rp è Σθa = cov θ ∈ Rp×p

ìîæå äà ñà èçâåäåíè èëè îïðåäåëåíè íà áàçàòà íà äàííè îò ïðåäèøåí
åêñïåðèìåíò. Òàçè àïðèîðíà èíôîðìàöèÿ ñå èçðàçÿâà ñ ïëúòíîñòòà:

p(θ) =
1√

2π detΣθa

e−
1
2 (θ−θa)

TΣ−1
θa

(θ−θa). (2.72)

Ïëúòíîñòòà p(y|θ) îòðàçÿâà áëèçîñòòà íà ïîâåäåíèåòî íà ìîäåë ñ
ïàðàìåòðè θ äî òîâà íà ñèñòåìàòà, èëè êàçàíî ïî äðóã íà÷èí: îïèñ-
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âà âåðîÿòíîñòòà èçõîäúò ŷk íà ìîäåëà äà ïîâòîðè èçõîäà yk íà ñèñòå-
ìàòà. Íåñúâïàäåíèåòî ìåæäó òåçè äâà ñèãíàëà ñå èçðàçÿâà ñ îñòàòúêà
ek = yk− ŷk. Öåëòà íà îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðè å äà ñå ïîñòðîè ìîäåë,

Ôèãóðà 2.37. Åðãîäè÷åí (õîìîñêåäàñòè÷åí) (à) è íååðãîäè÷åí (õåòåðîñêåäàñ-
òè÷åí) (á) ñèãíàë

êîéòî äà îïèøå äåòåðìèíèðàíàòà ñúñòàâêà â yk, è òàêà îñòàòúêúò äà
ñúäúðæà ñàìî ñëó÷àéíàòà ñúñòàâêà. Çà ïî-ãîëÿìà îáùíîñò â äîëíèòå
ðàçãëåæäàíèÿ ùå ñå ïðèåìå, ÷å ek å íååðãîäè÷åí, ò.å. å ñ ïðîìåíëèâè
ñòàòèñòè÷åñêè õàðàêòåðèñòèêè, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 2.37 êúäåòî
Σe,k = cov ek çàâèñè îò âðåìåòî. Íåêà ñúùî òàêà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà
äà îñèãóðÿâà íàìèðàíåòî íà îïèñàíèå, êîåòî îòðàçÿâà äåòåðìèíèðàíàòà
ñúñòàâêà â yk. Òîãàâà êîâàðèàöèîííàòà ìàòðèöà íà îñòàòúêà çà ðàçëè÷-
íè ìîìåíòè îò âðåìåòî k1 è k2 å cov(ek1 , ek2) = 0.

Ïðè ôèêñèðàí íàáîð îò N íåçàâèñèìè íàáëþäåíèÿ àïîñòåðèîðíàòà
ïëúòíîñò (ôóíêöèÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå), çàâèñåùà îò ñòîéíîñòèòå íà
ïàðàìåòðèòå, å

p(y|θ) =
N∏

k=n+1

1

(2π)ℓ/2 detΣ
1/2
e,k

e−
1
2 (yk−ŷk)

TΣ−1
e,k(yk−ŷk). (2.73)

Íåêà ïî àíàëîãèÿ ñ (2.65) ñòîéíîñòèòå íà èçõîäà íà ìîäåëà ñå ïîäðåäÿò
âúâ âåêòîðà ŷ ∈ Rℓ(N−n) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

ŷ = [ŷTn+1 ŷTn+2 . . . ŷTN ]T ,

à âúâ Φ ∈ Rℓ(N−n)×p ñå ïîäðåäÿò ìàòðèöèòå íà ðåãðåñîðèòå, ò.å.

Φ = [ΦT
n+1 ΦT

n+2 . . . ΦT
N ]T .
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Òîãàâà çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå å â ñèëà ŷ = Φθ è p(y|θ) ìîæå äà ñå
çàïèøå âúâ âèäà:

p(y|θ) = 1

(2π)
ℓN
2 detΣ

1
2
e

e−
1
2 (y−Φθ)TΣ−1

e (y−Φθ), (2.74)

êàòî Σe ∈ Rpℓ(N−n)×ℓ(N−n) å áëîêäèàãîíàëíàòà ìàòðèöà:

Σe = diag(Σe,n+1, Σe,n+2, . . . Σe,N ).

Òÿ å äèàãîíàëíà, àêî åëåìåíòèòå íà îñòàòúêà â åäèí è ñúùè ìîìåíò îò
âðåìåòî íå ñà êîðåëèðàíè ïîìåæäó ñè, ò.å.

Σe,k = diag(σ2
e,1,k, σ2

e,2,k, . . . σ2
e,ℓ,k).

Àêî ñúùåñòâóâà êîðåëàöèÿ ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà îñòàòúêà â ðàçëè÷íè
ìîìåíòè îò âðåìåòî, òîãàâà ìàòðèöàòà Σ−2

e ùå èìà íåíóëåâè åëåìåíòè
èçâúí áëîêîâåòå ïî äèàãîíàëà, îòãîâàðÿùè íà êîâàðèàöèèòå cov(ek1 , ek2).
Òåçè ñëó÷àè ñà ðàçãëåäàíè ïî-ïîäðîáíî â òî÷êà 2.3.4.4.

Òúé êàòî â (2.72) è (2.74) ïàðàìåòðèòå ó÷àñòâàò åäèíñòâåíî â ñòå-
ïåíèòå íà åêñïîíåíòèòå, òî äðîáíèòå ÷ëåíîâå (êîíñòàíòè) íå âëèÿÿò íà
îïòèìàëíîòî ðåøåíèå. Çàòîâà îò ãëåäíà òî÷êà íà îöåíÿâàíåòî ñà âàæíè
çàâèñèìîñòèòå:

p(θ) ∝ e−
1
2 (θ−θa)

TΣ−1
θa

(θ−θa) è p(y|θ) ∝ e−
1
2 (y−Φθ)TΣ−1

e (y−Φθ).

Îò (2.72) è (2.74) ëåñíî ìîæå äà ñå âèäè, ÷å òúé êàòî äâåòå ïëúòíîñòè
ñà íà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíè âåëè÷èíè, òî è p(θ|y) ñúùî îòãîâàðÿ íà
íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå, êàòî

p(θ|y) ∝ p(y|θ)p(θ) ∝ e−
1
2 (θ−θa)

TΣ−1
θa

(θ−θa)−
1
2 (y−Φθ)TΣ−1

e (y−Φθ). (2.75)

Çà äåôèíèðàíåòî íà F(θ) ïî ìåòîäà íà Áåéñ å íóæíî äà ñå êîíêðåòè-
çèðà è ôóíêöèÿòà íà çàãóáèòå. Íåêà å èçáðàíà êâàäðàòè÷íàòà ôóíêöèÿ:

l(θ, θ̂) = ∥θ − θ̂∥22.
Ïî-ãîðå áåøå ïîêàçàíî, ÷å ïðè íåÿ îïòèìóìúò íà F(θ) (âèæ (2.71)) ñå
äîñòèãà ïðè

θ̂ = mean p(θ|y).
Âñúùíîñò, òúé êàòî θ å ñ íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå, òî p(θ|y) å ñèìåò-
ðè÷íà è óíèìîäàëíà. Òîãàâà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå, ìåäèàíàòà è
ìîäàòà ñúâïàäàò, ò.å. θ̂ ñúâïàäà çà ðàçãëåäàíèòå âàðèàíòè íà l(θ, θ̂).
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Ìàêñèìóìúò íà p(θ|y) è ðåñïåêòèâíî íà p(y|θ)p(θ) ñå äîñòèãà, êîãàòî
è ñòåïåíòà íà åêñïîíåíòàòà å ìàêñèìàëíà. Ñëåä ðàçêðèâàíå íà ñêîáèòå
è èçâåñòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ â ñòåïåíòà íà (2.75) ñå ïîëó÷àâà ïîëèíîìúò

f(θ) = θTAθ + bT θ + c.

A å îòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà, ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà è àêî ïîñòàíîâêàòà
íà çàäà÷àòà å êîðåêòíà, íåéíàòà îáðàòíà ìàòðèöà ñúùåñòâóâà. Òîãàâà
ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà p(θ|y), êîåòî å è îïòèìàëíàòà îöåíêà, îò-
ãîâàðÿ íà ìàêñèìóìà íà f(θ). Çà êâàäðàòè÷íàòà ôóíêöèÿ ñòîéíîñòòà íà

θ â ìàêñèìóìà �è å θ̂ = −1
2A

−1b, à êîâàðèàöèîííàòà ìàòðèöà íà ïîëó÷å-
íàòà îöåíêà å Σθ̂ = −1

2A
−1. ♢

2.3.4.2 Ìåòîä íà ìàêñèìàëíàòà àïîñòåðèîðíà ïëúòíîñò

Òîçè ìåòîä å ÷àñòåí ñëó÷àé íà ìåòîäà íà Áåéñ. Ïðè íåãî îòíîâî ñå
çàäàâà àïðèîðíîòî çíàíèå çà ïàðàìåòðèòå ñ ïîìîùòà íà ðàçïðåäåëåíèå-
òî p(θ) è ñëåä òîâà òàçè èíôîðìàöèÿ ñå àêòóàëèçèðà (ñïîðåä ôîðìóëàòà
íà Áåéñ) ñ èçïîëçâàíå íà àïîñòåðèîðíèòå äàííè. Çà ðàçëèêà îò ïðåäèø-

íèÿ ñëó÷àé ñå ïðèåìà, ÷å l(θ, θ̂) = const, è òàêà öåëåâàòà ôóíêöèÿ ïðè
ìåòîäà íà ìàêñèìàëíàòà àïîñòåðèîðíà ïëúòíîñò (Maximum A-Posteriori
� MAP) å

F(θ) = p(θ|y),
a êðèòåðèÿò ñúîòâåòíî å

max
θ

p(θ|y) = max
θ

p(y|θ)p(θ).

Íåêà àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ çà ïàðàìåòðèòå ñà ïúðâîíà÷àëíèòå
ñòîéíîñòè θa, êàêòî è òî÷íîñòòà, ñ êîÿòî âñåêè ïàðàìåòúð å îïðåäåëåí
(ò.å. èìà èíôîðìàöèÿ çà äèñïåðñèèòå íà êîìïîíåíòèòå θa,i). Òîâà ìîæå
äà ñå èçðàçè ñúñ çàäàâàíåòî íà p(θ) ñúñ ñðåäíà ñòîéíîñò θa è ðàçëè÷íà
îñòðîòà ïî îòíîøåíèå íà âñåêè ïàðàìåòúð (íà ïî-íåòî÷íèòå ïàðàìåòðè
îòãîâàðÿò ïî-ðàçëåòè ïëúòíîñòè). Ïî òîçè íà÷èí MAP, à è Áåéñîâèÿò
ìåòîä îò÷èòàò àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ � ïàðàìåòðèòå, çà êîèòî å õàðàê-
òåðíà ïî-ãîëÿìà àïðèîðíà íåîïðåäåëåíîñò, ñà ïî-÷óâñòâèòåëíè êúì äàí-
íèòå, à òåçè, êîèòî ñà èçâåñòíè ñ ïî-ãîëÿìà òî÷íîñò, ñà ïî-÷óâñòâèòåëíè
êúì ïðåäâàðèòåëíàòà èíôîðìàöèÿ. Òàçè îñîáåíîñò ìîæå äà ñå èíòåðï-
ðåòèðà êàòî ò.íàð. ðåãóëÿðèçàöèÿ íà ðåøåíèåòî, ðàçãëåäàíà ïî-ïîäðîáíî
â òî÷êà 3.4.3.

Â ñëåäâàùèÿ ïðèìåð ñå ðåøàâà çàäà÷àòà çà îïðåäåëÿíå íà àïîñòåðè-
îðíèòå îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå íà ìîäåë ñ èäåÿòà, çàëîæåíà â ÌÀP.
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Ïðèìåð. Ìåòîä íà ìàêñèìàëíàòà àïîñòåðèîðíà ïëúòíîñò

Íåêà çà ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà åôåêòà îò êîìáèíèðàíîòî èç-
ïîëçâàíå íà àïðèîðíàòà è àïîñòåðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ ïàðàìåòúðúò íà
ìîäåëà îò ïðåäèøíèÿ ïðèìåð å åäèí, êàòî ïðåäâàðèòåëíàòà èíôîðìàöèÿ
çà íåãî å θa = 5, à íåîïðåäåëåíîñòòà ïðè îïðåäåëÿíåòî íà òàçè ñòîéíîñò
(íàïðèìåð îò ïðåäèøåí åêñïåðèìåíò) å èçðàçåíà ñ äèñïåðñèÿòà σ2

θa
= 1.

Òîãàâà

p(θ) =
1√
2π

e−
1
2 (θ−5)2 . (2.76)

Íåêà å ïðîâåäåíî åäíî íàáëþäåíèå (N = 1), ïðè êîåòî φ1 = 1 è
y1 = 15, à äèñïåðñèÿòà íà íåîïðåäåëåíîñòòà â ñèñòåìàòà, ïðèâåäåíà êúì
èçõîäà, å σ2

e = 2. Çà ôóíêöèÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå ñå ïîëó÷àâà:

p(y|θ) = 1√
4π

e−
1
4 (15−θ)2 . (2.77)

Òîãàâà, ñ ïðåíåáðåãâàíå íà ÷ëåíîâåòå, êîèòî íå âëèÿÿò íà îïòèìàëíîòî
ðåøåíèå, çà öåëåâàòà ôóíêöèÿ ñå ïîëó÷àâà:

F(θ) = e−
1
2 (θ−5)2− 1

4 (15−θ)2 = e−
1
4 (3θ

2−50θ+275) = e−0.75θ2+12.5θ−68.75.

Ôèãóðà 2.38. Àïðèîðíà ïëúòíîñò íà θ (ëèíèÿ îò òî÷êè), ôóíêöèÿ íà ïðàâ-
äîïîäîáèå p(y|θ) (ïðåêúñíàòà ëèíèÿ) è àêòóàëèçèðàíà àïîñòåðèîðíà ïëúòíîñò
íà θ (ïëúòíà ëèíèÿ)

Íà Ôèãóðà 2.38 ñà ïðåäñòàâåíè ðàçïðåäåëåíèÿòà (2.76), (2.77) è ðàçï-

ðåäåëåíèåòî íà àïîñòåðèîðíàòà îöåíêà θ̂, êîÿòî ìàêñèìèçèðà F(θ). Ñòîé-
íîñòòà íà θ̂, êàêòî è íåéíàòà äèñïåðñèÿ σ2

θ̂
îòíîâî ìîæå äà ñå îïðåäåëÿò

àíàëèòè÷íî. Çà êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé ñå ïîëó÷àâà:

θ̂ = 8.3(3) è σ2
θ̂
= 0.6(6). ♢
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Â ïðèìåðà å ïðåäñòàâåíà àêòóàëèçàöèÿòà íà àïðèîðíàòà èíôîðìà-
öèÿ (θa è σ2

θa
) ñ àïîñòåðèîðíèòå äàííè, ñúäúðæàùè ñå â {φ1, y1}. Òàçè

àêòóàëèçàöèÿ ìîæå äà ñå ïîâòîðè çà ïîâå÷å äâîéêè {φk, yk}, êàòî âñå-
êè ïúò ïðåäè ïðèëàãàíåòî íà Áåéñîâîòî ïðàâèëî (2.68) àïîñòåðèîðíàòà

èíôîðìàöèÿ ñå ïðèåìà çà àïðèîðíà (θa ← θ̂ è σ2
θa
← σ2

θ̂
). Àêî N > 1,

êðàéíàòà àïîñòåðèîðíà ïëúòíîñò íå çàâèñè îò ðåäà, â êîéòî ñå îò÷èòàò
{φk, yk}, êàêòî è äàëè òå ñå îáåäèíÿâàò íà ãðóïè.

Ìîäåëúò â ïðèìåðà å ñòàòè÷åí. Â îáùèÿ ñëó÷àé, àêî âåêòîðúò íà
ðåãðåñîðèòå èçèñêâà èçìåðâàíèÿ îò ïðåäèøíè (íàé-ìíîãî n) äèñêðåòíè
ìîìåíòè è yk å âåêòîð, òî çà ôîðìèðàíå íà äâîéêàòà {Φ1, y1} ñà íóæíè
N = n+ 1 íàáëþäåíèÿ.

2.3.4.3 Ìåòîä íà ìàêñèìàëíîòî ïðàâäîïîäîáèå

Â ìíîãî ïðàêòè÷åñêè çàäà÷è ëèïñâà ïðåäâàðèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà
ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà îöåíêèòå p(θ). Â òàêúâ ñëó÷àé å óäà÷íî
äà ñå ïðèåìå, ÷å âñÿêà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúð ïðåäè îò÷èòàíåòî íà èí-
ôîðìàöèÿòà â äàííèòå å åäíàêâî âåðîÿòíà, ò.å. p(θi) = const, çà i = 1, p.
Òîãàâà àïðèîðíàòà ïëúòíîñò p(θ) ïðåñòàâà äà âëèÿå íà îïòèìóìà íà F(θ)
è MAP ñå ñâåæäà äî ìåòîäà íà ìàêñèìàëíîòî ïðàâäîïîäîáèå (Maximum
Likelihood � ML). Ñ îòïàäàíåòî íà íóæäàòà îò àïðèîðíî çíàíèå çà ïà-
ðàìåòðèòå îñíîâíèÿò èçòî÷íèê íà èíôîðìàöèÿ îñòàâàò äàííèòå. Òàêà
ìåòîäúò ML âîäè äî ïîëó÷àâàíå íà îöåíêè, êîèòî ìàêñèìèçèðàò âåðî-
ÿòíîñòòà äà ñå íàáëþäàâàò íàëè÷íèòå äàííè. Êàçàíî ïî äðóã íà÷èí, θ̂,
ïîëó÷åíà ïî ìåòîäà ML, å îöåíêàòà íà ïàðàìåòðèòå, ïðè êîÿòî y å ½íàé-
ïðàâäîïîäîáíàòà� ðåàêöèÿ íà ñèñòåìàòà. Öåëåâàòà ôóíêöèÿ ñå ñâåæäà
äî F(θ) = p(y|θ), à êðèòåðèÿò íà ML å

max
θ

p(y|θ).

Íåêà p(yk|θ) å óñëîâíàòà ïëúòíîñò íà âåðîÿòíîñòòà � èçõîäúò íà ìî-
äåëà äà ïðèåìå íàáëþäàâàíàòà ñòîéíîñò yk, ïðè óñëîâèå ÷å ïàðàìåòðè-
òå íà ìîäåëà ñà θ. Ëîãè÷íî å, êîëêîòî ïî-íåïîäõîäÿùè ñà îöåíêèòå íà
ïàðàìåòðèòå, òîëêîâà ïî-ìàëêà äà å âåðîÿòíîñòòà äà ñå íàáëþäàâà èç-
ìåðåíèÿò èçõîä yk. Îñâåí òîâà, ïîðàäè íàëè÷èåòî íà íåîïðåäåëåíîñòòà
ek, ìàêñèìàëíàòà âåðîÿòíîñò å ïî-ìàëêà îò 1. Íî êîëêîòî ïî-ïîäõîäÿùà
å ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà èëè âëèÿíèåòî íà îêîëíàòà ñðåäà è øóìà îò
èçìåðâàíå ñà ïî-íåçíà÷èòåëíè (ò.å. êîëêîòî íèâîòî íà ek å ïî-íèñêî),
òîëêîâà ìàêñèìóìúò íà p(yk|θ) ùå ñå äîáëèæàâà äî 1.

Âåëè÷èíàòà p(yk|θ) å ïðèíîñúò íà k-òîòî íàáëþäåíèå êúì ôóíêöèÿòà
íà ïðàâäîïîäîáèå p(y|θ). Ïî-äîëó, çà äà ñå íàáëåãíå íà òîâà, ÷å ôóíêöè-
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ÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå çàâèñè îò ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòðèòå, à äàííèòå
ñà ôèêñèðàíè, âìåñòî p(yk|θ) è p(y|θ) ùå ñå âúâåäàò îçíà÷åíèÿòà Lθ,k è
Lθ, êîèòî ÷åñòî ñå èçïîëçâàò â ëèòåðàòóðàòà.

Íåêà îò âõîäíî-èçõîäíèòå äàííè ñå ôîðìèðàò N − n íà áðîé (k =
1, N − n), íåçàâèñèìè åäíà îò äðóãà äâîéêè {φk, yk}. Òîãàâà âðúçêàòà
ìåæäó öåëåâàòà ôóíêöèÿ Lθ è ïðèíîñèòå Lθ,k å

Lθ =
N∏

k=n+1

Lθ,k. (2.78)

Â [38, 37] ñà ðàçãëåäàíè ïîêàçàòåëè, êîèòî ñà îïòèìàëíè çà ðàçëè÷íè
ðàçïðåäåëåíèÿ íà îñòàòúêà. Öåëåâàòà ôóíêöèÿ âúâ âèäà (2.78) íå å óäîá-
íà çà îïòèìèçàöèÿ îñîáåíî êîãàòî ñå èç÷èñëÿâàò ïðîèçâîäíè íà Lθ ïî
îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðèòå. Íàïðèìåð, àêî ñå èç÷èñëÿâà ãðàäèåíòúò íà
Lθ ïðè äâà ïðèíîñà, ñå ïîëó÷àâà:

∇Lθ = ∇(Lθ,1Lθ,2) = ∇Lθ,1Lθ,2 + Lθ,1∇Lθ,2,

êîåòî çà ïðîèçâåäåíèå îò N − n íà áðîé ôóíêöèè âîäè äî çíà÷èòåëíî
óñëîæíÿâàíå íà èç÷èñëèòåëíèÿ ïðîöåñ. Îò äðóãà ñòðàíà, ëîãàðèòìóâà-
íåòî (à òî å ìîíîòîííà òðàíñôîðìàöèÿ è íå âëèÿå íà îïòèìóìà) íà (2.78)
âîäè äî ïðåîáðàçóâàíåòî íà ïðîèçâåäåíèåòî îò ïðèíîñèòå Lθ,k â ñóìàòà

lnLθ =
N−n∑
k=1

lnLθ,k.

Äèôåðåíöèðàíåòî íà òîçè èçðàç ïðè äâà ïðèíîñà âîäè äî:

∇ lnLθ = ∇(lnLθ,1 + lnLθ,2) = ∇Lθ,1 +∇Lθ,2,

êàòî ïðè ãîëÿì áðîé íàáëþäåíèÿ íàðàñòâà åäèíñòâåíî áðîÿò íà ñúáè-
ðàåìèòå â ãîðíàòà ñóìà, áåç òå äà ñå óñëîæíÿâàò. Îñâåí òîâà, çà äà ñå
ïðåîáðàçóâà çàäà÷àòà çà îïòèìèçàöèÿ â óíèôèöèðàí âèä (òúðñåíå íà
ìèíèìóì), çà öåëåâà ôóíêöèÿ â ML ñå èçïîëçâà F(θ) = − lnLθ. Ïîâå-
÷åòî ñòàòèñòè÷åñêè ñîôòóåðè, â êîèòî å ðåàëèçèðàí ML, âèçóàëèçèðàò
ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà:

F(θ) = −2 lnLθ. (2.79)

Â ñëåäíèÿ ïðèìåð ñå îíàãëåäÿâà ïðèëîæåíèåòî íà ÌL.

Ïðèìåð. Ìåòîä íà ìàêñèìàëíîòî ïðàâäîïîäîáèå

Íåêà îòíîâî ñå ðàçãëåäà ïðåäèøíèÿò ïðèìåð, êàòî ñå ïðèåìå, ÷å ëèï-
ñâà èíôîðìàöèÿ çà p(θ). Ñ äðóãè äóìè å ïðîâåäåíî åäíî íàáëþäåíèå,



2.3. Îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè è èçáîð íà ñòðóêòóðà íà ìîäåëà 149

ïðè êîåòî φ = 1 è y = 15, à σ2
e = 2. Çà ôóíêöèÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå ñå

ïîëó÷àâà:

Lθ =
1√
4π

e−
1
4 (15−θ)2 .

Òîãàâà èçìåíåíàòà öåëåâà ôóíêöèÿ (2.79) å

F(θ) = −2 lnLθ = ln(4π) + 1
2 (15− θ)2 ∝ (15− θ)2.

Çà ML îöåíêàòà, êîÿòî ìèíèìèçèðà F(θ), è çà íåéíàòà äèñïåðñèÿ ñå
ïîëó÷àâà:

θ̂ML = 15, σ2
θ̂,ML

= 2.

Çà ñðàâíåíèå ñ ïðåäèøíèÿ ñëó÷àé, êúäåòî àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ å
θa ∼ N (5, 1), ò.å.

θa = 5, σ2
θa = 1,

ïî ìåòîäà MAP å îïðåäåëåíî:

θ̂MAP ≈ 8.333, σ2
θ̂,MAP

≈ 0.667.

Âèæäà ñå, ÷å àêî èìà ïðåäâàðèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà ïàðàìåòúðà íà
ìîäåëà, íåéíîòî èçïîëçâàíå âîäè äî ïî-òî÷íà îöåíêà (σ2

θ̂,MAP
< σ2

θ̂,ML
),

à îöåíêàòà θ̂MAP, îò÷èòàùà äâàòà òèïà èíôîðìàöèÿ, å ïðèåëà êîìïðî-
ìèñíà ñòîéíîñò ìåæäó àïðèîðíàòà è àïîñòåðèîðíàòà îöåíêà. ♢

2.3.4.4 Ìåòîä íà îáîáùåíèòå è íà ïðåòåãëåíèòå
íàé-ìàëêè êâàäðàòè

Ñ ML ñå ïîëó÷àâà îöåíêà, êîÿòî ìàêñèìèçèðà ïðàâäîïîäîáèåòî íà
íàáëþäàâàíèòå âõîäíî-èçõîäíè ñòîéíîñòè çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå.
Íåóäîáñòâîòî ïðè òîçè ìåòîä å, ÷å ôóíêöèÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå òðÿá-
âà äà å èçâåñòíà, à â ìíîãî ïðèëîæåíèÿ ðàçïðåäåëåíèåòî íà èçõîäà (ñ
âúâåäåíîòî îçíà÷åíèå òîâà å Lθ) å íåèçâåñòíî. Ïî-äîëó ñå ïðèåìà, ÷å
ðàçïðåäåëåíèåòî å íîðìàëíî. Â òî÷êà 2.4.1 ñå îáñúæäà ïî-ïîäðîáíî òîâà
ïðèåìàíå. Òîãàâà ôóíêöèÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå (2.73) ìîæå äà ñå çàïèøå
òàêà:

Lθ =
1

(2π)
ℓN
2 detΣ

1
2
e

e−
1
2 e

TΣ−1
e e. (2.80)

Â îáùèÿ ñëó÷àé, êîãàòî ìîäåëúò å íåëèíååí,

ŷ = f(Φ, θ), (2.81)



150 Ãëàâà 2. Åòàïè íà èäåíòèôèêàöèÿòà íà MIMO ñèñòåìè

ïðè íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå íà îñòàòúêà Lθ ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ
âèäà (2.80). Íåêà ek å õåòåðîñêåäàñòè÷íà âåëè÷èíà (êîâàðèàöèîííàòà
ìàòðèöà Σe,k ñå èçìåíÿ âúâ âðåìåòî). Ñúùî òàêà íåêà ïúðâî ñå ðàçãëå-
äà îáùèÿò ñëó÷àé, êîãàòî ñúùåñòâóâà êîðåëàöèÿ ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà
îñòàòúêà. Åäèíèÿò âàðèàíò å òÿ äà å ìåæäó êîìïîíåíòèòå íà ek â åäèí
è ñúùè ìîìåíò ò.å. cov(ei,k, ej,k) ̸= 0. Äðóãèÿò âàðèàíò å êîðåëàöèÿòà äà

…

…

…

… … …… … …

(а) (б) (в)

Ôèãóðà 2.39. Ñòðóêòóðà íà Σ2
e ïðè õåòåðîñêåäàñòè÷åí îñòàòúê è êîðåëàöèÿ

â ðàçëè÷íè ìîìåíòè îò âðåìåòî � ïúëíà ìàòðèöà (à), êîðåëàöèÿ â òåêóùèÿ
ìîìåíò � áëîêäèàãîíàëíà (á) è ëèïñà íà êîðåëàöèÿ � äèàãîíàëíà (â). Ñèâèòå
îáëàñòè ñúäúðæàò íåíóëåâè ñòîéíîñòè.

å ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà îñòàòúêà â ðàçëè÷íè ìîìåíòè îò âðåìåòî ò.å.
cov(ek1 , ek2) ̸= 0, êàòî òîâà îçíà÷àâà, ÷å íàëè÷íàòà âõîäíî-èçõîäíà èí-
ôîðìàöèÿ íå å äîñòàòú÷íà çà îïèñàíèåòî íà èçñëåäâàíàòà ñèñòåìà èëè
ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà íå å ïîäõîäÿùà.

Íåçàâèñèìî îò êîðåëàöèÿòà, ùîì òÿ ñúùåñòâóâà, êîâàðèàöèîííàòà
ìàòðèöà çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå Σ2

e íå å äèàãîíàëíà è èìà ñòðóê-
òóðà, ïîêàçàíà íà Ôèãóðà 2.39 (à) èëè (á). Òúé êàòî ìîäåëúò (2.81) å
íåëèíååí, îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå ñå èçâúðøâà ïî ìåòîäà íà íå-
ëèíåéíèòå îáîáùåíè íàé-ìàëêè êâàäðàòè (Nonlinear Generalized LS �
NGLS). Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ìåæäó åëåìåíòèòå íà îñòàòúêà íå ñúùåñò-
âóâàò ñïîìåíàòèòå êîðåëàöèè (èëè ñà ïðåíåáðåæèìè), òî Σe å äèàãîíàë-

íà (Ôèãóðà 2.39 (â)) è çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà θ̂ ñå ñâåæäà äî ìåòîäà
íà íåëèíåéíèòå ïðåòåãëåíè íàé-ìàëêè êâàäðàòè (Nonlinear Weighted LS
� NWLS).

Ïî ñúùèòå ñúîáðàæåíèÿ êàòî â ïðåäíàòà òî÷êà ïðè NGLS è NWLS,
âìåñòî äà ñå ìàêñèìèçèðà Lθ, ñå èçïîëçâà öåëåâàòà ôóíêöèÿ F(θ) =
−2 lnLθ, íà êîÿòî ñå òúðñè ìèíèìóì (êîåòî íå ïðîìåíÿ îïòèìàëíîòî
ðåøåíèå). Çà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå, ñ èçïîëçâàíå íà (2.80), F(θ) ìîæå
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äà ñå ðàçâèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

F(θ) = −2 lnLθ = ln((2π)ℓN detΣe) + eTΣee ∝ eTΣee.

Íåêà ñå ïîëîæè W = Σ−1
e . Òàêà, âìåñòî ïî-îáùàòà öåëåâà ôóíêöèÿ â

ML, â ìåòîäèòå NGLS è NWLS ñå èçïîëçâà (2.66):

F(θ) = eTWe. (2.82)

Ïðè NGLS, ïîðàäè íàëè÷èåòî íà íåäèàãîíàëíè åëåìåíòè â òåãëîâíàòà
ìàòðèöà, F(θ) å ïðåòåãëåíà ñóìà îò ïðîèçâåäåíèÿòà ei,k1ej,k2 (ei,k1 å i-
òàòà êîìïîíåíòà íà îñòàòúêà (ℓ-ìåðåí âåêòîð) â ìîìåíò k1). Ïðè NWLS,
ïîðàäè äèàãîíàëíàòà ôîðìà íà òåãëîâíàòà ìàòðèöà, ïðåòåãëåíàòà ñóìà
å ñàìî îò êâàäðàòèòå íà îñòàòúöèòå e2i,k.

Äî ìîìåíòà ñå ïðèåìà, ÷å òåãëîâíàòà ìàòðèöà å èíâåðñíàòà íà êîâà-
ðèàöèîííàòà ìàòðèöà íà îñòàòúêà. Èìà è äðóãè âàðèàíòè çà èçáîð íà
W , ÷àñò îò êîèòî áÿõà îáñúäåíè â òî÷êà 2.3.2.

Â òî÷êà 2.3.4.1 å ïîêàçàíî, ÷å àêî ìîäåëúò å ëèíååí è ïðåäñòàâåí
ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå, ò.å. çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå ŷ = Φθ, Lθ

ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà:

Lθ =
1

(2π)
ℓN
2 detΣ

1
2
e

e−
1
2 (y−Φθ)TΣ−1

e (y−Φθ). (2.83)

Àêî òåãëîâíàòà ìàòðèöà å äèàãîíàëíà è íÿìà ñìèñúë íà îáðàòíà íà
êîâàðèàöèîííàòà ìàòðèöà íà îñòàòúêà, âìåñòî Σe â (2.82) ñå èçïîëçâà
îáùèÿò çàïèñ W . Ïðè èçâúðøâàíå íà ñúùèòå ðàçãëåæäàíèÿ êàòî òåçè
çà íåëèíååí ìîäåë, êîãàòî òåãëîâíàòà ìàòðèöà å íåäèàãîíàëíà, ñå ñòèãà
ñúîòâåòíî äî ìåòîäà íà îáîáùåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè (GLS), à ïðè

äèàãîíàëíà ìàòðèöà W � çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà θ̂ ñå ñâåæäà äî ìåòî-
äà íà ïðåòåãëåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè (WLS). Ïðîïóñêàíåòî íà äóìàòà
½íåëèíååí� â èìåòî íà ìåòîäà îçíà÷àâà, ÷å ìîäåëúò, çà êîéòî ñå ïðèëàãà
ñúîòâåòíèÿò ìåòîä, å ëèíååí ïî ïàðàìåòðè. Îò äðóãà ñòðàíà, äîðè ìîäå-
ëúò äà å íåëèíååí êàòî âðúçêà ìåæäó ïúðâîíà÷àëíèòå âõîäíî-èçõîäíè
âåëè÷èíè, àêî å ïðèâåäåí â ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí âèä, ìåòîäèòå çà
îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè îòíîâî ñà GLS è WLS.

Çà öåëåâàòà ôóíêöèÿ âúâ âèäà F(θ) = −2 lnLθ (ñ èçïîëçâàíå íà
îçíà÷åíèåòî W ) å â ñèëà:

−2 lnLθ ∝ (y − Φθ)TW (y − Φθ). (2.84)

Ïðè òàçè ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà (îòãîâàðÿùà íà GLS è WLS) å âúç-

ìîæíî îöåíêàòà θ̂, ìèíèìèçèðàùà (2.84), äà ñå îïðåäåëè àíàëèòè÷íî
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(åäíîêðàòíî � áåç äà å íåîáõîäèìà èòåðàòèâíà ïðîöåäóðà). Êîãàòî ìî-
äåëúò å ëèíååí, îñòàòúêúò e ñúùî çàâèñè ëèíåéíî îò ïàðàìåòðèòå è
ñëåäîâàòåëíî öåëåâàòà ôóíêöèÿ (äåñíèÿò èçðàç â (2.84)) å êâàäðàòè÷íà
ïî îòíîøåíèå íà θ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å F(θ) å óíèìîäàëíà è èìà ìèíèìóì,
êîãàòî ∇F(θ) = 0. Íåêà F(θ) îò (2.84) ñå ðàçâèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

F(θ) = (y − Φθ)TW (y − Φθ) = yTWy − 2θTΦTWy − θTΦTWΦθ.

Òîãàâà, ñëåä äèôåðåíöèðàíå è ïðèðàâíÿâàíå íà ãðàäèåíòà ∇F(θ) íà
íóëà ñå ïîëó÷àâà:

∇F(θ)|θ=θ̂ = −2ΦTWy − 2ΦTWΦθ̂ = 0.

Îïòèìàëíèòå îöåíêè, óäîâëåòâîðÿâàùè òîâà ðàâåíñòâî, ñà:

θ̂ = (ΦTWΦ)−1ΦTWy. (2.85)

Êàêòî ñå âèæäà, îòäÿñíî íà ðàâåíñòâîòî ôèãóðèðàò ñàìî èçâåñòíè âå-
ëè÷èíè � íàëè÷íèòå äàííè è òåãëîâíàòà ìàòðèöà, êîÿòî ñúùî ñå çàäàâà
ïî ñúîòâåòíè ïðè÷èíè (õåòåðîñêåäàñòè÷åí îñòàòúê, íåñòàöèîíàðíîñò íà
ñèñòåìàòà, ëèïñâàùè ñòîéíîñòè, ðåäóöèðàíå íà äàííèòå è ò.í.).

Àêî îñòàòúêúò å àâòîêîðåëèðàí, âìåñòî W â (2.85) å ïîäõîäÿùî äà

ñå èçïîëçâà Σ−1
e . Òúé êàòî θ̂ çàâèñè îò äàííèòå, â êîèòî ñå ñúäúðæà

íåîïðåäåëåíîñò, òî è îöåíêèòå ìîæå äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî ñëó÷àéíè
âåëè÷èíè. Êîãàòî W = Σ−1

e , îñâåí ÷å â ñëó÷àÿ θ̂ å íåèçìåñòåíà îöåíêà,
äèñïåðñèÿòà �è σ2

θ̂
= (ΦTΣ−1

e Φ)−1 å ìèíèìàëíà. Îöåíèòåë, êîéòî îñèãóðÿ-
âà òàêèâà îöåíêè, ñå íàðè÷à ½íàé-äîáúð, ëèíååí, íåèçìåñòåí îöåíèòåë�
(BLUE � Best Linear Unbiased Estimator). Ñâîéñòâàòà íà îöåíêèòå ñà
äèñêóòèðàíè ïîäðîáíî â òî÷êà 3.2.2.4.

Èäåÿòà çà íàé-äîáðà îöåíêà (íåèçìåñòåíà è ñ ìèíèìàëíà äèñïåðñèÿ)
íà ïàðàìåòúð èìà ñìèñúë, êîãàòî ìîäåëúò å ëèíååí. Ïðè íåëèíåéíèòå
ìîäåëè èìà ñëó÷àè, êîãàòî ìîæe äà ñå íàìåðÿò èçìåñòåíè îöåíêè ñ ïî-
ìàëêà äèñïåðñèÿ îò îöåíêèòå, êîèòî ñà íåèçìåñòåíè.

2.3.4.5 Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè

Ïðè WLS è íåãîâèÿ íåëèíååí âàðèàíò ñå ïðèåìà, ÷å èëè îñòàòúêúò
å õåòåðîñêåäàñòè÷åí, èëè ïî íÿêàêâà ïðè÷èíà å íåîáõîäèìà òåãëîâíà
ìàòðèöà ñ ðàçëè÷íè åëåìåíòè ïî äèàãîíàëà. Êîãàòî íÿìà ïðåäâàðèòåë-
íà èíôîðìàöèÿ çà íåîïðåäåëåíîñòèòå, âëèÿåùè íà èçõîäà, ðàçóìíî å äà
ñå ïðèåìå, ÷å ek å åðãîäè÷åí (êîâàðèàöèîííàòà ìàòðèöà íå ñå èçìåíÿ
âúâ âðåìåòî, ò.å. Σe,k = Σe = const). Ïðè èçïúëíåíèåòî è íà îñòàíà-
ëèòå ïðèåìàíèÿ, âàëèäíè çà WLS (è ñèñòåìàòèçèðàíè íà Ôèãóðà 2.34),
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ìàòðèöàòà Σe â (2.83) ñòàâà:

Σe = diag(σ2
e , σ

2
e , . . . , σ

2
e) ∈ R(N−n)ℓ×(N−n)ℓ,

a σ2
e = [σ2

e,1 σ2
e,2 . . . σ2

e,ℓ] å âåêòîðúò, ñúäúðæàù äèñïåðñèÿòà íà êîìïî-
íåíòèòå íà åðãîäè÷íèÿ îñòàòúê ek. Òàêà, àêî íÿìà èíôîðìàöèÿ çà íåñòà-
öèîíàðíîñòè â ñèñòåìàòà, íå å íóæíî äàííèòå äà ñå îò÷èòàò ñ ðàçëè÷íè
òåãëà. Â òåçè ñëó÷àè òåãëîâíàòà ìàòðèöà â (2.84) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè
êàòî W = diag(w,w, . . . , w) ∈ R(N−n)ℓ×(N−n)ℓ, çà w ∈ Rℓ. Òàêà çà (2.82)
å â ñèëà:

eTWe =

ℓ∑
i=1

wi

N∑
k=n+1

e2i,k ∝ eT e,

ò.å. öåëåâàòà ôóíêöèÿ ñå ñâåæäà äî

F(θ) = eT e. (2.86)

Ñ äðóãè äóìè, çàäà÷àòà íå ñå ïðîìåíÿ, àêî W = I. Òàêà ñå ïîëó÷àâà
ìåòîäúò íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè (LS) êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé íà WLS. Îò
(2.86) è àíàëîãè÷íî íà èçâåæäàíåòî â ïðåäèøíàòà òî÷êà çà îïòèìàëíèòå
îöåíêè ñå ïîëó÷àâà:

θ̂ = (ΦTΦ)−1ΦT y. (2.87)

Êîãàòî ñå ïðèëàãà LS, òðÿáâà äà ñå èìàò ïðåäâèä ïðèåìàíèÿòà, èç-
âúðøåíè äî äîñòèãàíå äî òîçè ÷àñòåí ñëó÷àé. Êàêòî ñå âèæäà îò (2.87),
çà äà ñå îïðåäåëÿò ïàðàìåòðèòå ïî LS, íå å íóæíà íèòî àïðèîðíà èí-
ôîðìàöèÿ çà ïàðàìåòðèòå, íèòî çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà îñòàòúêà. Åäèí-
ñòâåíîòî, êîåòî å íåîáõîäèìî, ñà íàëè÷íèòå äàííè çà âõîäíî-èçõîäíè-
òå âåëè÷èíè. Çàòîâà òîçè (îïðîñòåí) ìåòîä çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè
å íàé-ðàçïðîñòðàíåí â ïðàêòèêàòà. Òîé å ðàçãëåäàí ïîäðîáíî â òî÷êè
3.2.2 è 3.3.2.

Èíòåðïðåòàöèÿòà íà ðåøåíèåòî ïî LS, îïèñàíà ïî-äîëó, å íóæíà, òúé
êàòî ïðè íåÿ ñå âúâåæäàò äâå ìàòðèöè ñúñ ñïåöèàëíè ñâîéñòâà, çà êîèòî
ùå ñòàíå äóìà ïî-íàòàòúê â èçëîæåíèåòî.

Íåêà çà óëåñíåíèå ìîäåëúò å SISO è èçõîäúò ìó ñå ïðåäñòàâè êàòî

ŷ = Φθ̂ = Φ(ΦTΦ)−1ΦT y = My, (2.88)

à îñòàòúêúò ñå ðàçâèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

e = y − ŷ = (I −M)y = Φ⊥y. (2.89)

Â äâåòå ïðåäñòàâÿíèÿ ñà âúâåäåíè ìàòðèöèòå M è Φ⊥. Ìàòðèöàòà
M = Φ(ΦTΦ)−1ΦT èìà ñâîéñòâîòî äà ïðîåêòèðà N − n ìåðíîòî ïðîñò-
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ðàíñòâî âúâ ôàêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî, êîåòî å äåôèíèðàíî îò ñòúëáîâå-
òå íà Φ. (Íàèñòèíà ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å MΦ = Φ, ò.å., êàêòî ñå î÷àêâà
ïðè òàçè ïðîåêöèÿ, ñòúëáîâåòå íà Φ ñå ïðîåêòèðàò â ñåáå ñè.) Â (2.88)
M ïðîåêòèðà y â ñïîìåíàòîòî ïðîñòðàíñòâî, à ïîëó÷åíàòà ïðîåêöèÿ å
èìåííî ŷ. Òîâà å èíòåðïðåòàöèÿòà íà ìîäåëà, çàïèñàí âúâ âèäà (2.88).

Íà Ôèãóðà 2.40 å ïðåäñòàâåí ñëó÷àé, ïðè êîéòî ñòúëáîâåòå íà Φ ñà ñ
ðàçìåðíîñò N −n = 3, à áðîÿò èì (áðîÿò íà ôàêòîðèòå) å z = 2, ò.å. Φ ∈
R3×2. Äâàòà ñòúëáà Φ.1 è Φ.2 íà ìàòðèöàòà íà äàííèòå îáðàçóâàò áàçà â
R2 (òîâà å ðàâíèíàòà, â êîÿòî òå ëåæàò � ôàêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî Φ).
Òúé êàòî ŷ å ïðîåêöèÿ íà y âúâ Φ, òî ŷ ëåæè â òàçè ðàâíèíà. Êîëêîòî ïî-
èíôîðìàòèâíà å êîìáèíàöèÿòà îò ôàêòîðèòå, òîëêîâà ðàâíèíàòà ùå å
ïî-áëèçêà äî y. Â ãðàíè÷íèÿ ñëó÷àé, êîãàòî ôàêòîðèòå ñúäúðæàò öÿëàòà
èíôîðìàöèÿ çà îïèñàíèå íà èçõîäà (òîâà îçíà÷àâà, ÷å íÿìà îñòàòú÷íà
íåîïðåäåëåíîñò), y ùå ëåæè âúâ ôàêòîðíàòà ðàâíèíà. Íà ôèãóðàòà y ∈
R3 å âåêòîð, êîéòî íå ëåæè â òàçè ðàâíèíà, êîåòî ïîêàçâà, ÷å òîé íå
ìîæå èçöÿëî äà áúäå îïèñàí ñ äâàòà ôàêòîðà.

Ôèãóðà 2.40. Èçõîäúò íà ìîäåëà å ïðîåêöèÿ âúâ ôàêòîðíîòî, à îñòàòúêúò �
â îðòîãîíàëíî íà ôàêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî. Ïðèìåð çà Φ ∈ R3×2.

Âòîðàòà ìàòðèöà Φ⊥ = I − Φ(ΦTΦ)−1ΦT èìà ñâîéñòâîòî äà ïðîåê-
òèðà N − n ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî â îðòîãîíàëíî ïðîñòðàíñòâî íà ôàê-
òîðíîòî. (Íàèñòèíà ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å Φ⊥Φ = 0, ò.å. Φ⊥ ïðîåêòèðà
ñòúëáîâåòå íà Φ â îðòîãîíàëíî çà òÿõ ïðîñòðàíñòâî è çàòîâà òÿõíàòà
ïðîåêöèÿ å 0.) Â (2.89) Φ⊥ ïðîåêòèðà y â òîâà îðòîãîíàëíî ïðîñòðàíñò-
âî, à ïîëó÷åíàòà ïðîåêöèÿ å îñòàòúêúò e. Ìàòðèöàòà Φ⊥ ñå èçïîëçâà â
ñúáñïåéñ ìåòîäèòå [148, 145, 125, 114] çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå íà
äèíàìè÷íè ìîäåëè, îïèñàíè â ïðîñòðàíñòâî íà ñúñòîÿíèåòî. Íà Ôèãóðà
2.40 îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà ôàêòîðíîòî (äâóìåðíî) ïðîñòðàíñò-
âî å ïðàâàòà ϕ (åäíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî). Âåêòîðúò e ëåæè èìåííî íà
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òàçè ïðàâà. Â òàêúâ ñëó÷àé, êîëêîòî ïî-ãîëÿìî å íèâîòî íà íåîïðåäåëå-
íîñòòà â y, òîëêîâà ïîñîêàòà íà òîçè âåêòîð å ïî-áëèçêà äî ïðàâàòà ϕ. Â
ãðàíè÷íèÿ ñëó÷àé, êîãàòî y ñúäúðæà ñàìî íåîïðåäåëåíîñò, à òîâà îçíà-
÷àâà, ÷å ôàêòîðèòå ñà íàïúëíî íåèíôîðìàòèâíè, âåêòîðúò y ùå ëåæè
íà ïðàâàòà ϕ.

2.3.5 Åäíîêðàòíî è èòåðàòèâíî îöåíÿâàíå

Â çàâèñèìîñò îò âèäà íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå ðàçãðàíè÷àò
äâà âèäà ðåøåíèå íà çàäà÷àòà çà îöåíÿâàíå. Â åäèíèÿ ñëó÷àé F(θ) ïîçâî-
ëÿâà àíàëèòè÷íî îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè äà ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç äàííèòå.
Èçâåñòíî å, ÷å â îïòèìóìà íà åäíà ôóíêöèÿ (íåêà å ñêàëàðíà ñ âåêòîðåí
àðãóìåíò) ãðàäèåíòúò �è ñå íóëèðà. Ïîíÿêîãà îò ∇F(θ) = 0 å âúçìîæíî
îïòèìàëíèòå îöåíêè äà ñå èçðàçÿò ÷ðåç íàëè÷íèòå íàáëþäåíèÿ. Â ïðåä-
íèòå äâå òî÷êè ñà ðàçãëåäàíè òàêèâà ñëó÷àè. Ïðè òÿõ öåëåâàòà ôóíêöèÿ
å êâàäðàòè÷íà, à ìîäåëúò å ëèíååí ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðèòå è îöå-
íÿâàíåòî íà θ ñå ñâåæäà äî ïðèëàãàíå íà GLS, WLS èëè LS.

Â ìíîãî ñëó÷àè îáà÷å íå å âúçìîæíî îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè äà ñå
îïðåäåëÿò àíàëèòè÷íî. Àêî êîâàðèàöèîííàòà ìàòðèöà íà ek èëè ìàòðè-
öàòà W íå å èçâåñòíà èëè àêî ìîäåëúò å íåëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí, ñå
èçïîëçâàò èòåðàòèâíè àëãîðèòìè, ïðè êîèòî åäèí âàðèàíò å ìíîãîêðàò-
íî äà ñå ïðèëîæè LS èëè WLS. Òîâà å ò.íàð. ëèíååí ïîäõîä çà îöåíÿâàíå,
íà êîéòî å îòäåëåíî âíèìàíèå â Òðåòà ãëàâà. Òîé ñå íàðè÷à ëèíååí, çà-
ùîòî ñå ïðèåìà, ÷å ìîäåëúò å ëèíååí ïî ïàðàìåòðè. Äîðè çàâèñèìîñòòà
ŷk(θ̂) äà íå å ëèíåéíà, èìà ñëó÷àè, ïðè êîèòî îöåíêèòå ñõîæäàò êúì
òúðñåíèòå îïòèìàëíè ñòîéíîñòè.

Âúïðåêè òîâà íåâèíàãè å óäà÷íî èëè âúçìîæíî äà ñå ïðèëîæè ëèíåé-
íèÿò ïîäõîä çà îöåíÿâàíå. Íàïðèìåð íåëèíåéíîñòòà â ìîäåëà ïî îòíîøå-
íèå íà ïàðàìåòðèòå ìîæå äà íå ïîçâîëÿâà (äîðè ôèêòèâíî) îòäåëÿíåòî
è èçðàçÿâàíåòî èì êàòî ôóíêöèÿ íà äàííèòå. Òîãàâà çàäà÷àòà çà îöå-
íÿâàíå ñå ðåøàâà ñ íåëèíåéíèòå âàðèàíòè íà ñïîìåíàòèòå ìåòîäè èëè ñ
ïî-îáùè ìåòîäè êàòî ML, êàòî ñå ïðèáÿãâà äî ÷èñëåíàòà èì ðåàëèçàöèÿ
ñ ìåòîäè çà îïòèìèçàöèÿ. Ïðè òÿõ îòíîâî èòåðàòèâíî ïàðàìåòðèòå ñå
àêòóàëèçèðàò, äîêàòî íå ñå èçïúëíè ñúîòâåòíî óñëîâèå çà êðàé.

Ïîíÿêîãà äàëè ðåøåíèåòî å àíàëèòè÷íî èëè èòåðàòèâíî, çàâèñè è
îò èçïîëçâàíèÿ ìåòîä çà îïòèìèçàöèÿ. Íàïðèìåð ìåòîäúò çà îïòèìèçà-
öèÿ Íþòîí-Ðàôñúí îöåíÿâà ïàðàìåòðèòå ñ èçïîëçâàíå íà ãðàäèåíòà è
Õåñèàíà íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ. Àêî ìîäåëúò å ëèíååí, à öåëåâàòà ôóíê-
öèÿ � êâàäðàòè÷íà, òîçè ìåòîä äîñòèãà äî îïòèìàëíîòî ðåøåíèå îùå â
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ïúðâàòà èòåðàöèÿ, ò.å. ðåàëíî îöåíÿâàíåòî íå å èòåðàòèâåí ïðîöåñ. Îò
òàçè ãëåäíà òî÷êà ðåøåíèåòî ïî LS â Òðåòà ãëàâà ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà
êàòî ðåàëèçàöèÿ íà ìåòîäà Íþòîí-Ðàôñúí, ïðèëîæåí êúì êâàäðàòè÷-
íàòà öåëåâà ôóíêöèÿ. Â ñëó÷àÿ öåëåâàòà ôóíêöèÿ, íåéíèÿò ãðàäèåíò è
Õåñèàí (âèæ òî÷êà 3.3.2.2) çà ìîäåë ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå ñà:

F(θ) = eT e,

g = −2ΦT y + 2ΦTΦθ,

H = 2ΦTΦ.

Îöåíêèòå ïî ìåòîäà Íþòîí-Ðàôñúí â i -òàòà èòåðàöèÿ ñå àêòóàëèçèðàò
êàòî

θ(i+1) = θ(i) −H−1g.

Çà ïúðâà èòåðàöèÿ

θ(1) = θ(0) − 1
2 (Φ

TΦ)−1(−2ΦT y + 2ΦTΦθ(0))

= θ(0) + (ΦTΦ)−1ΦT y − θ(0)

= (ΦTΦ)−1ΦT y.

Îò äðóãà ñòðàíà, àêî çà îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå íà ñúùèÿ ìîäåë
ñå èçïîëçâà ãðàäèåíòåí ìåòîä îò ïúðâè ðåä [1, 34, 127] (îöåíêèòå ñå
îáíîâÿâàò ñ èçïîëçâàíå ñàìî íà ãðàäèåíòà), íàïðèìåð:

θ(i+1) = θ(i) − s(i)g,

êàòî s å ïàðàìåòúð çà äîïúëíèòåëíà ïðîìÿíà íà ñòúïêàòà, òîãàâà â
îáùèÿ ñëó÷àé ùå ñà íåîáõîäèìè ìíîæåñòâî èòåðàöèè çà íàìèðàíå íà
îöåíêè, êîèòî äà ñà çàäîâîëèòåëíî áëèçêè äî îïòèìàëíèòå.

Â íàñòîÿùèÿ òðóä íå ñà ïðåäñòàâåíè ìåòîäèòå çà îöåíÿâàíå íà ïàðà-
ìåòðèòå íà íåëèíåéíè (ïî ïàðàìåòðè) ìîäåëè.

2.3.6 Èçáîð íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà

Òàçè äåéíîñò ïîäðîáíî å ðàçãëåäàíà â Òðåòà ãëàâà, à òóê å ìàðêèðàíà
ñàìî èäåÿòà è îñîáåíîñòèòå, ñâúðçàíè ñ óòî÷íÿâàíå íà ñòðóêòóðàòà íà
ìîäåëà.

Èçáîðúò íà ïîäõîäÿùà ñòðóêòóðà íà ìîäåëà å âàæíà ñòúïêà â èäåí-
òèôèêàöèÿòà. Òÿ ñå óñëîæíÿâà, êîãàòî ñèñòåìàòà å ìíîãîìåðíà, îñîáåíî
ïðè ãîëÿì áðîé ïîòåíöèàëíè ôàêòîðè, íåèíôîðìàòèâíè, ìóëòèêîëèíå-
àðíè ñèãíàëè è äð. Îñíîâíèÿò ñòðåìåæ ïðè èçáîðà íà ñòðóêòóðàòà å
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ìîäåëúò äà å äîñòàòú÷íî òî÷åí îò ãëåäíà òî÷êà íà öåëòà, çà êîÿòî ñå
ðàçðàáîòâà, è ñúùåâðåìåííî îïèñàíèåòî äà áúäå ëåñíî çà èçïîëçâàíå
(âúçìîæíî ïî-ïðîñòî). Ïîíÿêîãà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà çàâèñè è îò
äðóãè èçèñêâàíèÿ, íàëîæåíè îò ïðèëîæíàòà îáëàñò. Íàïðèìåð áàíêè-
òå èçèñêâàò ìîäåëè íà ïîâåäåíèåòî íà êëèåíòèòå ñè, â êîèòî ó÷àñòâàò
êîëêîòî å âúçìîæíî ïîâå÷å õàðàêòåðèñòèêè (âõîäîâå), êîèòî äà íå ñå
êóïóâàò îò êðåäèòíè áþðà. Ñúùî òàêà áàíêèòå áèõà îòõâúðëèëè ìîäåë,
àêî íÿêîè ôàêòîðè ó÷àñòâàò â íåãî ïî íåëîãè÷åí íà÷èí, îò ãëåäíà òî÷êà
íà áèçíåñà. Òîâà íàëàãà äîïúëíèòåëíà ïðîìÿíà íà ñòðóêòóðàòà äî ïîëó-
÷àâàíåòî íà ìîäåë, êîéòî ëîãè÷íî ìîæå äà áúäå îáÿñíåí. Âñúùíîñò òîâà
å ïðèìåð çà èçïîëçâàíåòî íà àïðèîðíà èíôîðìàöèÿ, ñ êîÿòî ñå íàëàãàò
îãðàíè÷åíèÿ ïðè èçáîðà íà ïîäõîäÿùà ñòðóêòóðà, êîèòî ñà íàëîæåíè íå
îò ñòàòèñòè÷åñêè, à îò áèçíåñ ñúîáðàæåíèÿ.

Â òåõíèêàòà ñúùî ìîæå äà ñå íàëîæàò äîïúëíèòåëíè èçèñêâàíèÿ,
àêî íàáëþäåíèåòî íà íÿêîè âåëè÷èíè å ñâúðçàíî ñ ïîâå÷å ñðåäñòâà, ñ
íåæåëàíî âëîøàâàíå íà ïðîäóêöèÿ è ò.í. Òîãàâà ñúùî áè ñëåäâàëî äà ñå
òúðñè êîìïðîìèñåí ìîäåë, êîéòî ïî âúçìîæíîñò äà íå âêëþ÷âà òàêèâà
âåëè÷èíè.

Îñâåí èçèñêâàíèÿòà

продукт 1

продукт 2

продукт 3

1 2
L

N

Ôèãóðà 2.41. Èíòåðâàë íà íàáëþäåíèå è íàëè÷íè
äàííè çà òðè ïðîäóêòà. Èíòåðâàëúò, â êîéòî íàáî-
ðúò å ïúëåí, å îçíà÷åí ñ L.

ìîäåëúò äà å äîñòîâå-
ðåí, îïðîñòåí, èêîíîìè-
÷åñêè èçãîäåí è íåâëè-
çàù â ïðîòèâîðå÷èå ñ
àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ,
ïîíÿêîãà âúðõó ñòðóê-
òóðàòà ñå íàëàãàò è îã-
ðàíè÷åíèÿ, çàâèñåùè îò
íàëè÷íèòå äàííè. Èìà
ñëó÷àè, êîãàòî ñòîéíîñ-
òèòå íà íÿêîè âåëè÷è-
íè ñà äîñòúïíè â ïî-
äèíòåðâàëè íà èçáðàíèÿ
èíòåðâàë íà íàáëþäåíèå. Íàïðèìåð âõîäíî-èçõîäíèòå ñèãíàëè, ñâúðçà-
íè ñ ïðîäóêòèòå â ïàçàðíà ñèñòåìà, ñà íàëè÷íè îò ìîìåíòà íà ïóñêàíå íà
ïðîäóêòèòå íà ïàçàðà äî òÿõíîòî ñíåìàíå (Ôèãóðà 2.41). Òàêà â íàáîðà
îò äàííè ìîæå äà ñå îêàæå, ÷å çà îò÷èòàíå íà âçàèìîâðúçêèòå ìåæäó íÿ-
êîè âåëè÷èíè èìà ìàëêî äàííè è òå ìîæå äà îòïàäíàò èëè ìàêñèìàëíî
äîïóñòèìèÿò ðåä íà ïîëèíîìè äà ñå îãðàíè÷è. (Ïîïúëâàíåòî íà ëèïñ-
âàùè ñòîéíîñòè å ðåøåíèå íà ïðîáëåìà, ïðåäñòàâåí íà Ôèãóðà 2.41, íî
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òî òðÿáâà äà ñå ïðèëàãà âíèìàòåëíî ïîðàäè âíàñÿíåòî íà äîïúëíèòåëíà
íåîïðåäåëåíîñò ñ âúâåäåíèòå îðèåíòèðîâú÷íè ñòîéíîñòè.)

Ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà ñå äåôèíèðà ñ ïîìîùòà íà ò.íàð. ñòðóêòóð-
íè ïàðàìåòðè. Çà åäèí ìíîãîìåðåí ìîäåë ñòðóêòóðíè ïàðàìåòðè ñà èí-
äåêñèòå íà âõîäíî-èçõîäíèòå ñèãíàëè îò íàáîðà, êîèòî ñà âêëþ÷åíè â
ìîäåëà, ñòåïåíèòå íà ïîëèíîìèòå â ïîëèíîìíèòå ìàòðèöè (àêî ìîäåëúò
å äèíàìè÷åí), êàêòî è ÷èñòèòå çàêúñíåíèÿ ïî ðàçëè÷íèòå êàíàëè. Çà
ñòàòè÷åí ìîäåë ðåãðåñîðèòå ñà è âõîäîâå, íî çà äèíàìè÷åí ìîäåë äàäåí
âõîä èëè èçõîä ìîæå äà îòãîâàðÿ íà íÿêîëêî ðåãðåñîðà â ìîäåëà, àêî
ó÷àñòâà â ðàçëè÷íè ìîìåíòè îò âðåìåòî èëè (ïðè îáùèÿ âèä ñ âåêòîð
íà ïàðàìåòðèòå) àêî âëèÿå íà ïîâå÷å îò åäèí èçõîä.

Çà îïðåäåëÿíå íà ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåòðè ñå èçïîëçâàò ðàçëè÷íè
òåõíèêè, êàòî îáèêíîâåíî ñå èçâúðøâà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè íà ìî-
äåëè ñ ðàçëè÷íà ñòðóêòóðà. Òàêèâà ñà ñòúïêîâèòå àëãîðèòìè, ðàçãëå-
äàíè â ñëåäâàùàòà ãëàâà. Ïðè òÿõ ìíîãîêðàòíî ñå èçâúðøâà îöåíÿâàíå
íà ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëè ñ ðàçëè÷íè ìíîæåñòâà îò ðåãðåñîðè è ñ ïîä-
õîäÿùè òåñòîâå ñå èçáèðà òåêóùàòà íàé-óäà÷íà ñòðóêòóðà. Òîçè ïðîöåñ
ïðîäúëæàâà äî èçïúëíåíèåòî íà îïðåäåëåíè óñëîâèÿ çà ñïèðàíå.

Íà ïðàêòèêà ñòúïêîâèòå àëãîðèòìè âêëþ÷âàò â ñåáå ñè äåéíîñòè,
ñâúðçàíè ñúñ ñëåäâàùèÿ (ïîñëåäåí åòàï) îò èäåíòèôèêàöèÿòà. Íà âñÿ-
êà ñòúïêà, ñëåä êàòî ñå ôîðìèðà ìîäåë, íà îïðåäåëåíî íèâî ñå ñëåäè
íåãîâîòî êà÷åñòâî, êàòî òóê àêöåíòúò å íå òîëêîâà âúðõó äîñòîâåðíîñò-
òà íà ìîäåëà êàòî öÿëî, à ïî-ñêîðî âúðõó ïîäîáðåíèåòî/âëîøàâàíåòî
íà äîñòîâåðíîñòòà ïðè ïðîìÿíà íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà. Âúïðåêè ÷å
÷àñò îò òåñòîâåòå çà çíà÷èìîñò, ïðîâåæäàíè ïðè èçáîðà íà ñòðóêòóðàòà,
ñå èçïîëçâàò è íà åòàïà íà âàëèäàöèÿòà, òúé êàòî ñòúïêîâèòå àëãîðèò-
ìè ñëóæàò çà óòî÷íÿâàíå íà ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåòðè, òåçè òåñòîâå ñå
ðàçãëåæäàò êàòî ÷àñò îò åòàïà íà èçãðàæäàíåòî íà ìîäåë, à íå êàòî
åëåìåíòè îò ñúùèíñêàòà âàëèäàöèÿ.

Ñúùåñòâóâàò ìíîãî ðàçíîâèäíîñòè íà ñòúïêîâèòå àëãîðèòìè. Àêî
àëãîðèòúìúò ñòàðòèðà ñ ½ïðàçåí� ìîäåë (áåç ôàêòîðè) è íà âñÿêà ñëåäâà-
ùà ñòúïêà ñå äîáàâÿ ôàêòîð, ñòúïêîâàòà ðåãðåñèÿ å ½ïðàâà�. Àêî àëãîðè-
òúìúò ñòàðòèðà ñ ½ïúëíèÿ� ìîäåë (îò÷èòàù âñè÷êè ôàêòîðè) è íà âñÿêà
ñòúïêà ñå ïðåìàõâà ôàêòîð, ñòúïêîâàòà ðåãðåñèÿ å ½îáðàòíà�. Îáèêíî-
âåíî äâàòà âàðèàíòà âîäÿò äî ðàçëè÷íè êðàéíè ìîäåëè.

Ïðàâàòà è îáðàòíàòà ñòúïêîâè ðåãðåñèè ñà ÷àñòíè ñëó÷àè íà ½êîìáè-
íèðàíàòà� ðåãðåñèÿ. Ïðè íåÿ ïîñëåäîâàòåëíî ñå èçâúðøâàò îïèòè êàêòî
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çà äîáàâÿíå, òàêà è çà ïðåìàõâàíå íà ôàêòîðè. Ïðè÷èíàòà çà ïðîâåð-
êà äàëè ÷àñò îò äîáàâåíèòå (ïðåìàõíàòè) â ïðåäèøíè ñòúïêè ôàêòîðè
òðÿáâà äà ñå ïðåìàõíàò (äîáàâÿò îòíîâî), å åâåíòóàëíàòà ìóëòèêîëè-
íåàðíîñò â äàííèòå � îñîáåíîñò, êîÿòî å õàðàêòåðíà çà ìíîãîìåðíèòå
ñèñòåìè è å îáñúäåíà ïîäðîáíî â òî÷êà 3.5.7.1.

2.3.7 Ïîåòàïíî ìîäåëèðàíå

Ïîíÿêîãà èçáîðúò íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà ñå èçâúðøâà íà íÿêîëêî
åòàïà. Öåëòà îáèêíîâåíî å äà ñå ïîëó÷è ìîäåë ñúñ ñòðóêòóðà, óäîâëåòâî-
ðÿâàùà èçèñêâàíèÿòà, íàëîæåíè îò êîíêðåòíàòà ïðèëîæíà îáëàñò, êîèòî
ñà â ðàçðåç ñúñ ñòàòèñòè÷åñêàòà çíà÷èìîñò íà âõîäíèòå âåëè÷èíè. Ïðè
ïîåòàïíîòî ìîäåëèðàíå ïîñëåäîâàòåëíî ñå îïèñâàò îòäåëíè àñïåêòè îò
ñèñòåìàòà. Â ïúðâèÿ åòàï ñå íàìèðà ìàêñèìàëíî òî÷åí ìîäåë, çàâèñåù
îò òåçè âõîäîâå, êîèòî ñà íàé-ïðåäïî÷èòàíè îò ãëåäíà òî÷êà íà èçïîëç-
âàíåòî íà ìîäåëà. Íà âñåêè ñëåäâàù åòàï óòî÷íåíèÿò äî ìîìåíòà ìîäåë
ñå ðàçøèðÿâà ñ íîâè âúçäåéñòâèÿ, êîèòî ñà âñå ïî-ìàëêî ïðåäïî÷èòàíè.
Òàêà ñå äàâà âúçìîæíîñò íà ÷àñò îò âõîäîâåòå (äîðè è ïî-ìàëêî çíà÷è-
ìè) äà ó÷àñòâàò â ìîäåëà, à äðóãè (äîðè è çíà÷èìè) ïî âúçìîæíîñò äà
íå ó÷àñòâàò.

yʺ

uʹ

uʺ

yʹ^

yʺ^ eʺ

eʹ
модел 1

–

модел 2
–

етап 1

етап 2

…

Ôèãóðà 2.42. Ïîåòàïíî ìîäåëèðàíå

Çà äà ñå ðåøè òàçè çàäà÷à, íà ïúðâèÿ åòàï èçõîäèòå íà ñèñòåìàòà
ñå ñðàâíÿâàò ñ òåçè íà ìîäåëà (Ôèãóðà 2.42 � ìîäåë 1), à çà âõîäîâå ñå
èçáèðàò íàé-ïðåäïî÷èòàíèòå âúçäåéñòâèÿ (òå ñà îçíà÷åíè ñ u′). Íà âñåêè
ñëåäâàù åòàï îáà÷å ñòðåìåæúò å èçõîäèòå íà ìîäåëà äà ñå äîáëèæàò äî
îñòàòúöèòå îò ïðåäèøíèÿ åòàï. Ïðè÷èíàòà çà òîâà å, ÷å îñòàòúöèòå îò
äàäåí åòàï ñúäúðæàò òàçè ÷àñò îò ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìàòà, êîÿòî îùå
íå å, íî ïðåäñòîè òåïúðâà äà áúäå îïèñâàíà.
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Àêî ìîäåëúò å íåëèíååí, ïîåòàïíîòî ìîäåëèðàíå ñå èçâúðøâà, êà-
òî çàäà÷àòà çà îïòèìèçàöèÿ ñå äåôèíèðà ñàìî ïî îòíîøåíèå íà íîâè-
òå ïàðàìåòðè îò òåêóùèÿ åòàï, à îñòàíàëèòå âå÷å íàìåðåíè ïàðàìåòðè
ó÷àñòâàò â àëãîðèòúìà êàòî èçâåñòíè êîíñòàíòè.

Ïðèìåð. Ïîåòàïíî ìîäåëèðàíå â áàíêîâèÿ ñåêòîð

Â òî÷êà 2.3.6 å ñïîìåíàòî, ÷å áàíêèòå ïðåäïî÷èòàò ìîäåëè, êîèòî èç-
ïîëçâàò, äîêîëêîòî å âúçìîæíî, õàðàêòåðèñòèêèòå íà êðåäèòîèñêàòåëè-
òå, êîèòî íå ñòðóâàò ïàðè çà ôèíàíñîâèòå èíñòèòóöèè. Òå ñå ïîëó÷àâàò,
êîãàòî ïîòåíöèàëåí êëèåíò ïîïúëâà ôîðìóëÿð ïðè êàíäèäàòñòâàíåòî çà
êðåäèò. Îò äðóãà ñòðàíà, äàííèòå çà òåçè âåëè÷èíè ÷åñòî ñà íåäîñòàòú÷-
íè çà ïîñòèãàíå íà æåëàíà ñòåïåí íà äîñòîâåðíîñò íà ìîäåëà. Çàòîâà, â
äîïúëíåíèå íà áåçïëàòíèòå õàðàêòåðèñòèêè íà êàíäèäàòèòå, ñå èçïîëç-
âàò è äàííè, êîèòî ñå ïðåäîñòàâÿò îò êðåäèòíè áþðà.

Îáèêíîâåíî áþðî õàðàêòåðèñòèêèòå ñà çíà÷èòåëíî ïî-èíôîðìàòèâíè,
òúé êàòî âêëþ÷âàò â ñåáå ñè ìàêðîèêîíîìè÷åñêè ïîêàçàòåëè, êàêòî è
èíôîðìàöèÿ çà êàíäèäàòèòå, êîÿòî íå å äîñòúïíà çà áàíêàòà. Ñ ïîìîù-
òà íà äàííèòå îò êðåäèòíè áþðà áàíêàòà ìîæå ÷óâñòâèòåëíî äà ïîäîáðè
îöåíêàòà íà êðåäèòíèÿ ðèñê, êîéòî áè ïîåëà, àêî îäîáðè ñúîòâåòåí êðå-
äèò, à òîâà âîäè äî âçèìàíåòî íà ïî-ïðåöèçíè ðåøåíèÿ ïðè îòïóñêàíåòî
íà êðåäèòè.

Íàïúëíî âúçìîæíî å ÷àñò îò âõîäíèòå äàííè çà ìîäåëèòå, ôîðìèðà-
ùè äàäåíà áþðî õàðàêòåðèñòèêà, äà ñà ñèëíî êîðåëèðàíè ñ äîñòúïíèòå
çà áàíêàòà äàííè îò êàíäèäàòñòâàíåòî. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïðè åäèí ðàâ-
íîïîñòàâåí èçáîð íà ôàêòîðè áþðî õàðàêòåðèñòèêàòà (àãðåãèðàëà â ñå-
áå ñè èíôîðìàöèÿòà îò ðàçëè÷íè ôàêòîðè) ñúñ ñèãóðíîñò áè ó÷àñòâàëà
â ìîäåëà, êîåòî å çà ñìåòêà íà ïî-ìàëêî çíà÷èìèòå áåçïëàòíè õàðàê-
òåðèñòèêè. Òàêà áàíêàòà áè ïîëó÷èëà ìîäåë, èçïîëçâàíåòî íà êîéòî å
ñâúðçàíî ñ íåíóæíè äîïúëíèòåëíè ïëàùàíèÿ.

Çà äà ñå îñèãóðè ïî-ãîëÿì øàíñ íà áåçïëàòíèòå è ïðåäïî÷èòàíè îò
áàíêàòà õàðàêòåðèñòèêè äà ó÷àñòâàò â ìîäåëà, ñå èçïîëçâà ñïîìåíàòî-
òî ïîåòàïíî ìîäåëèðàíå. Íà ïúðâèÿ åòàï ñå èçïîëçâàò èçöÿëî äàííèòå,
ñúáðàíè îò êàíäèäàòñòâàíåòî. Íà âòîðèÿ åòàï ñå âúâåæäàò ïî-ìàëêî
ïðåäïî÷èòàíè õàðàêòåðèñòèêè è ò.í. Òàêà â êðàéíèÿ ìîäåë ùå ó÷àñò-
âàò ñàìî òåçè ïëàòåíè õàðàêòåðèñòèêè, êîèòî çíà÷èòåëíî ïîäîáðÿâàò
ìîäåëà è ñúùåâðåìåííî èíôîðìàöèÿòà â òÿõ íå ñå ïðèïîêðèâà ñ òàçè â
áåçïëàòíèòå õàðàêòåðèñòèêè. ♢
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2.4 Âàëèäàöèÿ íà ìîäåëà

Ñëåä ïîëó÷àâàíå íà ìîäåë ñå ïðèñòúïâà êúì ïîñëåäíèÿ åòàï íà èäåí-
òèôèêàöèÿòà, êîéòî å âàëèäàöèÿ íà ìîäåëà. Ïðè íåãî ñå îïðåäåëÿ äî-
êîëêî å áëèçêî ïîâåäåíèåòî íà ïîëó÷åíèÿ äî ìîìåíòà ìîäåë äî òîâà íà
ñèñòåìàòà. Ñúùî òàêà íà òîçè åòàï ñå âçèìà ðåøåíèå äàëè ìîäåëèðà-
íåòî äà ñå ïðåêðàòè. Àêî òåêóùèÿò ðåçóëòàò íå å óäîâëåòâîðèòåëåí, ñå
îïðåäåëÿ ñ êîÿ äåéíîñò äà ñå ïðîäúëæè. Â ÷èñòî åêñïåðèìåíòàëíèÿ ïîä-
õîä çà ìîäåëèðàíå îöåíêàòà íà äîñòîâåðíîñòòà ñå ïîñòèãà ñ ïîìîùòà íà
íàëè÷íèòå äàííè. Ñúùåñòâóâàò ìíîãî ñòàòèñòè÷åñêè ïîêàçàòåëè (çàâè-
ñåùè îò äàííèòå), ñ êîèòî ñå îöåíÿâà êà÷åñòâîòî íà ðàçëè÷íè àñïåêòè
íà ìîäåëà. Ïðè÷èíàòà çà òîâà ìíîãîîáðàçèå å ñòðåìåæúò äà ñå îñèãó-
ðè äîñòàòú÷íî èíôîðìàöèÿ çà òîâà, êàêâî â ìîäåëà (è äàëè) òðÿáâà äà
ñå ïîäîáðè è ñúîòâåòíî äà ñå âçåìå ðåøåíèå îòêúäå â öÿëàòà ñõåìà íà
èäåíòèôèêàöèÿòà äà ñå ïðîäúëæè.

Êîãàòî èçñëåäîâàòåëÿò èìà î÷àêâàíèÿ, áàçèðàíè íà ïðåäâàðèòåëíà
èíôîðìàöèÿ çà îáåêòà, òÿ ñúùî òðÿáâà äà ñå âçåìå ïðåäâèä. Òàçè èí-
ôîðìàöèÿ å ìíîãî ïîëåçíà è äîðè å íàëîæèòåëíî äà ñå èçïîëçâà îñîáåíî
êîãàòî äàííèòå íå ñà ïîäõîäÿùè çà ìîäåëèðàíå.

Â òåìàòà ïî-äîëó ñà ïðåäñòàâåíè ðàçëè÷íè ïîêàçàòåëè íà êà÷åñòâîòî,
êîèòî ñå îñíîâàâàò íà åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè. Ïîíåæå ïîêàçàòåëèòå
íà êà÷åñòâîòî ñà ñòàòèñòè÷åñêè âåëè÷èíè, ÷åñòî òå ñå íàðè÷àò íàêðàòêî
ñòàòèñòèêè. Òåçè âåëè÷èíè ìîæå äà ñå ðàçäåëÿò íà:

• îáîáùåíè ïîêàçàòåëè;
• ÷àñòè÷íè ïîêàçàòåëè.

Îáîáùåíèòå ïîêàçàòåëè õàðàêòåðèçèðàò êà÷åñòâîòî íà ìîäåëà êàòî
öÿëî. Òàêèâà ñòàòèñòèêè ñà ïðåäñòàâåíè â ñëåäâàùàòà òî÷êà. Ñúùî òà-
êà òàì ñà îïèñàíè è òåñòîâå, áàçèðàíè íà êîðåëàöèîííèòå ñâîéñòâà íà
îñòàòúêà. Ïîêàçàòåëèòå îò âòîðàòà ãðóïà (ðàçãëåäàíè â òî÷êà 2.4.4) õà-
ðàêòåðèçèðàò òî÷íîñòòà íà ïîëó÷åíèòå îöåíêè ïîîòäåëíî, êàêòî è çíà-
÷èìîñòòà íà âñåêè ôàêòîð, ó÷àñòâàù â ìîäåëà. Êúì òàçè ãðóïà ñïàäàò
è ñòàòèñòèêè, êîèòî îöåíÿâàò ñòåïåíòà íà åâåíòóàëíàòà âðúçêà ìåæäó
ôàêòîðèòå.

Â ñëåäâàùèòå äâå ïîäòî÷êè ñå îïèñâàò íÿêîè âàæíè ìîìåíòè, ñâúð-
çàíè ñ âàëèäàöèÿòà íà ëèíåéíî ïàðàìåòðè÷íèòå ìîäåëè.
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2.4.1 Ðàçïðåäåëåíèå íà îñòàòúêà

Îòíîâî, êàêòî ïðè ïðåäèøíèÿ åòàï, òàêà è ïðè èçëîæåíèåòî íà åòàïà
íà âàëèäàöèÿ, ùå ñå èçïîëçâà îáùîòî îïèñàíèå íà ìîäåë ñ âåêòîð íà
ïàðàìåòðèòå.

Ìåòîäúò LS ñå ïðèëàãà, êîãàòî ìîäåëúò å ëèíååí ïî îòíîøåíèå íà
ïàðàìåòðèòå. Íî äîïúëíèòåëíîòî ïðèåìàíå, ÷å îñòàòúêúò èìà íîðìàë-
íî ðàçïðåäåëåíèå, íå å íóæíî çà âàëèäíîñòòà íà ìåòîäà. Âúïðåêè òîâà
÷åñòî ñå ïðèåìà, ÷å ïðè èçãðàæäàíåòî íà ëèíååí ìîäåë (è ñúîòâåòíî
ïðèëàãàíåòî íà LS) îñòàòúêúò å íîðìàëåí, ò.å.

e ∼ N (0,Σe). (2.90)

Ïðèåìàíåòî çà íîðìàëíîñò íå å èçèñêâàíå, êîåòî ñå íàëàãà îò òåîðå-
òè÷íà ãëåäíà òî÷êà [101]. Îò äðóãà ñòðàíà, ÷åñòî ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å
ek å Ãàóñîâ, å íàïúëíî óäîâëåòâîðèòåëíî â ïðàêòèêàòà, òúé êàòî îáèêíî-
âåíî îáîáùåíàòà íåîïðåäåëåíîñò çàâèñè îò ìíîãî è ðàçëè÷íè ïðîöåñè. Â
òàçè íàñîêà öåíòðàëíàòà ãðàíè÷íà òåîðåìà [16] ãëàñè, ÷å ðàçïðåäåëåíè-
åòî íà ñóìàòà îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñ ïðîèçâîëíè ðàçïðåäåëåíèÿ êëî-
íè êúì íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå, êîãàòî áðîÿò íà âåëè÷èíèòå íàðàñòâà.
(Èìà íÿêîè ñïåöèôè÷íè ðàçïðåäåëåíèÿ, êîèòî íå èçïúëíÿâàò óñëîâèåòî
íà Ëèíäåáåðã [7] è ñóìàòà íå ñõîæäà êúì Ãàóñîâî ðàçïðåäåëåíèå, íî òå
íÿìàò îòíîøåíèå êúì ðàçãëåæäàíèÿòà â ìîíîãðàôèÿòà.)

Ïðè íÿêîè ðàçïðåäåëåíèÿ íà ek, åäíî îò êîèòî å Ãàóñîâîòî, LS ìàê-
ñèìèçèðà ôóíêöèÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå è îöåíêèòå ñà BLUE, ò.å., îñâåí
÷å ñà íåèçìåñòåíè, èìàò ìèíèìàëíà äèñïåðñèÿ (âèæ òî÷êà 3.2.2.4).

Äðóãà îñîáåíîñò íà ñëó÷àÿ ñ Ãàóñîâ îñòàòúê å, ÷å ïîêàçàòåëèòå íà
êà÷åñòâîòî, ïðîâåðêàòà íà õèïîòåçè, èçñëåäâàíåòî íà êîðåëàöèîííèòå
ñâîéñòâà íà îñòàòúêà è äð. äåéíîñòè, ñâúðçàíè ñ àíàëèçà íà ìîäåëà, ñà
ÿñíî äåôèíèðàíè è ëåñíè çà òúëêóâàíå. Çàòîâà, àêî ìîäåëúò å ëèíååí,
ïî-äîëó ùå ñå ïðèåìà, ÷å ek å ñ íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå.

2.4.2 Ìîäåë ñúñ ñâîáîäåí ÷ëåí

Òúé êàòî ðàçãëåäàíèòå ñòàòèñòèêè è òåñòîâå ñå ïðèëàãàò ïî åäèí è
ñúùè íà÷èí çà âñåêè èçõîä íà ìîäåëà, çà îïðîñòÿâàíå íà èçëîæåíèåòî
ñå ïðèåìà, ÷å ìîäåëèòå ñà MISO.

Àêî äàííèòå ñà ñòàíäàðòèçèðàíè (âèæ ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîòêà
íà äàííèòå, òî÷êà 2.2.2.4), â ðåçóëòàò íà òîâà ñå ïîëó÷àâà ò.íàð. ñòàí-
äàðòèçèðàí ìîäåë. Ñëåä îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå ìîäåëúò ñå äåñ-
òàíäàðòèçèðà, êàòî ïðè òîâà, îñâåí ÷å ïàðàìåòðèòå ñå èçìåíÿò, â MISO
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ìîäåëà ñå äîáàâÿ ïàðàìåòúðúò θ0 íà ñâîáîäíèÿ ÷ëåí, ñ êîéòî ñå îò÷è-
òà ïúðâîíà÷àëíàòà èçìåñòåíîñò íà ñèãíàëèòå. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñïðÿìî
ñòàíäàðòèçèðàíèÿ ìîäåë â äåñòàíäàðòèçèðàíèÿ èìà åäíà ñòåïåí íà ñâî-
áîäà âïîâå÷å, ñ êîÿòî ñå îò÷èòà îïèñàíèåòî íà ñïîìåíàòàòà èçìåñòåíîñò
(ïîêàçàíà íà Ôèãóðà 2.18). Ëèíåéíèÿò MISO ìîäåë ñúñ ñâîáîäåí ÷ëåí å

yk = θ0 + θ1φ1,k + . . .+ θp−1φp−1,k + ek = φT
k θ + ek, (2.91)

êàòî âåêòîðèòå θ ∈ Rp è φ ∈ Rp (çà MISO ìîäåëè z = p) ñà:

θ = [θ0 θ1 . . . θp−1]
T è φ = [1 φ1,k . . . φp−1,k]

T .

Â ìîíîãðàôèÿòà ñå èçïîëçâàò è ñòàíäàðòèçèðàíîòî ïðåäñòàâÿíå (íàé-
âå÷å, êîãàòî ñòàâà äóìà çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè), è äåñòàíäàðòèçè-
ðàíîòî (îáèêíîâåíî â åòàïà íà âàëèäàöèÿòà, òúé êàòî èìà ïîêàçàòåëè,
êîèòî ïðèåìàò ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè â çàâèñèìîñò îò òîâà, äàëè ìîäåëúò
å ñòàíäàðòèçèðàí èëè íå). Ïîíåæå (2.91) îïèñâà âçàèìîâðúçêèòå ìåæäó
ïúðâîíà÷àëíèòå âåëè÷èíè, òî ñòàòèñòèêèòå çà îöåíêà íà äîñòîâåðíîñò-
òà íà ìîäåëà òðÿáâà äà ñå èç÷èñëÿâàò çà òîâà ïðåäñòàâÿíå. Èçêëþ÷åíèå
ïðàâè àíàëèçúò íà çíà÷èìîñòòà íà ôàêòîðèòå (òî÷êà 2.2.3.3), ïðè êîéòî
ìîæå äà å ïî-ïîäõîäÿùî äà ñå èçïîëçâà ñòàíäàðòèçèðàíîòî îïèñàíèå íà
ñèñòåìàòà.

2.4.3 Îáîáùåíè ïîêàçàòåëè

Â ñëåäâàùèòå äâå ïîäòî÷êè ñà ðàçãëåäàíè íàé-÷åñòî ñðåùàíèòå îáîá-
ùåíè ïîêàçàòåëè íà êà÷åñòâîòî çà ëèíåéíè ìîäåëè.

Îáùîòî ìåæäó íà÷èíèòå çà âàëèäàöèÿ, îïèñàíè â òàçè òî÷êà, å, ÷å òå
îöåíÿâàò êàòî öÿëî áëèçîñòòà íà ìîäåëà äî íàëè÷íèòå äàííè çà ñèñòå-
ìàòà è ñà ïîäõîäÿùè çà âçåìàíå íà ðåøåíèå äàëè ìîäåëúò å äîñòàòú÷íî
äîñòîâåðåí, èëè å íåîáõîäèìî äîïúëíèòåëíî äà ñå ïîäîáðè. Âúïðåêè òî-
âà òå íå ñà äîñòàòú÷íè çà ïðåêðàòÿâàíåòî íà öèêúëà íà èäåíòèôèêàöèÿ.
Âúçìîæíî å íàïðèìåð êà÷åñòâîòî íà ìîäåëà êàòî öÿëî äà å óäîâëåòâî-
ðèòåëíî, òúé êàòî â îïèñàíèåòî ó÷àñòâà ïîäõîäÿùà ãðóïà îò ôàêòîðè,
íî ñúùî òàêà äðóãà ÷àñò îò ôàêòîðèòå ìîæå äà íå äîïðèíàñÿ çíà÷èìî
çà îïèñàíèåòî íà èçõîäà (èçîëèðàíåòî íà òåçè ôàêòîðè ñòàâà ñ ïîìîù-
òà íà ñòàòèñòèêè êàòî òåçè, ðàçãëåäàíè â òî÷êà 2.4.4). Òîãàâà èäåíòè-
ôèêàöèÿòà å æåëàòåëíî äà ïðîäúëæè ñ äîïúëíèòåëíî îïðîñòÿâàíå íà
ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà.
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2.4.3.1 Àáñîëþòíè ïîêàçàòåëè

Öåëåâà ôóíêöèÿ

Íàé-÷åñòî àáñîëþòíèòå ïîêàçàòåëè ñà ñâúðçàíè ñ öåëåâàòà ôóíêöèÿ,
êîÿòî â äîëíèòå ðàçãëåæäàíèÿ å

F(θ) = eT e

(êàêòî è ïðåòåãëåíèÿò �è âàðèàíò). Òÿ çàâèñè îò áðîÿ N íà íàáëþäåíèÿòà
è òúé êàòî â ñëó÷àÿ å ñóìà îò íåîòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè, òî ñ íàðàñòâàíå
íà N è ñòîéíîñòòà �è íåîãðàíè÷åíî íàðàñòâà, ò.å.

lim
N→∞

F(θ) =∞.

Ïîðàäè çàâèñèìîñòòà íà F(θ) îò N íå å âúçìîæíî äà ñå ñðàâíÿò ìî-
äåëè, ïîëó÷åíè ñ íàáîðè îò äàííè ñ ðàçëè÷íà äúëæèíà. Òîâà íåæåëàíî
ñâîéñòâî íà F(θ) ìîæå äà ñå èçáåãíå, àêî âìåñòî ñóìàòà îò êâàäðàòà íà
ãðåøêàòà ñå èçïîëçâà äèñïåðñèÿòà íà îñòàòúêà σ2

e .

Äèñïåðñèÿ íà îñòàòúêà

Äèñïåðñèÿòà íà ek õàðàêòåðèçèðà îïðåäåëåíî ñòàòèñòè÷åñêî ñâîéñò-
âî íà îñòàòúêà è íå çàâèñè îò áðîÿ íà íàáëþäåíèÿòà â íàáîðà. Òúé êàòî
ñå ðàáîòè ñ êðàåí áðîé äàííè, âìåñòî σ2

e ñå îïðåäåëÿ íåéíà îöåíêà. Ïðè
åðãîäè÷åí îñòàòúê, êîëêîòî ïîâå÷å ñà íàáëþäåíèÿòà, òîëêîâà ïî-áëèçêà
å òàçè îöåíêà äî äåéñòâèòåëíàòà ñòîéíîñò íà äèñïåðñèÿòà, ò.å.

lim
N→∞

σ̂2
e = σ2

e .

Òàçè ñòàòèñòèêà (êàêòî è îñòàíàëèòå ïîêàçàòåëè) ñå èç÷èñëÿâà ñ ïî-
ìîùòà íà íàëè÷íèòå äàííè. Â çàïèñèòå ïî-äîëó èç÷èñëåíàòà îöåíêà íà
äèñïåðñèÿòà ùå ñå áåëåæè ñúñ σ2

e (âìåñòî ñúñ σ̂
2
e), îñâåí àêî íå å íóæíî

äà ñå íàáëåãíå íà ôàêòà, ÷å ñå ðàáîòè ñ êðàåí áðîé íàáëþäåíèÿ. È òàêà
äèñïåðñèÿòà íà îñòàòúêà (èç÷èñëåíà ñ íàëè÷íèòå äàííè) å

σ2
e =

1

v
F(θ) = 1

N − n− p

N∑
k=n+1

e2k, (2.92)

êúäåòî v ñà ñòåïåíèòå íà ñâîáîäà íà îñòàòúêà çà èíòåðâàëà íà íàáëþäå-
íèå, p å áðîÿò íà ïàðàìåòðèòå, à n å ìàêñèìàëíîòî çàêúñíåíèå íà ñèãíàë
(áðîé òàêòîâå) ïðè ôîðìèðàíåòî íà èçõîäà. Òúé êàòî ìîäåëúò å MISO,
òî p å áðîÿò íà ïàðàìåòðèòå â îïèñàíèåòî íà èçõîäà. Àêî ñèñòåìàòà å
MIMO, òî çà êà÷åñòâîòî ïî i-òèÿ èçõîä p← pi.
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Êîëêîòî ïî-ìàëêà å ñòîéíîñòòà íà σ2
e , òîëêîâà ïî-ãîëÿìà å áëèçîñòòà

íà ìîäåëà äî íàëè÷íèòå äàííè. Âúïðåêè ÷å äèñïåðñèÿòà íà îñòàòúêà
íå íàðàñòâà ñ óâåëè÷àâàíå íà áðîÿ íà íàáëþäåíèÿòà, òÿ å àáñîëþòåí
ïîêàçàòåë, ÷èéòî íåäîñòàòúê (îïèñàí â äîëíèÿ ïðèìåð) å çàâèñèìîñòòà
ìó îò äèñïåðñèÿòà íà èçõîäà.

Ïðèìåð. Çàâèñèìîñò íà σ2
e îò äèñïåðñèÿòà íà èçõîäà

Òóê å ïî-óäîáíî ñèñòåìàòà äà å ñ äâà èçõîäà. Íåêà ïúðâèÿò èçõîä
äà ñå èçìåíÿ â øèðîêè ãðàíèöè è äèñïåðñèÿòà ìó å σ2

y,1 ≈ 106, à y2,k
ñå èçìåíÿ â òåñåí äèàïàçîí è å ñ äèñïåðñèÿ σ2

y,2 ≈ 10−8. Òîâà îçíà÷à-
âà, ÷å ïî-ãîëåìè ñòîéíîñòè íà σ2

e,1, ñïðÿìî σ2
e,2, áèõà áèëè ïðèåìëèâè

(ïðèìåðíî σ2
e,1 < 25 × 102 îòãîâàðÿ íà íèâî íà îñòàòú÷íàòà íåîïðåäå-

ëåíîñò ìàêñèìóì 5% îò òîâà íà èçõîäà. Îò äðóãà ñòðàíà, ïðèåìëèâèòå
ñòîéíîñòè çà σ2

e,2 ñà çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêè � çà äà ñå ãàðàíòèðà íèâî íà
îñòàòú÷íàòà íåîïðåäåëåíîñò ìàêñèìóì 5% îò ñòîéíîñòèòå íà èçõîäà, å
íåîáõîäèìî σ2

e,2 < 25× 10−12. ♢

Ñëåäîâàòåëíî, îñîáåíî êîãàòî ñèñòåìàòà å ñ ïîâå÷å èçõîäè, å íåîá-
õîäèìî ïîêàçàòåëÿò íà êà÷åñòâîòî äà å óíèôèöèðàí òàêà, ÷å äà íå çà-
âèñè îò äèñïåðñèÿòà íà êîíêðåòíèÿ èçõîä. Îñâåí òîâà â çàäà÷àòà íà
èäåíòèôèêàöèÿòà ÷åñòî ñå íàëàãà äà ñå ñðàâíÿâàò ìîäåëè, ïîëó÷åíè îò
ðàçëè÷íè åêñïåðèìåíòè è/èëè ñ ðàçëè÷íà ñòðóêòóðà. Â òåçè ñëó÷àè å
ïîäõîäÿùî äà ñå èçïîëçâàò îòíîñèòåëíè ïîêàçàòåëè êàòî òåçè, ðàçãëå-
äàíè â ñëåäâàùàòà òî÷êà.

2.4.3.2 Îòíîñèòåëíè ïîêàçàòåëè

Ïîêàçàòåëèòå îò òàçè ãðóïà ñå ôîðìèðàò òàêà, ÷å äà íå çàâèñÿò íèòî
îò áðîÿ íà íàáëþäåíèÿòà, íèòî îò äèàïàçîíèòå íà èçìåíåíèå íà èçõîäè-
òå. Ñúùî òàêà òå ïîçâîëÿâàò äà ñå ñðàâíÿâà äîñòîâåðíîñòòà íà ìîäåëè
ñ ðàçëè÷íà ñòðóêòóðà. Ïîíåæå ñòîéíîñòèòå èì ñà îòíîñèòåëíè, ÷åñòî
ñå ôîðìèðàò â ïðîöåíòè. Ìîæå áè íàé-ðàçïðîñòðàíåíèÿò ïðåäñòàâèòåë
íà îòíîñèòåëíèòå ïîêàçàòåëè å êîåôèöèåíòúò íà îïðåäåëåíîñò (íàðè÷àí
îùå êîåôèöèåíò íà äåòåðìèíàöèÿ), êàêòî è íÿêîè îò ìíîãîáðîéíèòå ìó
ìîäèôèêàöèè. Çàòîâà àêöåíòúò â èçëîæåíèåòî å âúðõó òîçè ïîêàçàòåë
è íÿêîè îò íàé-÷åñòî ñðåùàíèòå ìó âàðèàíòè.

Êîåôèöèåíò íà îïðåäåëåíîñò

Êîåôèöèåíòúò íà îïðåäåëåíîñò å âåëè÷èíà, êîÿòî ïîêàçâà êàêâà ÷àñò
îò âàðèàöèÿòà íà èçõîäà ñå îïèñâà îò ðåãðåñèîííèÿ ìîäåë. ×åñòî â ëè-
òåðàòóðàòà òîé ñå áåëåæè ñ R2 èëè ñ ρ2, òúé êàòî å ðàâåí íà êâàäðàòà
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íà êîðåëàöèîííèÿ êîåôèöèåíò íà Ïèúðñúí ìåæäó èçõîäà íà ñèñòåìà-
òà è íà ìîäåëà. Âúïðåêè ÷å îáùîïðèåòèÿò ñèìâîë íà êîåôèöèåíòà íà
Ïèúðñúí å ρ, ïî-äîëó âìåñòî ρ2 çà êîåôèöèåíòà íà îïðåäåëåíîñò ùå ñå
èçïîëçâà íàé-ðàçïðîñòðàíåíèÿò ìó çàïèñ, à èìåííî R2.

Â òåêñòà ñå èçïîëçâàò ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:
• SST (Total Sum of Squares) å ñóìàòà îò êâàäðàòèòå íà öåíòðèðàíèÿ
èçõîä íà ñèñòåìàòà, ò.å.

SST =
N∑

k=n+1

(yk − ȳ)2

è îòðàçÿâà âàðèàöèÿòà íà èçõîäà íà ñèñòåìàòà;
• SSR (Regression Sum of Squares) å

SSR =
N∑

k=n+1

(ŷk − ȳ)2

è îòðàçÿâà âàðèàöèÿòà (ñòåïåíòà íà èçìåíåíèå) íà èçõîäà íà ìî-
äåëà (ïîíÿêîãà òàçè ñóìà ñå áåëåæè ñ SSE îò Explained Sum of
Squares);
• SSE (Error Sum of Squares) ñå ôîðìèðà êàòî

SSE =

N∑
k=n+1

(yk − ŷk)
2

è îòðàçÿâà âàðèàöèÿ, êîÿòî íå å îïèñàíà îò ìîäåëà, íî ñå ñúäúðæà
â èçõîäà íà ñèñòåìàòà (ïîíÿêîãà òàçè ñóìà ñå áåëåæè ñ SSR îò
Residual Sum of Squares).

Ñ èçïîëçâàíå íà òåçè ñòàòèñòèêè êîåôèöèåíòúò íà îïðåäåëåíîñò ñå
äåôèíèðà êàòî:

R2 = 1− SSE

SST
. (2.93)

Â íÿêîè èçòî÷íèöè, âìåñòî (2.93), R2 ñå çàïèñâà êàòî:

R2 =
SSR

SST
, (2.94)

êàòî ïðè ïðåõîäà îò (2.93) êúì (2.94), ñå èçïîëçâà çàâèñèìîñòòà:

SSE = SST− SSR . (2.95)

Â SAS è äðóãè ñîôòóåðè çà èç÷èñëÿâàíå íà R2 çà ëèíåéíè ìîäåëè ñå
èçïîëçâà (2.94). Îò äðóãà ñòðàíà, ôîðìóëà (2.93) ñå èçïîëçâà çà îöåíêà
íà äîñòîâåðíîñòòà êàêòî íà ëèíåéíè, òàêà è íà íåëèíåéíè ìîäåëè.
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×åñòî (2.93) è (2.94) âîäÿò äî ðàçëè÷íè (ìàêàð è áëèçêè) ðåçóëòàòè.
Ïðè÷èíà çà òîâà å íàðóøàâàíåòî íà óñëîâèÿòà (äâå íà áðîé), ïðè êîèòî
(2.95) å â ñèëà. Åäíîòî óñëîâèå å ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà ŷk äà ñúâïàäà ñ
ȳ, èëè ñ äðóãè äóìè â ìîäåëà äà èìà ñâîáîäåí ÷ëåí, êîéòî äà ãàðàíòèðà
òîâà. Çà ëèíåéíè ìîäåëè òàêúâ ñâîáîäåí ÷ëåí ìîæå áåç ïðîáëåì äà ñå
âúâåäå, íî íåâèíàãè òîé ìîæå äà ñå âêëþ÷è â ñòðóêòóðàòà íà íåëèíåé-
íèòå ìîäåëè.

Äðóãîòî óñëîâèå ìîæå äà ñå îïðåäåëè, àêî SST ñå ðàçâèå ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

SST =
N∑

k=n+1

(yk − ȳ)2 =
N∑

k=n+1

(yk − ŷk + ŷk − ȳ)2 =
N∑

k=n+1

(ek + ŷk − ȳ)2,

èëè ñëåä ðàçêðèâàíå íà ñêîáèòå:

SST =

N∑
k=n+1

e2k +

N∑
k=n+1

(ŷk − ȳ)2 + 2

N∑
k=n+1

ek(ŷk − ȳ)2

= SSE+SSR+2

N∑
k=n+1

ek(ŷk − ȳ)2.

Àêî îñòàòúêúò ek (íåîò÷åòåíîòî îò ìîäåëà ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà) è
èçõîäúò íà ìîäåëà ŷk (îò÷åòåíèòå àñïåêòè îò íåéíîòî ïîâåäåíèå) íå ñà
êîðåëèðàíè, òî ïîñëåäíàòà ñóìà å ïðåíåáðåæèìî ïî-ìàëêà îò ïúðâèòå
äâå è ñ íàðàñòâàíå íà N â ãðàíè÷íèÿ ñëó÷àé ñå äîñòèãà äî (2.95). Òà-
çè ëèïñàòà íà êîðåëàöèÿ ìåæäó ek è ŷk å òúðñåíî ñâîéñòâî, êîåòî å â
îñíîâàòà íà êîðåëàöèîííèòå òåñòîâå íà îñòàòúêà, ðàçãëåäàíè â 2.4.3.3.

Âðúçêàòà ìåæäó êîåôèöèåíòà íà îïðåäåëåíîñò è êîðåëàöèîííèÿ êî-
åôèöèåíò íà Ïèúðñúí ìîæå äà ñå îïðåäåëè ïî ñõîäåí íà÷èí êàòî â ðàç-
ãëåæäàíèÿòà, ñâúðçàíè ñ (2.95). Íåêà ÷èñëèòåëÿò íà

ρŷy =

∑N
k=n+1(ŷk − ȳ)(yk − ȳ)√∑N

k=n+1(ŷk − ȳ)
∑N

k=n+1(yk − ȳ)

ñå ðàçâèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

N∑
k=n+1

(ŷk − ȳ)(yk − ŷk + ŷk − ȳ) =
N∑

k=n+1

(ŷk − ȳ)ek +
N∑

k=n+1

(ŷk − ȳ)2.

Îòíîâî, àêî ek è ŷk íå ñà êîðåëèðàíè, òî ïúðâàòà ñóìà å ïðåíåáðåæèìî
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ïî-ìàëêà îò âòîðàòà. Òàêà, êîãàòî N →∞, çà ρ2ŷy ìîæå äà ñå çàïèøå:

ρ2ŷy =
(
∑N

k=n+1(ŷk − ȳ)2)2∑N
k=n+1(ŷk − ȳ)2

∑N
k=n+1(yk − ȳ)2

=

∑N
k=n+1(ŷk − ȳ)2∑N
k=n+1(yk − ȳ)2

=
SSR

SST
= R2 .

R2 ñå èçìåíÿ ìåæäó 0 è 1, êàòî, êîëêîòî å ïî-ãîëÿì, òîëêîâà ïî-äîñòî-
âåðåí å ìîäåëúò. Òúé êàòî çàâèñè åäèíñòâåíî îò äàííèòå, à íå îò ìîäåëà,
îò (2.93) ñå âèæäà, ÷å R2 = 1 ñå ïîëó÷àâà, êîãàòî SSE = 0, ò.å. îñòàòú-
êúò å íóëà çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå, êîåòî å ðàâíîñèëíî íà ïúëíî
ñúâïàäåíèå íà èçõîäà íà ìîäåëà ñ òîçè íà ñèñòåìàòà (SSR = SST). Òîçè
ñëó÷àé íå å ðåàëèñòè÷åí ïîðàäè íàëè÷èåòî íà íåîïðåäåëåíîñòè, êîèòî
íå ñå âëèÿÿò îò êà÷åñòâîòî íà ìîäåëà. Çàòîâà, àêî âñå ïàê ïîêàçàòåëÿò
èìà ñòîéíîñò 1, èçñëåäîâàòåëÿò òðÿáâà äà ïðîâåðè äàëè ìîäåëúò íå å
ïðåîðàçìåðåí (òî÷êà 2.4.5). Â äðóãèÿ ãðàíè÷åí ñëó÷àé, êîãàòî R2 = 0, îò
(2.93) ñå âèæäà, ÷å SSE = SST. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñè÷êè ôàêòîðè â ìî-
äåëà ñà íàïúëíî íåçíà÷èìè è ñúîòâåòíèòå ïàðàìåòðè íà ìîäåëà (âñè÷êè
ñ èçêëþ÷åíèå íà ñâîáîäíèÿ ÷ëåí θ0, àêî òàêúâ å âúâåäåí) ñà ðàâíè íà
0. Â ìåæäèííèÿ ñëó÷àé, íàïðèìåð àêî R2 = 0.8, òî ìîæå äà ñå êàæå, ÷å
80% îò èçìåíåíèÿòà (âàðèàöèÿòà) íà èçõîäà ñà îò÷åòåíè îò ðåãðåñèîí-
íèÿ ìîäåë. Êàçàíî ïî äðóã íà÷èí, 80% îò èçìåíåíèåòî íà yk ñå îáÿñíÿâà
ñ ïîìîùòà íà ôàêòîðèòå â ìîäåëà.

Êîðèãèðàí R2 è ïîêàçàòåë íà îò÷åòåíàòà âàðèàöèÿ

Ïî-ïðåöèçíà õàðàêòåðèñòèêà íà äîñòîâåðíîñòòà íà ìîäåëà îò R2 å
ò.íàð. êîðèãèðàí R2 (îçíà÷åí ïî-äîëó ñ R2

a
îò adjusted R2). Òúé êàòî

çà âàëèäàöèÿ ñå èçïîëçâà êðàéíà èçâàäêà, ñòîéíîñòòà íà R2 ñúäúðæà
íåîïðåäåëåíîñò. Â òîçè ñìèñúë ðàçëèêàòà ìåæäó R2 è R2

a
å, ÷å ïîñëåä-

íèÿò ñå ôîðìèðà òàêà, ÷å äà íàðàñòâà ñàìî àêî ïðè äîáàâÿíåòî íà íîâè
ôàêòîðè ïîäîáðåíèåòî â ìîäåëà íàðàñòâà ïîâå÷å, îòêîëêîòî ñå î÷àêâà
îò âëèÿíèåòî íà íåîïðåäåëåíîñòòà. Ïîðàäè ïî-êîíñåðâàòèâíèÿ õàðàêòåð
íà R2

a
òîé ìîæå äà ïðèåìà îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè, êàòî âèíàãè R2

a
≤ R2.

Ïîêàçàòåëÿò R2
a
ñå èç÷èñëÿâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

R2
a
= 1− σ2

e

σ2
y

= 1− SSE/ve
SST /vy

= 1− vy
ve

(1− R2),

êàòî ñòåïåíèòå íà ñâîáîäà ñà ve = N − n− p è vy = N − n− 1.
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Ñ íàðàñòâàíå íà áðîÿ íà íàáëþäåíèÿòà N ñå î÷àêâà âëèÿíèåòî íà
íåîïðåäåëåíîñòòà âúðõó âàðèàöèèòå â ñòîéíîñòòà íà R2 äà íàìàëÿâà. Â
ãðàíè÷íèÿ ñëó÷àé, àêî ek å åðãîäè÷åí, R

2 íå çàâèñè îò íåîïðåäåëåíîñòòà.
Îñâåí òîâà çà îòíîøåíèåòî íà ñòåïåíèòå íà ñâîáîäà â ïîñëåäíèÿ èçðàç,
å â ñèëà:

lim
N→∞

vy
ve

= 1.

Òîãàâà çà R2
a
ñå ïîëó÷àâà (êàêòî ñå è î÷àêâà) R2

a
= R2. Îò äðóãà ñòðà-

íà, àêî N íàìàëÿâà, òî ñå î÷àêâà âëèÿíèåòî íà íåîïðåäåëåíîñòòà âúðõó
ñòîéíîñòòà íà R2

a
äà ðàñòå. Îòíîøåíèåòî

vy
ve

ñúùî íàðàñòâà, êîåòî îç-

íà÷àâà, ÷å R2
a
< R2 è êîëêîòî ïî-÷óâñòâèòåëíà å ñòîéíîñòòà R2 êúì

ñëó÷àéíèòå âàðèàöèè â äàííèòå, òîëêîâà ïî-êîíñåðâàòèâåí ñòàâà R2
a
.

Ïîíÿêîãà âìåñòî R2
a
ñå èçïîëçâàò ïðîöåíòíèòå ñòîéíîñòè íà ïîêàçà-

òåëÿ, êàòî â íÿêîè èçòî÷íèöè [146] òàçè ñòàòèñòèêà ñå íàðè÷à ïîêàçàòåë
íà îò÷åòåíàòà âàðèàöèÿ (VAF � Variance Accounted For), ò.å.

VAF = max
{
0,R2

a

}
× 100%.

Àêî σ2
e ≥ σ2

y, òî R2
a
< 0 è äîñòîâåðíîñòòà íà ìîäåëà å òîëêîâà ìàëêà, ÷å

ñå ïðèåìà çà 0%.

Â [82] å ïðåäëîæåí âàðèàíò íà VAF, ïðè êîéòî ñå îò÷èòà ñòåïåíòà íà
íåîïðåäåëåíîñò â òåêóùèÿ âåêòîð èëè ìàòðèöà íà ðåãðåñîðèòå, êîãàòî
ïðåäâàðèòåëíî ñà ïîïúëâàíè ëèïñâàùè ñòîéíîñòè èëè ñà îáðàáîòâàíè
íåõàðàêòåðíè íàáëþäåíèÿ.

2.4.3.3 Êîðåëàöèîííè òåñòîâå íà îñòàòúêà

Ðàçãëåäàíèòå äî ìîìåíòà ïîêàçàòåëè íà êà÷åñòâîòî ñà ïðèëîæèìè
êàêòî çà äèíàìè÷íè, òàêà è çà ñòàòè÷íè ñèñòåìè. Çà ðàçëèêà îò òÿõ
îïèñàíèòå ïî-äîëó òåñòîâå [11, 148, 71, 93, 129] èçñëåäâàò êîðåëàöèîííà-
òà çàâèñèìîñò ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà ñèãíàëè â ðàçëè÷íè íàáëþäåíèÿ è
èìàò ñìèñúë, àêî ìîäåëúò å äèíàìè÷åí.

Àâòîêîðåëàöèîíåí òåñò íà îñòàòúêà

Ïðè òîçè òåñò ïúðâî ñå èç÷èñëÿâà àâòîêîðåëàöèîííàòà ôóíêöèÿ íà
îñòàòúêà

Re,i = cor(ek, ek−i)

çà i = 0, s, êàòî ïðàêòè÷åñêî ïðàâèëî [11] çà ìàêñèìàëíîòî îòìåñòâàíå
å s ∈ [25, N − p]. Ñïîðåä öåíòðàëíàòà ãðàíè÷íà òåîðåìà ðàçïðåäåëåíèå-
òî íà ñóìàòà îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñ ïðîèçâîëíè ðàçïðåäåëåíèÿ êëîíè
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êúì íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå. Òîãàâà, àêî îñòàòúêúò å áÿë Ãàóñîâ øóì
ñ íóëåâà ñðåäíà ñòîéíîñò è íåçàâèñåù îò âõîäà, òî íîðìèðàíèÿò âåêòîð

re =

√
N

Re,0
[Re,1 Re,2 . . . Re,s]

T

èìà àñèìïòîòè÷íî Ãàóñîâî ðàçïðåäåëåíèå ñ íóëåâà ñðåäíà ñòîéíîñò è êî-
âàðèàöèîííà ìàòðèöà Σre = Is [146]. Ïðîâåðêàòà äàëè re èìà íîðìàëíî
ðàçïðåäåëåíèå ñ âåðîÿòíîñò 0.95, å åêâèâàëåíòíà íà

|re,i| ≤ 1.96 çà i = 1, s.

Ëèïñàòà íà çíà÷èìà êîðåëàöèÿ ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà ek â ðàçëè÷íè
ìîìåíòè îò âðåìåòî îçíà÷àâà, ÷å öÿëàòà çàâèñèìîñò íà èçõîäà îò ïðå-
äèñòîðèÿòà íà âõîäíî-èçõîäíèòå ñèãíàëè å îò÷åòåíà îò ìîäåëà. Ïî òîçè
íà÷èí ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà îñòàòúêà â ðàçëè÷íèòå ìîìåíòè îò âðåìåòî
íå îñòàâàò çíà÷èìè çàâèñèìîñòè (òå ñå ñúäúðæàò â ŷk).

Âçàèìíîêîðåëàöèîíåí òåñò ìåæäó îñòàòúêà è âõîäà

Ìîæå äà ñå èçâúðøè òåñò, ïîäîáåí íà ïðåäèøíèÿ, íî ñ èçïîëçâàíå íà
âõîäíèòå ñèãíàëè è îñòàòúêà. Òóê ñå ôîðìèðàòm âçàèìíîêîðåëàöèîííè
ôóíêöèè ìåæäó ek è uj,k (çà MIMO ìîäåëè ek ∈ Rℓ è àêî âñè÷êè m âõî-
äîâå âëèÿÿò íà âñè÷êè èçõîäè, ñå ôîðìèðàò mℓ âçàèìíîêîðåëàöèîííè
ôóíêöèè). Çà îïðîñòÿâàíå èíäåêñúò j íà òåêóùèÿ âõîä ñå ïðîïóñêà. Òå-
êóùàòà âçàèìíîêîðåëàöèîííà ôóíêöèÿ å Reu,i = cor(ek, uk−i) çà i = 1, s
(îòíîâî s ∈ [25, N − p]) è ñå ôîðìèðà âåêòîðúò

reu =

√
N√

Re,0Ru,0

[Reu,1 Reu,2 . . . Reu,s]
T .

Îòíîâî òåñòúò ñå ñâåæäà äî ïðîâåðêà äàëè åëåìåíòèòå íà âåêòîðà
reu ïîïàäàò â îïðåäåëåíè ãðàíèöè. Àêî ek å áÿë Ãàóñîâ øóì ñ íóëåâà
ñðåäíà ñòîéíîñò è íåçàâèñåù îò âõîäà, òî íîðìèðàíèÿò âåêòîð reu å ñ
íóëåâà ñðåäíà ñòîéíîñò, è àêî

|reu,i| ≤ 1.96 çà i = 1, s,

òî ñ âåðîÿòíîñò 0.95 reu èìà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå.

Ëèïñàòà íà çíà÷èìà êîðåëàöèÿ ìåæäó ek è uk îçíà÷àâà, ÷å âëèÿíèåòî
íà âõîäîâåòå íà ñèñòåìàòà âúðõó èçõîäà (èçõîäèòå) ñå îïèñâà êîðåêòíî
îò ìîäåëà, òàêà ÷å ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà îñòàòúêà è íà âõîäíèÿ ñèãíàë
â ðàçëè÷íèòå ìîìåíòè îò âðåìåòî íå îñòàâàò çíà÷èìè çàâèñèìîñòè (òå
ñå ñúäúðæàò â ŷk).
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2.4.4 ×àñòè÷íè ïîêàçàòåëè íà êà÷åñòâîòî

2.4.4.1 Ñòàíäàðòíà ãðåøêà

Îöåíêà íà ïàðàìåòúð è äîâåðèòåëåí èíòåðâàë

Òúé êàòî îöåíêàòà θ̂ çàâèñè îò äàííèòå, à â òÿõ èìà íåîïðåäåëåíîñò,
òî åëåìåíòèòå íà âåêòîðà θ̂ ñà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè. Â òàêúâ ñëó÷àé âåê-
òîðúò θ∗ íà îïòèìàëíèòå (íåèçâåñòíè) ïàðàìåòðè ñå íàìèðà â îêîëíîñò

íà èç÷èñëåíàòà îöåíêà θ̂, êàòî, êîëêîòî ïî-òî÷íà å òÿ, òîëêîâà îêîëíîñò-
òà å ïî-ìàëêà. Îáèêíîâåíî ñå ïðèåìà, ÷å åëåìåíòèòå íà θ̂ ñà íîðìàëíî
ðàçïðåäåëåíè è àêî íå ñà èçìåñòåíè, òî θ̂ ∼ N (θ∗,Σθ̂). Â òî÷êà 3.2.2.4 å
çàñåãíàò âúïðîñúò çà èçìåñòåíîñòòà è å èçâåäåíà êîâàðèàöèîííàòà ìàò-
ðèöà íà îöåíêèòå, êîÿòî å

Σθ̂ = σ2
e(Φ

TΦ)−1.

Ïðè âàëèäàöèÿòà íà ìîäåëà îò èíòåðåñ å êîðåíúò îò äèàãîíàëíèòå
åëåìåíòè íà Σθ̂

σθ̂ = (diagΣθ̂)
1
2 = σe

(
diag(ΦTΦ)−1

) 1
2 . (2.96)

Òúé êàòî θ̂ å âåêòîð, òî è σθ̂ å âåêòîð ñ ðàçìåðíîñò p (â òî÷êà 3.2.2.4 íà
ñëåäâàùàòà ãëàâà å ðàçãëåäàí ñëó÷àÿò, êîãàòî ïàðàìåòðèòå ñà ïîäðåäåíè
â ìàòðèöàòà Θ è òîãàâà σ2

Θ̂
∈ Rz×ℓ). Åëåìåíòèòå íà σθ̂ ñà ñòàíäàðòíèòå

ãðåøêè íà îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå. Ñúñ σθ̂ ìîæå äà ñå äåôèíèðàò äî-
âåðèòåëíèòå èíòåðâàëè, â êîèòî ñå íàìèðàò îïòèìàëíèòå òúðñåíè ñòîé-
íîñòè íà ïàðàìåòðèòå. Íàïðèìåð ïðè íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíè îöåíêè çà
îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè å â ñèëà

θ∗i ∈ [θ̂i − 1.96σθ̂,i, θ̂i + 1.96σθ̂,i] (2.97)

ñ âåðîÿòíîñò 0.95. Àêî åëåìåíòèòå íà σθ̂ ñà òâúðäå ãîëåìè ñïðÿìî ñúîò-
âåòíèòå îöåíêè, òî òåçè îöåíêè ñà íåòî÷íè è èäåíòèôèêàöèÿòà òðÿáâà
äà ïðîäúëæè. Â èêîíîìè÷åñêèòå ñèñòåìè íàïðèìåð (êúäåòî íèâîòî íà
íåîïðåäåëåíîñò å ãîëÿìî) å ïðèåòî äà ñå ïðîâåðÿâà äàëè èíòåðâàëúò
(2.97) âêëþ÷âà íóëàòà. Àêî çà äàäåí ïàðàìåòúð å èçïúëíåíî:

[θ̂i − 1.96σθ̂,i < 0 < θ̂i + 1.96σθ̂,i],

òî ñúîòâåòíèÿò ôàêòîð ñå ïðåìàõâà îò ìîäåëà. Âêëþ÷âàíåòî íà íóëàòà â
äîâåðèòåëíèÿ èíòåðâàë îçíà÷àâà, ÷å îöåíêàòà ìîæå äà å ñ îáðàòåí çíàê,
ò.å. òîëêîâà å íåòî÷íà, ÷å äîðè íå å ñèãóðíî äàëè îòðàçÿâà êîðåêòíî
îáùàòà òåíäåíöèÿ (ïîñîêàòà íà òðåíäà) ìåæäó ñúîòâåòíèÿ ôàêòîð è
èçõîäà.
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Åäíî ïðåäèìñòâî íà ñòàíäàðòèçèðàíåòî íà ôàêòîðèòå ïî âðåìå íà
ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîòêà íà äàííèòå å, ÷å àíàëèçúò íà ìîäåëà, ïî-
îòäåëíî çà âñåêè ôàêòîð, å çíà÷èòåëíî ïî-ëåñåí. Ïðè÷èíàòà çà òîâà å
ñëåäíàòà. Òúé êàòî ñòàíäàðòèçèðàíèòå ôàêòîðè ñà öåíòðèðàíè è ñà ñ
åäèíè÷íè ñòàíäàðòíè îòêëîíåíèÿ, åëåìåíòèòå ïî äèàãîíàëà íà ìàòðèöà-
òà (ΦTΦ)−1, êîÿòî ó÷àñòâà â (2.96), ñà ðàâíè. i-òèÿò äèàãîíàëåí åëåìåíò
íà ìàòðèöàòà íà Ôèøåð å [ΦTΦ]ii = N − 1, à ïðè îòñúñòâèå íà ìóëòèêî-
ëèíåàðíîñò äèàãîíàëíèòå åëåìåíòè íà îáðàòíàòà íà ΦTΦ ñà:

[diag(ΦTΦ)−1]i =
1

N − 1
.

Íà ïðàêòèêà òîâà å èäåàëèçèðàí ñëó÷àé � ïðè êðàéíà èçâàäêà ìåæäó
òåçè äèàãîíàëíè åëåìåíòè âèíàãè èìà ðàçëèêà, êîÿòî çàâèñè îò êîíê-
ðåòíèòå äàííè. Îò äðóãà ñòðàíà, äèñïåðñèÿòà íà îñòàòúêà σe ïî äàäåí
èçõîä (â èçëîæåíèåòî ìîäåëèòå ñà MISO) å ñêàëàð. Òîãàâà è åëåìåíòèòå
íà σθ̂, îïðåäåëåíè îò (2.96), ñúùî ñà ñõîäíè, ò.å.

σθ̂ = σe

(
diag(ΦTΦ)−1

) 1
2 ≈ σe√

N − 1
.

Âúïðåêè ÷å â áîëøèíñòâîòî îò ñëó÷àèòå ôàêòîðèòå íå ñà íàïúëíî
íåçàâèñèìè (îñîáåíî ïðè îò÷èòàíåòî íà ãîëÿì áðîé ôàêòîðè), àíàëè-
çúò íà ìîäåëà å çíà÷èòåëíî ïî-ëåñåí, êîãàòî ñå îñíîâàâà íà ñòîéíîñòèòå
íà ñòàíäàðòèçèðàíèòå îöåíêè è íà òåõíèòå ñòàíäàðòíè ãðåøêè. Â òî-
çè ñëó÷àé, êîëêîòî ïî-ãîëÿìà å ñòîéíîñòòà íà äàäåíà îöåíêà, òîëêîâà
ïî-çíà÷èì å ñúîòâåòíèÿò ôàêòîð. Ñúùî òàêà âàðèàöèÿòà ìåæäó åëå-
ìåíòèòå íà σθ̂ ïîêàçâà äîêîëêî ôàêòîðèòå ñà íåçàâèñèìè. Íà ïðàêòèêà
êîëêîòî ïî-ñèëíà å âðúçêàòà ìåæäó ôàêòîðèòå, òîëêîâà ïî-ãîëåìè ñà
ñòàíäàðòíèòå ãðåøêè. Òàêà èçñëåäîâàòåëÿò ìîæå ëåñíî äà ñå îðèåíòèðà
çà çíà÷èìîñòòà íà ôàêòîðèòå è äàëè èìà ÷óâñòâèòåëíà âçàèìîâðúçêà
ìåæäó òÿõ, à òîâà å ïîëåçíî çíàíèå, êîãàòî ñå âçèìà ðåøåíèå çà ñëåäâà-
ùèòå ñòúïêè â ìîäåëèðàíåòî. Îñâåí òîâà óíèôèöèðàíåòî íà ôàêòîðèòå
óëåñíÿâà è àâòîìàòèçèðàíåòî íà òàçè ÷àñò îò öèêúëà íà èäåíòèôèêàöèÿ.

2.4.4.2 Ñòåïåí íà ëèíåéíà çàâèñèìîñò ìåæäó ôàêòîðèòå

Êîãàòî â ìîäåëà ó÷àñòâàò ìíîãî ôàêòîðè (è îñîáåíî àêî òîé å ñ ìíî-
ãî âõîäîâå), å óäà÷íî äà ñå ñëåäè äîêîëêî òåçè âåëè÷èíè ñà çàâèñèìè
ïîìåæäó ñè. Èäåÿòà å, ÷å âñåêè ôàêòîð òðÿáâà äà íîñè óíèêàëíà èí-
ôîðìàöèÿ çà èçõîäà. Àêî èíôîðìàöèÿòà â äàäåí ôàêòîð ñå ïðèïîêðèâà
ñ òàçè â îñòàíàëèòå ôàêòîðè, òî òîé å íåíóæåí è òðÿáâà äà ñå ïðåìàõíå
îò ìîäåëà. Çà òàçè öåë ñå èçïîëçâà ñòàòèñòèêàòà VIF (Variance In�ation
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Factor), êîÿòî ñå èç÷èñëÿâà çà âñåêè ôàêòîð ïîîòäåëíî. Â íà÷àëîòî ñå
ôîðìèðàò z ìîäåëà (êîëêîòî ñà ôàêòîðèòå è ñâîáîäíèÿò ÷ëåí θ0, àêî òîé
ôèãóðèðà â êðàéíèÿ ìîäåë). Èçõîäúò íà i-òèÿ ìîäåë å i-òèÿò ôàêòîð, à
ðåãðåñîðè ñà âñè÷êè îñòàíàëè ôàêòîðè, ò.å. òåêóùèÿò ìîäåë å

φi,k = φT
−i,kθi + e′i,k, (2.98)

êàòî φ−i,k ∈ Rz−1 å ðåäóöèðàíèÿò âåêòîð íà ðåãðåñîðèòå, ñúäúðæàù
âñè÷êè ôàêòîðè, áåç i-òèÿ, θi ∈ Rz−1 å ñúîòâåòíèÿò âåêòîð íà ïàðàìåò-
ðèòå, à e′i,k å îñòàòúêúò, êîéòî âñúùíîñò å òàçè ÷àñò îò ïîâåäåíèåòî íà
i-òèÿ ôàêòîð, êîÿòî å óíèêàëíà, òúé êàòî íå å îïèñàíà îò îñòàíàëèòå
ôàêòîðè. Êîëêîòî ïî-êà÷åñòâåí å ìîäåëúò, òîëêîâà ïî-íåíóæåí å i-òèÿò
ôàêòîð, è îáðàòíîòî � àêî ñëåä èç÷èñëÿâàíå íà θ̂i ñå ïîëó÷è íåäîñòîâå-
ðåí ìîäåë, òîâà îçíà÷àâà, ÷å èíôîðìàöèÿòà, êîÿòî íîñè i-òèÿò ôàêòîð,
íå ñå ñúäúðæà â îñòàíàëèòå ôàêòîðè è φi,k å óäà÷íî äà ó÷àñòâà â ìîäåëà.
Çà äà ñå èç÷èñëè VIF, ïúðâî ñå îïðåäåëÿ êîåôèöèåíòúò íà îïðåäåëåíîñò,
êîéòî çà i-òèÿ ìîäåë å

R2
i
=

SSRi

SSTi
,

êúäåòî

SSTi =
N∑

k=n+1

(φi,k − φ̄i)
2,

SSRi =
N∑

k=n+1

(φT
−i,kθ̂i − φ̄i)

2,

ñëåä êîåòî ñå îïðåäåëÿ ñòîéíîñòòà íà VIF:

VIFi =
1

1− R2
i

.

Êàêòî ñå âèæäà, àêî R2
i
= 0, êîåòî å èäåàëíèÿò âàðèàíò (φi,k å íàïúëíî

íåçàâèñèì îò îñòàíàëèòå ôàêòîðè), òî VIFi = 1. Êîëêîòî ïî-çàâèñèì å
ôàêòîðúò, òîëêîâà ïî-ãîëÿìà å ñòîéíîñòòà íà R2

i
è ñúîòâåòíî íà VIFi.

Â ãðàíè÷íèÿ ñëó÷àé, êîãàòî R2
i
= 1, VIFi =∞.

Êâàäðàòíèÿò êîðåí íà VIF íîñè èíôîðìàöèÿ çà òîâà, êîëêî ïúòè ïî-
ãîëÿìà å ñòîéíîñòòà íà ñòàíäàðòíàòà ãðåøêà îò òàçè, êîÿòî òÿ áè èìàëà,
àêî ôàêòîðúò íå áåøå çàâèñèì îò îñòàíàëèòå ôàêòîðè. Íàïðèìåð, àêî
VIFi = 3.24, òî

√
3.24 = 1.8 è ñúîòâåòíî ñòàíäàðòíàòà ãðåøêà íà îöåí-

êàòà å ïî÷òè 2 ïúòè ïî-ãîëÿìà, îòêîëêîòî êîãàòî ñúîòâåòíèÿò ôàêòîð
íÿìà îáùà èíôîðìàöèÿ ñ îñòàíàëèòå ôàêòîðè.
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Èìà ðàçëè÷íè ïðàãîâè ñòîéíîñòè çà VIF, íàä êîèòî ñå ïðèåìà, ÷å äà-
äåí ôàêòîð â ìîäåëà å íåíóæåí, êîèòî çàâèñÿò íàé-âå÷å îò ïðèëîæíàòà
îáëàñò. Íàïðèìåð VIF = 3 å ÷åñòî ñðåùàí ïðàã âúâ ôèíàíñèòå. Ñúùî
ñå ñðåùà VIF = 5, à â íÿêîè ñëó÷àè å ïðèåòî ïðàãúò äà å VIF = 10.

Ðåöèïðî÷íàòà ñòîéíîñò íà VIF ñúùî ñå èçïîëçâà çà îöåíêà íà ñòå-
ïåíòà íà çàâèñèìîñò ìåæäó ôàêòîðèòå è ñå ïðåäëàãà îò ñîôòóåðè, êàòî
SAS è SPSS. Òàçè ñòàòèñòèêàòà å íàðå÷åíà òîëåðàíñ è å

Tolerancei =
1

VIFi
= 1− R2

i
.

Èçìåíÿ ñå ìåæäó 0 è 1 è ÷åñòî å ïðåäïî÷èòàíà âìåñòî VIF ïîðàäè ïî-
äèðåêòíàòà âðúçêà ñ R2

i
.

2.4.5 Ïðåîðàçìåðÿâàíå è óíèâåðñàëíîñò íà ìîäåëà

Ïðè óòî÷íÿâàíåòî íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà ñúùåñòâóâà ñëåäíàòà
òåíäåíöèÿ: êîëêîòî ïîâå÷å ïàðàìåòðè ñå äîáàâÿò, òîëêîâà èçõîäúò íà
ìîäåëà ñå äîáëèæàâà äî äàííèòå, êîèòî ñå èçïîëçâàò çà îöåíÿâàíå íà
ïàðàìåòðèòå. Ïðè÷èíà çà òîâà å, ÷å ñ âñåêè äîáàâåí ïàðàìåòúð íàðàñò-
âà âúçìîæíîñòòà íà îïèñàíèåòî äà îòðàçè ïî-ïðåöèçíî äàííèòå. Â ãðà-
íè÷íèÿ ñëó÷àé, êîãàòî áðîÿò íà ïàðàìåòðèòå å ðàâåí íà áðîÿ íà íàá-
ëþäåíèÿòà (dimθ = N), ùå ñå ïîñòèãíå ïúëíî ñúâïàäåíèå íà èçõîäà íà
ìîäåëà ñ èçõîäíèòå äàííè (òîãàâà F(θ) = 0). Íî íà ïðàêòèêà ïúëíî
ñúâïàäåíèå íà ïîâåäåíèåòî íà ìîäåëà ñ òîâà íà ñèñòåìàòà íå å ïîñòèã-
íàòî. Àêî ŷk = yk çà öåëèÿ èíòåðâàë íà íàáëþäåíèå, òîâà îçíà÷àâà, ÷å
ìîäåëúò îïèñâà êàêòî ïîëåçíàòà èíôîðìàöèÿ â äàííèòå, òàêà è êîíê-
ðåòíèÿ åôåêò íà øóìà îò èçìåðâàíåòî, âëèÿíèåòî íà îêîëíàòà ñðåäà è
ò.í., àñîöèèðàíè ñ èçïîëçâàíèÿ íàáîð îò äàííè.

Íà Ôèãóðà 2.43 ñà ïðåäñòàâåíè ñòîéíîñòè íà çàøóìåí íàðàñòâàù ëè-
íåéíî âúâ âðåìåòî ñèãíàë. Óäà÷åí ìîäåë, êîéòî ãî îïèñâà, ñúùî áè èìàë
èçõîä, èçìåíÿù ñå ëèíåéíî (âúïðåêè ÷å â ñëó÷àÿ F(θ) > 0). Òàêúâ ìî-
äåë áè îòðàçÿâàë äåòåðìèíèðàíàòà ñúñòàâêà, áåç äà ñå ñòðåìè äà îïèøå
ìîìåíòíèòå ñòîéíîñòè íà ñìóùåíèåòî. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ìîäåëúò å
ïðåîðàçìåðåí, òî èçõîäúò ìó ùå çàâèñè îò êîíêðåòíàòà ðåàëèçàöèÿ íà
îáîáùåíàòà íåîïðåäåëåíîñò (ñëó÷àéíà âåëè÷èíà) â íàáîðà îò äàííè.

Íà Ôèãóðà 2.43 å ïðåäñòàâåí è òàêúâ ñëó÷àé, êàòî ìîäåëèòå ñà ïî-
ëèíîìè ïî ñòåïåíèòå íà âðåìåòî. Êàòî öÿëî îñòàòúöèòå, ñâúðçàíè ñ ëè-
íåéíèÿ ìîäåë, ñà ïî-ãîëåìè, îòêîëêîòî òåçè íà âòîðèÿ (ïðåîðàçìåðåí)
ìîäåë (íà ôèãóðàòà ñëó÷àè (à) è (á)) è ñúîòâåòíî F1(θ) > F2(θ). Íî àêî
äâåòå îïèñàíèÿ ñå ïðèëîæàò êúì íîâè äàííè (ñëó÷àé (â)), à òîãàâà ðåà-
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ëèçàöèÿòà íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà ùå å äðóãà, çà öåëåâàòà ôóíêöèÿ íà
äâàòà ìîäåëà å â ñèëà F ′

1(θ) ≈ F ′′
1 (θ) è F ′

2(θ) < F ′′
2 (θ). Ïðè÷èíàòà å, ÷å

ïðåöèçíàòà îïòèìèçàöèÿ íà âòîðèÿ ìîäåë ïî îòíîøåíèå íà íåîïðåäåëå-
íîñòòà â ïúðâèÿ íàáîð íå äîïðèíàñÿ çà êà÷åñòâîòî íà ìîäåëà, êîãàòî òîé
å ïðèëîæåí êúì íîâèòå äàííè. Îñâåí òîâà ïîðàäè ëèïñàòà íà âðúçêà ñ
íîâîòî ïðîÿâëåíèå íà íåîïðåäåëåíîñòòà êà÷åñòâîòî ìó äîïúëíèòåëíî ñå
âëîøàâà. Â ðåçóëòàò íà òîâà îáùîâàëèäíîñòòà íà ïðåîðàçìåðåíèÿ ìîäåë
å çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêà â ñðàâíåíèå ñ òàçè íà ïúðâèÿ ìîäåë.

Ôèãóðà 2.43. Ïðåîðàçìåðÿâàíå íà ìîäåëà. Îñòàòúöè, ñâúðçàíè ñ äîñòîâåð-
íèÿ (à) è ïðåîðàçìåðåíèÿ (á) ìîäåë. Ñðàâíåíèå ñ äðóãè äàííè (â).

Îñâåí èçìàìíîòî ïîäîáðåíèå íà ìîäåëà, äúëæàùî ñå íà ïðåîðàçìå-
ðÿâàíåòî, äðóã åôåêò îò èçêóñòâåíîòî íàðàñòâàíå íà áðîÿ íà ïàðàìåò-
ðèòå å íåíóæíîòî óñëîæíÿâàíå íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà, êîåòî âîäè
äî ïî-òðóäíîòî ìó èçïîëçâàíå, à ïîíÿêîãà è äî ïîâå÷å ðàçõîäè.

2.4.6 Ìîäèôèöèðàíè ïîêàçàòåëè íà êà÷åñòâîòî

Åäèí âàðèàíò çà îöåíÿâàíå íà òîâà, äàëè ìîäåëúò å ïðåîðàçìåðåí, å
èçïîëçâàíåòî íà ìîäèôèöèðàíè ïîêàçàòåëè íà êà÷åñòâîòî. Ñúùåñòâóâà
ãîëÿìî ðàçíîîáðàçèå îò òàêèâà ñòàòèñòèêè. Çà òÿõ å õàðàêòåðíî, ÷å çà-
âèñÿò êàêòî îò öåëåâàòà ôóíêöèÿ, òàêà è îò äîïúëíèòåëåí íàêàçàòåëåí
÷ëåí, êîéòî å ñâúðçàí ñ áðîÿ íà ïàðàìåòðèòå. Ïðè ìàëúê áðîé ïàðàìåò-
ðè äîìèíèðà ñòîéíîñòòà íà F(θ), à ñ óâåëè÷àâàíå íà áðîÿ èì äîïúëíè-
òåëíèÿò ÷ëåí íàðàñòâà, ò.å. óâåëè÷àâà ñå íàêàçàíèåòî âúðõó ìîäåëà. Â
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íà÷àëîòî óñëîæíÿâàíåòî íà ìîäåëà âîäè äî çíà÷èòåëíî íàðàñòâàíå íà
äîñòîâåðíîñòòà ìó è âúïðåêè íàðàñòâàíåòî íà íàêàçàòåëíèÿ ÷ëåí, ìî-
äèôèöèðàíèÿò ïîêàçàòåë íàìàëÿâà. Íî îò îïðåäåëåí áðîé ïàðàìåòðè,
ñ óâåëè÷àâàíå íà áðîÿ èì, ñòîéíîñòèòå íà òîçè ïîêàçàòåë çàïî÷âàò äà
íàðàñòâàò, òúé êàòî åôåêòúò îò ïîäîáðåíèåòî â ìîäåëà (íàìàëÿâàíåòî
íà F(θ)) ñòàâà ïî-ìàëúê îò íàðàñòâàíåòî íà äîïúëíèòåëíèÿ ÷ëåí, êàê-
òî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 2.44. Â òîçè ñëó÷àé ñå ïðèåìà, ÷å îïèñàíèåòî
çàïî÷âà äà ñå ïðåîðàçìåðÿâà. Òàêà ìîäåëúò ñ îïòèìàëíà ñòðóêòóðà å
òîçè, êîéòî îòãîâàðÿ íà ìèíèìóìà íà êîíêðåòíèÿ ïîêàçàòåë. Ïî-äîëó
ñà äàäåíè íÿêîè ÷åñòî èçïîëçâàíè â ïðàêòèêàòà ìîäèôèöèðàíè ïîêàçà-
òåëè. Âñåêè îò òÿõ âîäè äî îïòèìàëåí ìîäåë ñ ðàçëè÷íà ñòðóêòóðà è
å âúïðîñ íà èçáîð êîé âàðèàíò ùå ñå èçïîëçâà. Òåçè ñòàòèñòèêè íå ñå
ñëåäÿò ñàìîñòîÿòåëíî, à ñå êîìáèíèðàò ñ îïèñàíèòå ïî-ãîðå íà÷èíè çà
âàëèäàöèÿ íà ìîäåëà.

2.4.6.1 Èíôîðìàöèîíåí êðèòåðèé íà Àêàéêå

Ïîêàçàòåëÿò AIC (Akaike Information Criterion) ñå äåôèíèðà ïî ðàç-
ëè÷åí íà÷èí. Íàïðèìåð â [11, 126, 148] òîé å ïðåäñòàâåí ñúîòâåòíî êàòî:

AIC = lnF(θ) + ln

(
1 +

2p

N

)
,

AIC = lnF(θ) + 2p

N
,

AIC = F(θ) + p

N
. (2.99)

Â [57] ïîäðîáíî ñà èçñëåäâàíè îñîáåíîñòèòå íà AIC è âðúçêàòà ìó ñ
äðóãè ìîäèôèöèðàíè ïîêàçàòåëè, à â [135, 141] ñà ïðåäëîæåíè âàðèàíòè
çà ìàëúê áðîé íàáëþäåíèÿ.

Çà äà ñå èçïîëçâà ïðàâèëíî AIC è âúîáùå ïîêàçàòåëèòå îò òàçè ãðó-
ïà, óäîáíî å ïðåäâàðèòåëíî äà ñå ôîðìèðà ïúëíàòà ìàòðèöà íà äàííèòå
Φfull, ñúäúðæàùà âñè÷êè ïîòåíöèàëíè ðåãðåñîðè. Àêî ìîäåëúò å ñòàòè-
÷åí, ðåäîâåòå íà Φfull ñà N . Ïðè äèíàìè÷íè ìîäåëè, àêî ïîëèíîìèòå
ñà îò ðåä ìàêñèìóì nmax, òî èçõîäúò íà ìîäåëà ìîæå äà ñå ôîðìèðà â
N−nmax ìîìåíòà. Ñëåä òîâà, çà äà ñå îïðåäåëè F(θ), ñå èçáèðà ïîäìíî-
æåñòâî îò ñòúëáîâå íà Φfull, êîèòî îòãîâàðÿò íà èçáðàíèòå äî ìîìåíòà
ðåãðåñîðè. Òàêà ñå ãàðàíòèðà, ÷å íåçàâèñèìî îò òîâà, êîëêî å ìàêñèìàë-
íîòî çàêúñíåíèå n íà ñèãíàë â òåêóùèÿ ìîäåë, F(θ) ùå ñå ôîðìèðà íà
áàçàòà íà N − nmax ñòîéíîñòè. Â òîçè ñëó÷àé ñðàâíÿâàíåòî íà ïîêàçà-
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Ôèãóðà 2.44. Ìîäèôèöèðàíèÿò ïîêàçàòåë íà êà÷åñòâîòî AIC ñïîðåä ôîðìó-
ëà (2.99)

íèÿòà íà AIC çà ðàçëè÷íè ìîäåëè ùå å êîðåêòíî. Òîâà âàæíî íàé-âå÷å
êîãàòî áðîÿò íà íàáëþäåíèÿòà å ìàëúê.

AIC ÷åñòî âîäè äî èçáîð íà ïî-ñëîæíè ìîäåëè, òúé êàòî íàêàçàòåë-
íèÿò ìó êîåôèöèåíò å ïî-ñëàáî ÷óâñòâèòåëåí êúì áðîÿ íà ïàðàìåòðèòå.

2.4.6.2 Áåéñîâ èíôîðìàöèîíåí êðèòåðèé

Ïîêàçàòåëÿò BIC (Bayesian Information Criterion), íàðè÷àí îùåØâàðö
êðèòåðèé (SC � Schwarz Criterion), ñúùî èìà ðàçëè÷íè çàïèñè. Åäèí îò
òÿõ å

BIC = lnF(θ) + p

N
lnN,

êàòî îòíîâî N ← N−nmax, àêî ìîäåëúò å äèíàìè÷åí. Îñîáåíîñò íà òîçè
ïîêàçàòåë å, ÷å ìîæå äà ïðèåìà îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè. Âúïðåêè òîâà
èäåÿòà ìó å ñúùàòà êàòî íà AIC. BIC å ïî-ðåñòðèêòèâåí ïî îòíîøåíèå
íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà îò AIC è ìèíèìóìúò ìó ñå äîñòèãà ïðè ìîäåë
ñ ïî-ìàëúê áðîé ïàðàìåòðè [106].

2.4.6.3 Ñòàòèñòèêà íà Ìàëîó

Òîçè, êàêòî è îñòàíàëèòå ïîêàçàòåëè îò òàçè ãðóïà, ñå èçïîëçâà ïðè
ñòúïêîâèòå ìåòîäè çà èçáîð íà ñòðóêòóðà íà ìîäåëà. Ñòàòèñòèêàòà íà
Ìàëîó (Malloy) Cp å

Cp =
F(θ)
σ2
e,full

+ 2p−N
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(N ← N − nmax çà äèíàìè÷íè ìîäåëè). σ2
e,full å ñðåäíîêâàäðàòè÷íàòà

ñòîéíîñò íà îñòàòúêà çà ìîäåëà ŷfull,k = Φfullθ̂, ñúäúðæàù âñè÷êè ôàê-
òîðè, êîèòî ïîòåíöèàëíî ìîæå äà ó÷àñòâàò çà îïèñàíèå íà èçõîäà. Â
íà÷àëîòî, ñ íàðàñòâàíå íà p, ïúðâèÿò ÷ëåí â Cp íàìàëÿâà ïî-áúðçî îò
âòîðèÿ (òðåòîòî ñúáèðàåìî å êîíñòàíòà). Ïðàâèëîòî ïðè ðàáîòà ñ òàçè
ñòàòèñòèêà å, ÷å óñëîæíÿâàíåòî íà ìîäåëà òðÿáâà äà ñå ïðåêðàòè, êîãàòî
Cp ñïàäíå ïîä áðîÿ íà ôàêòîðèòå, äîáàâåíè â ìîäåëà, ò.å., êîãàòî

Cp < p− 1.

Ïîíÿêîãà Cp ïðèåìà îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè è â òàêúâ ñëó÷àé ñòàâà íå-
èçïîëçâàåìà. Ïðè÷èíàòà å, ÷å êîãàòî ôàêòîðèòå íå ñà ìíîãî èíôîðìà-
òèâíè, ñòîéíîñòèòå íà F(θ) è σ2

e,full ñà ñõîäíè è òîãàâà òÿõíîòî îòíîøå-
íèå å ïî-ìàëêî îò |2p−N |. Ïî òàçè ïðè÷èíà ñòàòèñòè÷åñêèòå ñîôòóåðè
ïðåäîñòàâÿò ìíîæåñòâî ñòàòèñòèêè, õàðàêòåðèçèðàùè êàêòî ìîäåëà êà-
òî öÿëî, òàêà è îöåíêèòå, è ôàêòîðèòå ïîîòäåëíî.

2.4.7 Êðîñâàëèäàöèÿ

Äðóã âàðèàíò çà èçáÿãâàíå íà ïðåîðàçìåðÿâàíåòî íà ìîäåëà å äà ñå
èçïîëçâàò ðàçëè÷íè äàííè çà îöåíÿâàíåòî è çà ïðîâåðêàòà çà íåãîâàòà
äîñòîâåðíîñò. Êðàéíèÿò ìîäåë îáà÷å (îñîáåíî ïðè ìàëúê áðîé íàáëþäå-
íèÿ) ñå ïðåïîðú÷âà äà ñå ïîñòðîè ñ èçïîëçâàíå íà âñè÷êè äàííè. Òàêà çà
îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå ìó ñå èçïîëçâà öÿëàòà íàëè÷íà èíôîðìàöèÿ
â äàííèòå.

2.4.7.1 Åäíîêðàòíà êðîñâàëèäàöèÿ

Çà äèíàìè÷íè ñèñòåìè ñå å óñòàíîâèëî ïðàâèëîòî 2
3 îò äàííèòå äà ñå

èçïîëçâàò çà íàìèðàíå íà ïîäõîäÿùè ïàðàìåòðè íà ìîäåëà, à îñòàíàëàòà
1
3 äà ñå èçïîëçâà çà ïðîâåðêà íà äîñòîâåðíîñòòà íà ìîäåëà. Ïî òîçè
íà÷èí ñå ãàðàíòèðà, ÷å âàëèäàöèÿòà íà ìîäåëà íå çàâèñè îò äàííèòå,
ó÷àñòâàùè âúâ ôîðìèðàíåòî íà îöåíêèòå. Òîâà ðàçäåëíî èçãðàæäàíå è
âàëèäèðàíå íà ìîäåëà ñå íàðè÷à êðîñâàëèäàöèÿ.

Àêî ñèñòåìàòà å ñòàòè÷íà, òî ïîäõîäÿùî å äâàòà íàáîðà îò äàííè äà
ñå ôîðìèðàò íà ñëó÷àåí ïðèíöèï, êàòî ñúîòíîøåíèåòî íà áðîÿ íà íàá-
ëþäåíèÿòà çà îöåíÿâàíå è çà âàëèäàöèÿ ìîæå äà å ðàçëè÷íî. Íàïðèìåð
çà N ≫ 1 ìîæå äà ñå ïðèåìå 4

5N îò íàáëþäåíèÿòà äà ñå èçïîëçâàò çà
îöåíÿâàíå è 1

5N îò íàáëþäåíèÿ � çà âàëèäàöèÿ.

Ïîíÿêîãà â ïðîöåñà íà ìîäåëèðàíå ñå èçïîëçâàò òðè íàáîðà îò äàííè.
Åäèíèÿò å çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå (çà îáó÷åíèå). Âòîðèÿò íàáîð å
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òåñòîâ � ñ íåãî, àêî îöåíèòåëÿò å ðåàëèçèðàí ñ èòåðàòèâíà ïðîöåäóðà,
ñå èç÷èñëÿâàò ñòàòèñòèêèòå, êîèòî ó÷àñòâàò â êðèòåðèèòå çà ñïèðàíå íà
îïòèìèçàöèÿòà, à àêî ñå òúðñÿò ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåòðè ñúñ ñòúïêîâ
ìåòîä, òîçè íàáîð å íóæåí çà âçåìàíå íà ðåøåíèå çà ïðåêðàòÿâàíå íà
ïîäîáðÿâàíåòî íà ñòðóêòóðàòà. Òðåòèÿò íàáîð ñå èçïîëçâà çà âàëèäàöèÿ
íà êðàéíèÿ ìîäåë.

Îáèêíîâåíî ñòîéíîñòèòå íà ïîêàçàòåëèòå íà êà÷åñòâîòî, îïðåäåëåíè
îò íàáîðà çà îöåíÿâàíå, ñà ïî-îïòèìèñòè÷íè â ñðàâíåíèå ñúñ ñòîéíîñòè-
òå, ïîëó÷åíè îò äàííèòå çà âàëèäàöèÿ. Ïðè÷èíàòà å, ÷å ñ ïúðâèÿ íàáîð
ìîäåëúò ñå îïòèìèçèðà òàêà, ÷å èçõîäúò ìó äà ñå äîáëèæàâà ìàêñèìàëíî
äî òåçè äàííè. Àêî ðàçëèêàòà ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà äàäåí ïîêàçàòåë,
ïîëó÷åíè ñ äâàòà íàáîðà, å ÷óâñòâèòåëíà, òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìîäåëúò íå å
ôîðìèðàí êîðåêòíî. Äðóãè ïðè÷èíè çà òîâà (îñâåí ïðåîðàçìåðÿâàíåòî)
ìîæå äà ñà: íàëè÷èå íà ïîâåäåíèå â äàííèòå çà âàëèäàöèÿ, êîåòî íå ñå
íàáëþäàâà â äàííèòå çà ôîðìèðàíå íà ìîäåëà; íåäîñòàòú÷íî äàííè çà
ðàçäåëíî èçãðàæäàíå è âàëèäèðàíå íà ìîäåëà. Òîãàâà ìîæå äà ñå èçïîë-
çâàò ìîäèôèöèðàíèòå ïîêàçàòåëè èëè äà ñå ïðèëîæè åäíà îò òåõíèêèòå,
èçëîæåíè ïî-äîëó.

2.4.7.2 Ìíîãîêðàòíà êðîñâàëèäàöèÿ

Ðàçäåëÿíåòî íà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå íà äâå èëè òðè ÷àñòè íå å
ïîäõîäÿùî ïðè íàáîðè îò äàííè ñ ìàëêî íàáëþäåíèÿ. Çà òåçè ñëó÷àè å
óäà÷íî äà ñå èçïîëçâà ìíîãîêðàòíà êðîñâàëèäàöèÿ, ïðè êîÿòî äàííèòå
ñå èçïîëçâàò è çà èçãðàæäàíå íà ìîäåë, è çà âàëèäàöèÿ.

K-êðàòíà êðîñâàëèäàöèÿ

Åäèí âàðèàíò çà ïðîâåðêà íà óíèâåðñàëíîñòòà íà ìîäåëà å öåëèÿò
íàáîð îò âõîäíî-èçõîäíè äàííè, îçíà÷åí ñ {u, y} äà ñå ðàçäåëÿ íà K
íà áðîé ïîäíàáîðà, êîèòî ïî-äîëó ñå çàïèñâàò êàòî {u, y}i çà i = 1,K
[140]. Ïðè òîçè ìåòîä, íàðå÷åí K-êðàòíà êðîñâàëèäàöèÿ, ñå èçãðàæäàò
K ìîäåëà, êàòî i-òèÿò ìîäåë ñå ïîñòðîÿâà ñ íàáëþäåíèÿòà îò K − 1
ïîäíàáîðà îò äàííè, â êîèòî íå ó÷àñòâà {u, y}i, à âàëèäàöèÿòà ìó ñå
èçâúðøâà ñ íàáëþäåíèÿòà îò {u, y}i (âèæ Ôèãóðà 2.45).

Îáùàòà öåëåâà ôóíêöèÿ F(θ) ñå ôîðìèðà êàòî ñðåäíà ñòîéíîñò íà
ïîêàçàòåëèòå F(θ̂−i), ïîëó÷åíè çà âñåêè åäèí îò ìîäåëèòå, ò.å.

F(θ) = 1

K

K∑
i=1

F(θ̂−i). (2.100)
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…

…

…

…

оцен./ валид. 1

оцен./ валид. 2

оцен./ валид. 3

оцен./ валид. k

N/K N/K N/K N/K

N

Ôèãóðà 2.45. Ïîäíàáîðè çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè (ñâåòëè) è çà âàëèäàöèÿ
(òúìíè) ïðè K-êðàòíàòà êðîñâàëèäàöèÿ

θ̂−i ñà îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå, ïîëó÷åíè ñ äàííèòå, îò êîèòî å ïðåìàõ-
íàò i-òèÿò ïîäíàáîð.

Òîçè ïîäõîä èìà ïðåäèìñòâîòî, ÷å âñè÷êè íàáëþäåíèÿ ñå èçïîëçâàò
ïî ðàâåí áðîé ïúòè çà îöåíÿâàíå (K íà áðîé) è çà âàëèäàöèÿ (ïî âåä-
íúæ). Òîâà ñå ïîñòèãà çà ñìåòêà íà ìíîãîêðàòíîòî ïðèëàãàíå íà òåçè
äâå äåéíîñòè.

Êàêòî áåøå ñïîìåíàòî â íà÷àëîòî íà òî÷êà 2.4.7, ñ êðîñâàëèäàöèÿòà
ñå ïðîâåðÿâà äàëè ìîäåë ñúñ çàäàäåíà ñòðóêòóðà áè áèë óíèâåðñàëåí,
àêî ñå ïîñòðîè ñ èçïîëçâàíå íà íàëè÷íèòå äàííè. Â òîçè ñìèñúë (2.100)
îòðàçÿâà èìåííî òîâà. Íàïðèìåð ñ íàðàñòâàíå íà áðîÿ íà ïàðàìåòðèòå
îò åäèí ìîìåíò íàñòúïâà ïðåîðàçìåðÿâàíå. Òúé êàòî i-òèÿò ìîäåë íå
å îïòèìèçèðàí çà ïðîÿâëåíèÿòà íà íåîïðåäåëåíîñòòà â íàáîðà {u, y}i
(òåçè äàííè íå ñå èçïîëçâàò çà ôîðìèðàíåòî ìó), òî ÷ëåíîâåòå â ñóìàòà
íà (2.100) çàïî÷âàò äà íàðàñòâàò, êîåòî å èíäèêàöèÿ çà çàïî÷íàëîòî
ïðåîðàçìåðÿâàíå.

LOO êðîñâàëèäàöèÿ

Â ãðàíè÷íèÿ ñëó÷àé, êîãàòî K = N (èëè K = N − n çà äèíàìè÷íè
ñèñòåìè), ñå ïîëó÷àâà ò. íàð. LOO (Leave One Out) êðîñâàëèäàöèÿ [44].
Ïðè òîçè âàðèàíò, êîãàòî ìîäåëúò å ëèíååí, å âúçìîæíî ïîêàçàòåëÿò
äà ñå èçâåäå àíàëèòè÷íî, ñ êîåòî ñå èçáÿãâà ìíîãîêðàòíîòî îöåíÿâàíå è
âàëèäàöèÿ.
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Çà èçâåæäàíå íà ïîêàçàòåëÿ ñ èçáÿãâàíå íà ÿâíîòî îöåíÿâàíå íà ïà-
ðàìåòðè íåêà F(θ) çà LOO êðîñâàëèäàöèÿòà ñå ïðåäñòàâè ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

F(θ) =
1

N − n

N∑
k=n+1

F(θ̂−k)

=
1

N − n

N∑
k=n+1

(yk − φT
k θ̂−k)

2

=
1

N − n

N∑
k=n+1

(yk − φT
k (Φ

T
−kΦ−k)

−1ΦT
−ky−k)

2, (2.101)

êúäåòî Φ−k è y−k ñà ìàòðèöàòà íà äàííèòå è âåêòîðúò îò ñòîéíîñòèòå íà
èçõîäà çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå, îò êîèòî ñà ïðåìàõíàòè ñúîòâåòíî
φk è yk, à θ̂−k ñà îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå, ïîëó÷åíè íà áàçàòà íà Φ−k

è y−k. Çà âåêòîðà ΦT
−ky−k å â ñèëà:

ΦT
−ky−k = ΦT y − φkyk. (2.102)

Íåêà ñå ïîëîæè P = (ΦTΦ)−1 è P−k = (ΦT
−kΦ−k)

−1. Ëåñíî ìîæå äà
ñå ïðîâåðè (âèæ [78]), ÷å âðúçêàòà ìåæäó P è P−k å

P−k = P +
Pφkφ

T
k P

1− φT
k Pφk

.

Òàçè çàâèñèìîñò ñå èçïîëçâà çà ïðåîáðàçóâàíå íà âåêòîðà φT
k (Φ

T
−kΦ−k)

−1,
ó÷àñòâàù â (2.101). Çà òðàíñïîíèðàíèÿ ìó âàðèàíò ñå ïîëó÷àâà:

(ΦT
−kΦ−k)

−1φk = P−kφk =
(ΦTΦ)−1φk

1− φT
k (Φ

TΦ)−1φk
. (2.103)

Çàìåñòâàéêè (2.102) è (2.103) â (2.101), çà òåêóùèÿ ÷ëåí íà ñóìàòà ñå
ïîëó÷àâà:

yk − φT
k θ̂−k = yk −

(ΦTΦ)−1φk

1− φT
k (Φ

TΦ)−1φk
(ΦT y − φkyk)

=
yk − φT

k (Φ
TΦ)−1ΦT y

1− φT
k (Φ

TΦ)−1φk
.

×èñëèòåëÿò íà ïîñëåäíèÿ èçðàç å i-òèÿò åëåìåíò íà âåêòîðà

Φ⊥y = (I − Φ(ΦTΦ)−1ΦT )y.

Màòðèöàòà Φ⊥, êàêòî è åôåêòúò �è âúðõó y ñà äåôèíèðàíè â òî÷êà 2.3.4.5
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ïðè èíòåðïðåòàöèÿòà íà LS. Çíàìåíàòåëÿò å i-òèÿò åëåìåíò íà äèàãîíà-
ëà íà Φ⊥. Ñëåäîâàòåëíî âåêòîðúò íà îñòàòúöèòå çà öåëèÿ èíòåðâàë íà
íàáëþäåíèå ìîæå äà ñå çàïèøå òàêà:

yn+1 − φT
n+1θ̂−(n+1)

yn+2 − φT
n+2θ̂−(n+2)

...

yN − φT
N θ̂−N


= Φ⊥−1

d Φ⊥y,

êúäåòî Φ⊥
d å äèàãîíàëíà ìàòðèöà, çà êîÿòî diagΦ⊥

d = diagΦ⊥. Îò÷èòàé-
êè ïîñëåäíèÿ èçðàç, ïîêàçàòåëÿò F(θ) äîáèâà âèäà:

F(θ) = 1

N
yTΦ⊥Φ⊥−2

d Φ⊥y.

Êàêòî ñå âèæäà, èçðàçúò çà F(θ) íå ñúäúðæà îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå, à
ñàìî íàëè÷íè âõîäíî-èçõîäíè äàííè, ñ êîåòî ñå èçáÿãâàò N -òå íà áðîé
îöåíÿâàíèÿ íà ïàðàìåòðèòå.

Èìà è äðóãè ïîäõîäè çà âàëèäàöèÿ, êàòî Jackknife è Bootstrapping.
Òå ñà ìíîãî åôåêòèâíè ïðè íåäîñòàòú÷åí áðîé äàííè, íî ñ òÿõ òðÿáâà
äà ñå âíèìàâà. Èìåòî íà ïîäõîäà Bootstrapping èäâà îò ïðîèçâåäåíè-
åòî ½Ïðèêëþ÷åíèÿòà íà áàðîí Ìþíõàóçåí� íà Ðóäîëô Åðèõ Ðàñïå è å
ñâúðçàíî ñ ìîìåíòà, êîãàòî áàðîíúò ñå èçäúðïâà îò áëàòîòî, êàòî ñå õâà-
ùà çà êîñàòà ñè. Ïî ïîäîáåí íà÷èí, êîãàòî äàííèòå ñà íåäîñòàòú÷íè, ñ
Bootstrapping èçêóñòâåíî ñå ãåíåðèðàò ãîëÿì áðîé èçâàäêè ñ æåëàí áðîé
íàáëþäåíèÿ. Íî òúé êàòî ïúðâîíà÷àëíèòå äàííè çà ïîâåäåíèåòî íà ñèñ-
òåìàòà ñà ìàëêî, êðàéíèòå ðåçóëòàòè òðÿáâà äà ñå òúëêóâàò âíèìàòåëíî.
Çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ ìîæå äà ñå ïîëçâà [112].



Ãëàâà 3

Îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè

ñ ëèíååí ïîäõîä.

Ñòðóêòóðà íà ìîäåëà

3.1 Ïàðàìåòðè è ñòðóêòóðà íà ìîäåëà

Â òàçè ÷àñò íà ìîíîãðàôèÿòà ñå ðàçãëåæäà åòàïúò íà èçãðàæäàíå
íà ìîäåëè, êîéòî âêëþ÷âà äåéíîñòèòå ïî îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå è
èçáîðà íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà. Òðåòà ãëàâà çàñÿãà ìåòîäè çà èçãðàæ-
äàíå íà ìîäåë, ïðè êîèòî íà îïðåäåëåíî íèâî ñå ïðèåìà, ÷å îïèñàíèåòî å
ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíî. Èìà ãðóïà íåëèíåéíè ïî ïàðàìåòðè ìîäåëè,
êîèòî ïðè îïðåäåëåíè äîïóñêàíèÿ ìîæå äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî ëèíåéíî
ïàðàìåòðèçèðàíè. Ïðèìåð çà òàêúâ ìîäåë å ARMAX

A(q−1)yk = B(q−1)uk + C(q−1)ek. (3.1)

Òúé êàòî îñòàòúêúò å íåîò÷åòåíîòî îò ìîäåëà ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà,
òî ek çàâèñè îò êîíêðåòíèòå ïàðàìåòðè íà ìîäåëà. Ñ äðóãè äóìè, êàêòî
ñå è î÷àêâà, ïðè ïðîìÿíà íà ïàðàìåòðèòå ñå ïðîìåíÿ è íåîò÷åòåíîòî
ïîâåäåíèå íà îáåêòà, ò.å. ek = ek(θ). Çà (3.1) ñå ïîëó÷àâà

A(q−1)yk = B(q−1)uk + C(q−1)ek(θ).

Ïîñëåäíîòî ñúáèðàåìî å íåëèíåéíà ôóíêöèÿ íà ïàðàìåòðèòå. Âúïðåêè
òîâà èìà ìåòîäè çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè, ïðè êîèòî ñå ïðèåìà, ÷å ek
íå çàâèñè îò θ, è ïðè òîâà ïîëîæåíèå ARMAX èçêóñòâåíî ñå ðàçãëåæäà
êàòî ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí ìîäåë.

Ëèíåéíèòå ïî ïàðàìåòðè ìîäåëè ñà ðàçãëåäàíè ïîäðîáíî â òî÷êà
2.1.3.2 îò ïðåäèøíàòà ãëàâà. Ïðè÷èíàòà çà ðàçãðàíè÷àâàíåòî íà äâà âè-
äà ìîäåëè, à èìåííî ëèíåéíè è íåëèíåéíè ïî ïàðàìåòðè (Ôèãóðà 3.1), å
ïðèíöèïíàòà ðàçëèêà ìåæäó ìåòîäèòå êàêòî çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè,
òàêà è çà óòî÷íÿâàíå íà ñòðóêòóðàòà èì.
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Ôèãóðà 3.1. Ìîäåëè è ìåòîäè çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè

Àêî ìîäåëúò å èëè ëèíååí, èëè íåëèíååí, íî ìîæå äà ñå çàïèøå â ëè-
íåéíî ïàðàìåòðèçèðàí âèä, îöåíÿâàíåòî ñå ñâåæäà äî åäíîêðàòíî ïðè-
ëàãàíå íà LS èëè WLS.

Êîãàòî ìîäåëúò å íåëèíååí ïî ïàðàìåòðè, íî óñëîâíî ìîæå äà ñå ïðè-
åìå, ÷å âðúçêàòà ìåæäó yk è θ å ëèíåéíà, ñå ðàçãðàíè÷àâàò äâà ïîäõîäà
çà îöåíÿâàíå. Åäèíèÿò ñå ñâåæäà äî ìíîãîêðàòíî (èòåðàòèâíî) ïðèëà-
ãàíå íà LS, êàòî òóê ìîäåëúò èçêóñòâåíî ñå ïðèåìà çà ëèíåéíî ïàðà-
ìåòðèçèðàí (òîâà å ëèíåéíèÿò ïîäõîä çà òîçè êëàñ ìîäåëè). Òàêèâà ñà
íàïðèìåð ìåòîäúò íà èíñòðóìåíòàëíèòå ïðîìåíëèâè (IV � Instrumental
Variable), ìåòîäúò íà ðàçøèðåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè (ELS � Extended
LS)), ìåòîäúò íà îáîáùåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè è äð.

Òðåòàòà âúçìîæíîñò å ìîäåëúò äà å íåëèíååí è äà å íåâúçìîæíî
èëè íåóäà÷íî äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ëèíåéíà ôóíêöèÿ íà ïàðàìåòðèòå.
Â òîçè ñëó÷àé ñå ïðèëàãà ò.íàð. íåëèíååí ïîäõîä çà îöåíÿâàíå [5, 92].
Òîé ùå áúäå ðàçãëåäàí â äîïúëíèòåëåí òðóä. Ïðè íåãî ìîäåëúò ñå èí-
òåðïðåòèðà êàòî íåëèíååí ïî ïàðàìåòðè, êàêúâòî å â äåéñòâèòåëíîñò,



3.1. Ïàðàìåòðè è ñòðóêòóðà íà ìîäåëà 185

è òîãàâà îöåíÿâàíåòî å ñâúðçàíî ñ ïðèëàãàíåòî íà ìåòîäè çà íåëèíåé-
íà îïòèìèçàöèÿ. Ïðèìåð çà òîçè âàðèàíò å ìåòîäúò íà ìàêñèìàëíîòî
ïðàâäîïîäîáèå (ML � Maximum Likelihood), ðåàëèçèðàí ñ ìåòîä çà îï-
òèìèçàöèÿ êàòî Íþòîí-Ðàôñúí (NR � Newton-Raphson) [151, 42, 56] èëè
ðåàëèçàöèÿòà íà íåëèíåéíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè (NLS � Nonlinear LS)
ñ ìåòîäà Ãàóñ-Íþòîí (GN � Gauss-Newton) [11, 146, 143].

Ïî îòíîøåíèå íà ìåòîäèòå çà èçáîð íà ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåòðè ñú-
ùî èìà ïðèíöèïíà ðàçëèêà, çàâèñåùà îò òîâà, äàëè ïàðàìåòðèòå ñå
îöåíÿâàò åäíîêðàòíî èëè èòåðàòèâíî. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ìåòîäèòå çà
óòî÷íÿâàíå íà ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåòðè ñà çíà÷èòåëíî ïî-ñëîæíè. Â ìî-
íîãðàôèÿòà ñà çàñåãíàòè ìåòîäè çà èçáîð íà ñòðóêòóðà, ïðèëîæèìè çà
ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíè ìîäåëè.

Â ñëåäâàùèòå òî÷êè ñà èçëîæåíè ìåòîäèòå çà îöåíÿâàíå êàêòî îò
ïúðâàòà ãðóïà (LS è WLS), òàêà è îò âòîðàòà (GLS, ELS, IV è ðîáàñòíè-
ÿò ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè (RobLS � Robust LS)). Ñëåä ïðåäñ-
òàâÿíåòî íà ìåòîäèòå ñà ðàçãëåäàíè è ÷èñëåíèòå ïðîáëåìè, êîèòî ìîæå
äà âúçíèêíàò ïðè èçïúëíåíèå íà ñúîòâåòíèòå àëãîðèòìè. Îáñúäåíè ñà è
èçòî÷íèöèòå íà òåçè ïðîáëåìè, êàêòî è åôåêòèâíè ÷èñëåíè ðåàëèçàöèè
íà ìåòîäèòå çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè. Ãëàâàòà çàâúðøâà ñ ìåòîäè çà
óòî÷íÿâàíå íà ñòðóêòóðàòà íà ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíè ìîäåëè. Ðàçã-
ëåäàíè ñà ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåòðè, õàðàêòåðíè çà ìíîãîìåðíèòå ñèñòå-
ìè. Ñúùî òàêà å èçëîæåíà èäåÿòà íà ñòúïêîâèòå ìåòîäè [64, 109, 133]
çà èçáîð íà ñòðóêòóðà. Îñâåí òîâà ñà ïðåäñòàâåíè è âèñîêîåôåêòèâíè
àëãîðèòìè çà ïðàâà, îáðàòíà è êîìáèíèðàíà ñòúïêîâè ðåãðåñèè.

3.1.1 Îöåíÿâàíå íà ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíè

ìîäåëè

Â òî÷êà 2.4.1 å ñïîìåíàòî, ÷å àêî ôóíêöèÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå Lθ íå
å ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòíà, ÷åñòî ñå ïðèåìà, ÷å òÿ îòãîâàðÿ íà íîðìàëíî
ðàçïðåäåëåíèå, ò.å.

Lθ = 1

(2π)
ℓN
2 detΣ

1
2
e

e−
1
2 e

TΣ−1
e e. (3.2)

Â ìíîãî ïðèëîæåíèÿ òîâà ïðèåìàíå å óäîâëåòâîðèòåëíî. Êîãàòî îñòàòú-
êúò e å ñ Ãàóñîâî ðàçïðåäåëåíèå, îöåíêèòå, ïîëó÷åíè ïî LS, ñà åôåêòèâ-
íè, à îöåíèòåëÿò å BLUE (âèæ îùå òî÷êà 3.2.2.4). Â ïðîòèâåí ñëó÷àé
äîðè îñòàòúêúò äà å ÁØ, àêî íå å Ãàóñîâ, íÿìà ãàðàíöèÿ, ÷å äèñïåðñèÿ-
òà íà ãðåøêàòà íà îöåíêèòå å ìèíèìàëíà. Ïîðàäè òåçè è äðóãè ïðè÷èíè
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(ñïîìåíàòè â òåìàòà çà âàëèäàöèÿ) â Òðåòà ãëàâà ñå ïðèåìà, ÷å e å ñ íîð-
ìàëíî ðàçïðåäåëåíèå. Òàêà ìåòîäúò ML, ìèíèìèçèðàù â îáùèÿ ñëó÷àé
Lθ, ñå ñâåæäà äî LS, WLS èëè äî GLS, ELS, IV è äð., êîãàòî ñå íàáëþ-
äàâà êîðåëàöèÿ ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà îñòàòúêà. Äîðè êîãàòî â äàííèòå
ñå ñúäúðæàò íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè, âîäåùè äî íàðóøàâàíå íà ïðèå-
ìàíåòî çà íîðìàëíîñò, ñ ïîìîùòà íà ðîáàñòíè îöåíèòåëè å âúçìîæíî,
ìàêàð è èòåðàòèâíî, äà ñå èçáåãíå èçìåñòâàíåòî íà îöåíêèòå, äúëæàùî
ñå íà òåçè íåõàðàêòåðíè îò÷åòè.

3.1.2 Îöåíÿâàíå íà åäèíMIMO èëè ìíîæåñòâî MISO

ìîäåëè

Ìåòîäèòå çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè ñà ïðåäñòàâåíè çà MIMO ìîäå-
ëè. Çà ðàçëèêà îò âàëèäàöèÿòà, êúäåòî êúì âñåêè èçõîä ìîæå äà ñå ïîä-
õîäè ïîîòäåëíî, íà åòàïà íà ñúùèíñêîòî ìîäåëèðàíå å óäà÷íî äà ñå ðà-
áîòè ñ ìíîãîèçõîäîâè ìîäåëè. Òàêà, âìåñòî ìíîãîêðàòíî äà ñå èçâúðøâà
îöåíÿâàíå íà MISO ïîäìîäåëè, äèðåêòíî ñå ôîðìèðà ìíîãîèçõîäîâîòî
îïèñàíèå. Â [120] ñà îáñúäåíè íÿêîè îñîáåíîñòè íà ïîäõîäà ñ äåêîìïîçè-
öèÿòà íà MISO ïîäìîäåëè, êàêòî è ñà ñïîìåíàòè ÷àñò îò ïðåäèìñòâàòà
îò åäíîâðåìåííîòî îïèñàíèå íà âñè÷êè èçõîäè. Êîãàòî ìîäåëúò ñå èç-
ïîëçâà çà ïðåäñêàçâàíå, ïî-äîáðè ðåçóëòàòè ñå ïîëó÷àâàò, àêî ìîäåëúò å
MIMO. Ïðè÷èíàòà å, ÷å ïðåäèñòîðèÿòà íà âñè÷êè èçõîäè îñèãóðÿâà ïî-
âå÷å èíôîðìàöèÿ çà ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìàòà â ñðàâíåíèå ñúñ ñëó÷àÿ,
êîãàòî ñå èçïîëçâà ïðåäèñòîðèÿòà ñàìî íà åäèí îò èçõîäèòå.

Îñâåí ñïîìåíàòîòî â [120] ïðåäèìñòâî äðóãà ïðè÷èíà çà ðàçãëåæ-
äàíåòî íà ñèñòåìàòà êàòî ìíîãîèçõîäîâà å âúçìîæíîñòòà ñòðóêòóðà íà
ìîäåëà êîðåêòíî äà ñå îïðåäåëè ïðè îò÷èòàíå íà îãðàíè÷åíèÿ êàòî ìè-
íèìàëåí áðîé âõîäîâå, ìàêñèìàëíà ðàçìåðíîñò íà ïîëèíîìè â îïèñà-
íèåòî, à ñúùî è êîãàòî èìà ðàçëè÷íè èçèñêâàíèÿ çà äîñòîâåðíîñò ïî
âñåêè èçõîä. Ïðè ðàáîòà ñ MIMO ìîäåëè ïî åñòåñòâåí íà÷èí ñå ñëåäè
èçìåíåíèåòî íà ïîâåäåíèåòî â ìîäåëà ïî âñè÷êè èçõîäè, äîêàòî ïðè îöå-
íÿâàíåòî íà MISO ìîäåëè ñå çàãóáâà öÿëàòà êàðòèíà.

Êîãàòî äîáàâÿíåòî íà âõîäîâå å ñâúðçàíî ñúñ ñðåäñòâà, çà äà íå ñå
îñêúïè èçëèøíî óïîòðåáàòà íà ìîäåëà, ñå òúðñè îïèñàíèå ñ âúçìîæíî
ïî-ìàëêî âõîäîâå. Â òàêúâ ñëó÷àé, àêî ïîäîáðåíèåòî íà ìîäåëà ïî ïúð-
âèÿ èçõîä ñå ïîñòèãà ñ âêëþ÷âàíå íà îïðåäåëåí âõîä, íî ïîäîáðåíèå ïî
äðóãèòå èçõîäè íå ñå íàáëþäàâà, òî å óäà÷íî äà ñå ïîòúðñè äðóã âõîä,
êîéòî, ìàêàð è íå íàé-ïîäõîäÿù çà îïèñàíèå íà ïúðâèÿ èçõîä, êàòî öÿëî
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äà ìàêñèìèçèðà áëèçîñòòà ìåæäó èçõîäèòå íà ìîäåëà è òåçè íà ñèñòå-
ìàòà.

Â áàíêîâèÿ ñåêòîð ïîíÿêîãà ñå ðàçðàáîòâàò ìîäåëè íà ïîâåäåíèåòî
íà êëèåíò ñïîðåä ðàçëè÷íè ñòðàòåãèè íà áàíêàòà, êàòî âñåêè èçõîä îòðà-
çÿâà ïîâåäåíèåòî ìó ïðè ñúîòâåòíà ñòðàòåãèÿ. Òúé êàòî äàííèòå çà ÷àñò
îò âõîäîâåòå ñå êóïóâàò, áàíêàòà áè ïðåäïî÷åëà îïèñàíèå, êîåòî èçïîë-
çâà ìèíèìàëåí áðîé çàêóïóâàíè âõîäíè âåëè÷èíè. Çà ïîñòðîÿâàíåòî íà
òàêèâà ìîäåëè å íåîáõîäèìî ñèñòåìàòà äà ñå ðàçãëåæäà êàòî MIMO, à íå
äà ñå äåêîìïîçèðà íà MISO ïîäñèñòåìè. Ïðè÷èíàòà å, ÷å äîñòîâåðíîñò-
òà íà ìîäåëà òðÿáâà äà ñå ìàêñèìèçèðà êàòî öÿëî � ïî âñè÷êè èçõîäè.
Íî àêî ïðè èçãðàæäàíåòî ìó íå ñå îò÷åòå òîâà èçèñêâàíå, ò.å. îïòèìè-
çàöèÿòà íà ñòðóêòóðàòà ñå èçâúðøâà íåçàâèñèìî ïî âñåêè èçõîä, òîãàâà
áðîÿò íà âõîäîâåòå ìîæå íåíóæíî äà íàðàñíå, êàòî ñõîäíè âåëè÷èíè ñå
èçïîëçâàò çà îïèñàíèå íà îòäåëíèòå èçõîäè.

Êîãàòî èçñëåäâàíàòà ñèñòåìà å ñ ãîëÿì áðîé èçõîäè, íàáîðúò îò äàí-
íè ñå ñúñòîè îò ìíîãî íàáëþäåíèÿ, è îñîáåíî êîãàòî èäåíòèôèêàöèÿòà
ñå àâòîìàòèçèðà, èçïîëçâàíåòî íà MIMO ìîäåë ìîæå çíà÷èòåëíî äà óñ-
êîðè öÿëîñòíèÿ ïðîöåñ íà ìîäåëèðàíå.

Åôåêòúò îò îöåíÿâàíåòî íà MIMO îïèñàíèå, à íå íà ìíîæåñòâî MISO
ìîäåëè, ñå ïîäñèëâà ïðè ðåàëèçàöèÿòà íà îöåíèòåëèòå ñ òåõíîëîãèè
çà ïàðàëåëíè èç÷èñëåíèÿ êàòî Open CL (Open Computing Language) è
CUDA (Computing Uni�ed Device Architecture) [91], ñ êîèòî å âúçìîæíî
äà ñå èçïîëçâàò ãðàôè÷íèòå ïðîöåñîðè (GPU) çà öåëèòå íà èäåíòèôèêà-
öèÿòà. CUDA å àðõèòåêòóðà, êîÿòî ïîçâîëÿâà íà ðàçëè÷íè ïðèëîæåíèÿ
äà èçïîëçâàò ïðîöåñîðè êàòî CPU è GPU çà èç÷èñëèòåëíèòå îïåðàöèè,
à Open CL å ñâîáîäíèÿò (íåëèöåíçèðàí) âàðèàíò íà CUDA. GPU ñà îï-
òèìèçèðàíè çà ðàáîòà ñ ìàñèâè. Ãîëÿìà ÷àñò îò îáðàáîòêàòà íà äàííèòå
ïðè èçïúëíåíèå íà àëãîðèòìèòå çà MIMO ìîäåëè ìîæå äà ñå èçâúðø-
âà ïàðàëåëíî è ïîðàäè íàëè÷èåòî íà ñòîòèöè ÿäðà â òåçè ïðîöåñîðè,
âðåìåòî çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå áè ìîãëî äðàñòè÷íî äà íàìàëåå.

Ìíîãî âàæíî óñëîâèå çà åôåêòèâíîòî èçïîëçâàíå íà GPU å îáðàáîò-
êàòà äà ñå äåêîìïîçèðà íà ãîëÿì áðîé íåçàâèñèìè, íî çàäúëæèòåëíî
åäíîòèïíè äåéíîñòè. LS è íåãîâèòå îáîáùåíèÿ ñà ïîäõîäÿùè çà òîâà,
òúé êàòî îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå ñà ðåçóëòàò îò óìíîæåíèåòî íà ãî-
ëåìè ìàòðèöè, ñúäúðæàùè íàëè÷íèòå äàííè. Âñåêè åëåìåíò îò ðåçóë-
òàíòíèòå ìàòðèöè ñå ôîðìèðà íåçàâèñèìî îò îñòàíàëèòå åëåìåíòè êàòî
ñóìà îò ãîëÿì áðîé ïðîèçâåäåíèÿ íà ñúîòâåòíè åëåìåíòè íà ïúðâîíà-
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÷àëíèòå ìàòðèöè. Â äîïúëíåíèå ïàìåòòà íà ñúâðåìåííèòå GPU å îò
ïîðÿäúêà íà ãèãàáàéòè, êîåòî ïîçâîëÿâà çàðåæäàíåòî íà ãîëåìè ìàñèâè
îò äàííè â ïàìåòòà íà GPU. Ñ åôåêòèâíî èçïîëçâàíå íà ãëîáàëíàòà è
áúðçàòà ëîêàëíà ïàìåò íà ïðîöåñîðà å âúçìîæíî èç÷èñëèòåëíèÿò ïðî-
öåñ äîïúëíèòåëíî äà ñå óñêîðè. Âúçìîæíîñòòà ïðîöåñúò íà îöåíÿâàíå
äà ñå ðàçïàðàëåëè, å îùå åäíà ïðè÷èíà äà ñå ïðåäïî÷èòà èçãðàæäàíåòî
íà MIMO, à íå íà ìíîæåñòâî MISO ìîäåëè.

Íåäîñòàòúê íà îïèñàíàòà òåõíîëîãèÿ å çàâèñèìîñòòà îò êîíñòðóê-
òèâíèòå îñîáåíîñòè íà èçïîëçâàíîòî GPU. Äî òåçè îãðàíè÷åíèÿ ëåñíî
ìîæå äà ñå ñòèãíå, êîãàòî áðîÿò íà äàííèòå å çíà÷èòåëåí. Â òîçè ñìè-
ñúë ïðè ïðîåêòèðàíåòî íà äàäåí àëãîðèòúì, çà ìàêñèìèçèðàíå íà áúð-
çîäåéñòâèåòî, òðÿáâà äà ñå îò÷èòàò ñïåöèôè÷íèòå çà êîíêðåòíîòî GPU
îãðàíè÷åíèÿ. Îñâåí òîâà, âúïðåêè âúçìîæíîñòòà îò ðàçïàðàëåëÿâàíå íà
èç÷èñëèòåëíèòå îïåðàöèè â îöåíèòåëèòå, ïîðàäè íåñëîæíèòå äåéñòâèÿ,
êîèòî ñå èçâúðøâàò ïàðàëåëíî â LS, WLS è äð., âðåìåòî çà ôîðìèðàíå
íà îöåíêèòå íå íàìàëÿâà â ñòåïåíòà, â êîÿòî áè íàìàëÿëî ïðè èçãðàæ-
äàíåòî íà íÿêîè íåëèíåéíè ìîäåëè, êúäåòî ïàðàëåëíî ñå èçïúëíÿâàò
ãîëÿì áðîé ñëîæíè îïåðàöèè. Ïðè÷èíàòà å, ÷å ïîäãîòîâêàòà íà GPU çà
ïàðàëåëíàòà îáðàáîòêà îòíåìà âðåìå è â íÿêîè ñëó÷àè öÿëîñòíîòî âðå-
ìå çà ôîðìèðàíå íà ìîäåë ìîæå äà å äîðè ñúèçìåðèìî ñ òîâà, êîãàòî ñå
èçïîëçâà CPU.

3.2 Ìåòîäè çà ìîäåë ñ ìàòðèöà

íà ïàðàìåòðèòå

Õàðàêòåðíî çà ïðåäñòàâÿíåòî íà ìîäåëèòå â ëèíåéíî ïàðàìåòðèçè-
ðàí âèä å, ÷å ïàðàìåòðèòå ìîæå äà ñå îòäåëÿò îò ðåãðåñîðèòå, è ïðè
êâàäðàòè÷íà öåëåâà ôóíêöèÿ çà èç÷èñëÿâàíåòî íà îïòèìàëíèòå îöåí-
êè äà íå ñå èçïîëçâàò èòåðàòèâíè ðåàëèçàöèè íà ìåòîäèòå çà îöåíÿâàíå.
Íàïðèìåð áåøå ïîêàçàíî, ÷å ìåòîäúò NR, ïðèëîæåí çà îïèñàíàòà ïîñòà-
íîâêà íà çàäà÷àòà, íàìèðà îïòèìàëíèòå îöåíêè îùå â ïúðâàòà èòåðàöèÿ,
ïðè òîâà íåçàâèñèìî îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ. Òîâà çíà÷èòåëíî îïðîñòÿâà
ïðîöåñà íà èçãðàæäàíå íà ìîäåë êàêòî ïî âðåìå íà îöåíÿâàíåòî íà ïà-
ðàìåòðè, òàêà è ïðè èçáîðà íà ñòðóêòóðàòà ìó. Â òàçè è â ñëåäâàùàòà
òî÷êà ñå ðàçãëåæäàò ìåòîäè, èçâåäåíè çà îáùîòî ïðåäñòàâÿíå íà ìîäå-
ëà êàêòî ñ ìàòðèöà, òàêà è ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå. Ñúùî ñå îáðúùà
âíèìàíèå íà îñîáåíîñòèòå íà çàäà÷àòà çà îöåíÿâàíå ïðè âñÿêî îò äâåòå
ïðåäñòàâÿíèÿ.
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3.2.1 Ìîäåë â îáù âèä ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå

Ïî-äîëó å ïðèåòî, ÷å èçõîäúò â äàäåí ìîìåíò å âåêòîð ñ ℓ êîìïîíåíòè.
Òîãàâà ëèíåéíèÿò ðåãðåñèîíåí ìîäåë ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè â îáùèÿ âèä:

yk = ΘTφk + ek. (3.3)

Ïðè òîçè çàïèñ ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà ñà ïîäðåäåíè â ìàòðèöàòà Θ ∈
Rz×ℓ, à âåêòîðúò φk ∈ Rz ñúäúðæà ðåãðåñîðèòå, îïèñâàùè èçõîäà â k-
òèÿ òàêò. Â [67, 5, 92, 152, 154, 66] ñå èçïîëçâà òàêîâà ïðåäñòàâÿíå íà
ðåãðåñèîííèÿ ìîäåë.

Íåêà çà ïðåäñòàâÿíå íà MIMO ñèñòåìàòà ñå èçïîëçâà ARX ìîäåë

A(q−1)yk = B(q−1)uk + ek. (3.4)

Ïîëèíîìíèòå ìàòðèöè ñà A(q−1) ∈ Rℓ×ℓ
na è B(q−1) ∈ Rℓ×m

nb . Âúâ Âòîðà
ãëàâà ñà äàäåíè äâå ïðåîáðàçóâàíèÿ íà (3.4) îò ïîëèíîìåí â îáù âèä,
êàòî ñå ñòàðòèðà îò òåêóùîòî îïèñàíèå íà ñèñòåìàòà (â k-òèÿ òàêò).
Ñëåä äîñòèãàíå äî îáùèÿ âèä ìîäåëúò ñå îáîáùàâà çà èíòåðâàëà íà
íàáëþäåíèå ñ öåë ïîëó÷àâàíå íà ìàòðè÷íî óðàâíåíèå, â êîåòî â ÿâåí
âèä ñå îáâúðçâàò äàííèòå, òúðñåíèòå ïàðàìåòðè è îñòàòúêúò, êîéòî å
íåîáõîäèì çà ôîðìóëèðàíå íà öåëòà, çàëîæåíà â îöåíèòåëÿ.

Ïðåîáðàçóâàíèÿòà â îáù âèä âúâ Âòîðà ãëàâà ñà èíòóèòèâíè îò ãëåä-
íà òî÷êà íà ïðîòè÷àíåòî íà ïðîöåñèòå âúâ âðåìåòî. Ïî-äîëó, îòíîâî îò
(3.4), ñå äîñòèãà äî îáùîòî ïðåäñòàâÿíå, íî íà÷èíúò, ïî êîéòî ñå ôîð-
ìèðàò ìàòðèöèòå íà äàííèòå, å óäîáåí çà ðåàëèçàöèÿòà íà îöåíèòåëÿ.
Â òîçè ñëó÷àé ñå ðàáîòè ñ èíäåêñè è ñå èçáÿãâà èçïîëçâàíåòî íà öèêëè.
Òîâà å óäîáíî ïðè ðàáîòà ñ GPU.

Íåêà äâåòå ñòðàíè íà (3.4) ñå òðàíñïîíèðàò. Â ðåçóëòàò íà òîâà ñå
ïîëó÷àâà:

yTk A
T (q−1) = uT

kB
T (q−1) + eTk . (3.5)

Íåêà ñúùî ñå âúâåäàò ìàòðèöèòå íà èçõîäíèòå äàííè Y ∈ RN−n×ℓ, íà
âõîäíèòå äàííè U ∈ RN−n×m è íà îñòàòúêà E ∈ RN−n×ℓ, êîèòî ñà:

Y = [yn+1 yn+2 . . . yN ]T , (3.6)

U = [un+1 un+2 . . . uN ]T , (3.7)

E = [en+1 en+2 . . . eN ]T , (3.8)

êúäåòî n = max(na, nb) e áðîÿò ïðåäèøíè òàêòîâå, â êîèòî ñà íåîáõîäè-
ìè äàííè çà ôîðìèðàíåòî íà èçõîäà â òåêóùèÿ ìîìåíò. Â òàêúâ ñëó÷àé
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ARX ìîäåëúò ìîæå äà ñå çàïèøå çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå êàòî:

YAT (q−1) = UBT (q−1) + E. (3.9)

Ïîñëåäíèÿò èçðàç ïðåäñòàâëÿâà ñèñòåìà îò N − n óðàâíåíèÿ îò âèäà
(3.4), çà k = n+ 1, N . Íåêà ñúùî ñå äåôèíèðàò ìàòðèöèòå:

Y−i = q−iY = [yn+1−i yn+2−i . . . yN−i]
T , (3.10)

U−i = q−iU = [un+1−i un+2−i . . . uN−i]
T , (3.11)

E−i = q−iE = [en+1−i en+2−i . . . eN−i]
T , (3.12)

çà i = 1, n. Èìàéêè ïðåäâèä ïðåäñòàâÿíåòî íà ïîëèíîìíèòå ìàòðèöè êà-
òî ïîëèíîìè ñ ìàòðè÷íè êîåôèöèåíòè ïî ñòåïåíèòå íà q−1, çàâèñèìîñòòà
(3.9) ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî:

Y + Y−1A
T
1 + . . .+ Y−naA

T
na = U−1B

T
1 + . . .+ U−nbB

T
nb + E.

Ñëåä èçðàçÿâàíå íà Y çà ìîäåëà, çàïèñàí çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå,
ñå ïîëó÷àâà:

Y = ΦΘ+ E. (3.13)

Â òîâà îáùî ïðåäñòàâÿíå ìàòðèöèòå íà ïàðàìåòðèòå Θ ∈ Rz×ℓ è íà
äàííèòå Φ ∈ RN−n×z ñà:

Θ = [A1 A2 . . . Ana B1 B2 . . . Bnb]
T ,

Φ = [−Y−1 − Y−2 . . . − Y−na U−1 U−2 . . . U−nb]. (3.14)

Ðàçìåðíîñòòà z = ℓna +m nb îòãîâàðÿ íà áðîÿ íà ðåãðåñîðèòå, íåîáõî-
äèìè çà ôîðìèðàíåòî íà âñåêè îò èçõîäèòå íà ìîäåëà â äàäåí ìîìåíò
îò âðåìåòî, à áðîÿò íà ïàðàìåòðèòå å p = zℓ.

Êîãàòî åôåêòèâíàòà ðåàëèçàöèÿ íà ìåòîäà èçèñêâà ðàáîòà ñ ìàñèâè,
å óäà÷íî, ðàáîòåéêè ñ èíäåêñè, äà ñå èçâëåêàò ìàòðèöèòå U−i è Y−i, à
ôîðìèðàíåòî íà ìàòðèöàòà Φ äà ñå èçâúðøè ñúãëàñíî (3.14).

Ïðåäñòàâåíîòî îïèñàíèå íà ìîäåëà ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå å ïî-
èíòóèòèâíî, â ñìèñúë ÷å ïðåîáðàçóâàíåòî íà ìîäåëà â îáù âèä ñëåäâà
ñúùèòå ñòúïêè êàòî çà SISO ìîäåëè. Îñâåí òîâà ôîðìèðàíåòî íà ìàò-
ðèöàòà Φ çà òîçè ñëó÷àé ñå èçâúðøâà çíà÷èòåëíî ïî-ëåñíî â ñðàâíåíèå
ñ ïðåäñòàâÿíåòî ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå (òî÷êà 3.3), òúé êàòî òÿ çàâè-
ñè îò ìàòðèöèòå U−i è Y−i, êîèòî ñå ôîðìèðàò ñ ïðîñòî èçìåñòâàíå íà
äàííèòå çà âõîäà è èçõîäà ñúñ ñúîòâåòåí áðîé òàêòîâå.
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Îáèêíîâåíî îöåíèòåëèòå, èçâåäåíè çà òîâà ïðåäñòàâÿíå, ñå èçïîëçâàò
çà áúðçî ïîëó÷àâàíå íà ìîäåë, ñ öåë èçñëåäîâàòåëÿò äà ñå îðèåíòèðà
â òîâà, êàêâî ìîæå äà ñå èçâëå÷å îò äàííèòå. Ñúùî ìîäåë ñ òàêàâà
ñòðóêòóðà å óäà÷åí, êîãàòî ñå òúðñè îïèñàíèå ñ êîëêîòî ñå ìîæå ïî-
ìàëêî âõîäîâå. Òàêà, àêî ñå äîáàâè íîâ âõîä, òî å ëîãè÷íî òîé äà ñå
èçïîëçâà çà îïèñàíèåòî íà âñè÷êè èçõîäè.

Îñíîâíèÿò íåäîñòàòúê íà ïðåäñòàâÿíåòî íà ìîäåëà ñ ìàòðèöà íà ïà-
ðàìåòðèòå å ïî-ìàëêàòà ñâîáîäà ïðè èçáîðà íà ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåòðè
(ðåäúò íà ïîëèíîìèòå â îïèñàíèåòî). Çà êîíêðåòíàòà ñòðóêòóðà íà ìàò-
ðèöàòà íà ïàðàìåòðèòå ñå âèæäà, ÷å ðåäúò íà ïîëèíîìèòå ïî îòíîøåíèå
íà âñåêè âõîä å nb, à ïîëèíîìèòå, îò÷èòàùè àâòîðåãðåñèÿòà ïî îòíîøå-
íèå íà èçõîäèòå, ñà îò ðåä na. Ñ äðóãè äóìè ïðè òàêà êîíñòðóèðàíàòà
ìàòðèöà íå å âúçìîæíî äà ñå ôîðìèðà ìîäåë ñ ïîëèíîìè, â ðàìêèòå íà
äàäåíà ïîëèíîìíà ìàòðèöà, îò ðàçëè÷åí ðåä.

Â òî÷êà 2.1.3.3 å äàäåí âàðèàíò ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå, ïðè êîé-
òî èìà ïî-ãîëÿìà ñâîáîäà, êàòî îãðàíè÷åíèåòî âúðõó ñòðóêòóðàòà å, ÷å
âëèÿíèåòî íà ïðåäèñòîðèÿòà íà äàäåí âõîä èëè èçõîä âúðõó ñòîéíîñòèòå
íà èçõîäèòå ñå îïèñâà ñ ïîëèíîìè îò åäíàêúâ ðåä. Íàïðèìåð âëèÿíèåòî
íà j-òèÿ âõîä âúðõó âñè÷êè èçõîäè çàäúëæèòåëíî ñå îïèñâà ñ ïîëèíîìè
îò ðåä nbj .

Íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíèÿ íà÷èí íà ïðåäñòàâÿíå âèíàãè ñúùåñòâóâà
èçâåñòíî ñòðóêòóðíî îãðàíè÷åíèå, êîåòî âîäè äî íåäîñòàòú÷íî ïàðàìåò-
ðè ïî íÿêîè êàíàëè è/èëè äî íàëè÷èåòî íà èçëèøíè ïàðàìåòðè ïî äðóãè
êàíàëè. Ñëåäîâàòåëíî íÿêîè âçàèìîâðúçêè â ñèñòåìàòà íÿìà äà ñà äî-
îïèñàíè èëè ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà íåíóæíî ùå å óñëîæíåíà, êàòî â
íÿêîè ñëó÷àè òîâà ìîæå äà äîâåäå äî ïðåîðàçìåðÿâàíå íà ìîäåëà, à
ïîíÿêîãà è äî ëîøà îáóñëîâåíîñò íà çàäà÷àòà çà îöåíÿâàíå. Òîçè íåäîñ-
òàòúê íå âúçíèêâà ïðè SISO ìîäåëè, íî êîãàòî îïèñàíèåòî å ñ ìíîãî
âõîäîâå è èçõîäè, ïðîáëåìèòå ìîæå äà äîâåäàò (àêî íå ñà âçåòè ïðåä-
ïàçíè ìåðêè) äîðè äî íåâúçìîæíîñò äà áúäå íàìåðåí àäåêâàòåí ìîäåë.
Â òàêúâ ñëó÷àé åäíî ðåøåíèå å äà ñå èçïîëçâà îöåíèòåë, èçãðàäåí íà
áàçàòà íà ìîäåë ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå, êîéòî å ðàçãëåäàí â òî÷êà 3.3.

3.2.2 Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè

Ïî-äîëó å ïðåäñòàâåíà ïîñòàíîâêàòà íà çàäà÷àòà íà LS çà îöåíÿâàíå
ïàðàìåòðèòå íà ìîäåë, ïðåäñòàâåí ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå. Ìåòîäúò
å èçâåäåí è ñà àíàëèçèðàíè ñâîéñòâàòà íà îöåíêèòå.
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3.2.2.1 Ïîêàçàòåë íà êà÷åñòâîòî

Ïðè íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè ñå ìèíèìèçèðà ñóìàòà îò êâàäðàòèòå íà
îñòàòúöèòå. Êîãàòî ñèñòåìàòà å ñ ìíîãî èçõîäè, öåëåâàòà ôóíêöèÿ (ïî-
êàçàòåë íà êà÷åñòâîòî) å ñóìà îò îñòàòúöèòå ïî îòíîøåíèå íà âñåêè åäèí
îò èçõîäèòå, ò.å.

F(Θ) =
N∑

k=n+1

ℓ∑
i=1

e2i,k.

Àêî ñå èçïîëçâà ìàòðèöàòà íà îñòàòúöèòå, äåôèíèðàíà â (3.12), òî
i-òèÿò äèàãîíàëåí åëåìåíò íà ETE å ñóìàòà îò êâàäðàòèòå íà i-òèÿ
îñòàòúê, èëè [ETE]ii =

∑N
k=n+1 e

2
i,k. Òàêà çà F(Θ) ìîæå äà ñå èçïîëçâà

ïî-óäîáíèÿò çà èçâåæäàíèÿòà çàïèñ:

F(Θ) = tr(ETE),

êúäåòî tr(.) å ñëåäà íà ìàòðèöà. Îò (3.13) ìàòðèöàòà íà îñòàòúêà ìîæå
äà ñå èçðàçè ÷ðåç èçâåñòíèòå ìàòðèöè íà äàííèòå Y è Φ è òúðñåíàòà
ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå Θ. Ïîëó÷àâà ñå:

E = Y − ΦΘ.

Â ëèòåðàòóðàòà, ñâúðçàíà ñ èäåíòèôèêàöèÿòà íà ñèñòåìè, ÷åñòî ñå
èçïîëçâà ñëåäíèÿò çàïèñ íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ:

F(Θ) = ∥E∥2F = ∥Y − ΦΘ∥2F .
Â íåãî îòïàäà îñòàòúêúò, êîéòî å íåèçâåñòåí ïðåäè îöåíÿâàíåòî íà ïà-
ðàìåòðèòå, è òàêà F(Θ) ÿâíî çàâèñè îò òúðñåíèòå ïàðàìåòðè è íàëè÷-
íèòå äàííè, êîåòî å ñòúïêà êúì îïðåäåëÿíåòî íà îïòèìàëíèòå îöåíêè.
Â ãîðíèÿ çàïèñ ∥.∥F å Ôðîáåíèóñ (Frobenius) íîðìà íà ìàòðèöà. Íå-
êà A å ïðîèçâîëíà ìàòðèöà ñ ðåàëíè åëåìåíòè. Â òàêúâ ñëó÷àé ∥A∥F
å êâàäðàòåí êîðåí îò ñóìàòà îò êâàäðàòèòå íà åëåìåíòèòå íà A, ò.å.
∥A∥F =

√
tr(ATA). Çàïèñúò ñ òàçè íîðìà ñå èçïîëçâà ïðè ïðåäñòàâÿíåòî

íà íÿêîè ÷èñëåíè ðåàëèçàöèè íà ìåòîäèòå çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè.

Â äîëíèòå èçâåæäàíèÿ öåëåâàòà ôóíêöèÿ ñå ïðåäñòàâÿ ñ ïî-êðàòêèÿ
çàïèñ F(Θ) = tr(ETE). Òîãàâà êðèòåðèÿò, çàëîæåí â LS çà ìîäåë ñ
ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå, ùå ñå çàïèñâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

min
Θ
F(Θ) = min

Θ
tr(ETE). (3.15)
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3.2.2.2 Îöåíêè ïî LS

Îïðåäåëÿíåòî íà ìàòðèöàòà íà ïàðàìåòðèòå Θ, ïðè êîÿòî ïîêàçà-
òåëÿò íà êà÷åñòâîòî èìà ìèíèìóì, ñå èçâúðøâà, êàòî ïúðâî F(Θ) ñå
ïðåäñòàâè âúâ âèä, óäîáåí çà äèôåðåíöèðàíå, ïîñëå ñå îïðåäåëè ãðà-
äèåíòíàòà ìàòðèöà ∇F(Θ) è íàêðàÿ ñå èçðàçè Θ̂, ïðè êîÿòî ∇F(Θ) ñå
íóëèðà.

Öåëåâàòà ôóíêöèÿ çàâèñè îò ìàòðè÷åí àðãóìåíò è å ñëåäà íà ìàò-
ðèöà. Çàòîâà â èçâåæäàíåòî ïî-äîëó ñå âúâåæäà ïîíÿòèåòî ãðàäèåíòíà
ìàòðèöà è ñå äàâàò íÿêîè çàâèñèìîñòè, ñâúðçàíè ñ äèôåðåíöèðàíåòî íà
ñëåäà íà ìàòðèöà.

Ãðàäèåíòíà ìàòðèöà

Àíàëîãúò íà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà íà ñêàëàðíàòà ôóíêöèÿ F(Θ) ïî
îòíîøåíèå íà ìàòðè÷íèÿ àðãóìåíò Θ ñå íàðè÷à ãðàäèåíòíà ìàòðèöà
(â íÿêîè èçòî÷íèöè ñå íàðè÷à ãðàäèåíò). Åëåìåíòèòå íà òàçè ìàòðèöà
ñà ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ ïî îòíîøåíèå íà
ïàðàìåòðèòå, ò.å. ij-òèÿò åëåìåíò å ∂F

∂θij
.

Ãðàäèåíòíàòà ìàòðèöà èìà âèäà:

∇F(Θ) = G =



∂F
∂θ11

∂F
∂θ12

. . . ∂F
∂θ1ℓ

∂F
∂θ21

∂F
∂θ22

. . . ∂F
∂θ2ℓ

...
...

. . .
...

∂F
∂θz1

∂F
∂θz2

. . . ∂F
∂θzℓ


.

Äèôåðåíöèðàíå íà ñëåäà íà ìàòðèöà

Ïðè îïðåäåëÿíåòî íà åëåìåíòèòå íà G ñå èçïîëçâàò íÿêîè çàâèñè-
ìîñòè, âàëèäíè çà äèôåðåíöèðàíåòî íà ñëåäà íà ìàòðèöà, çàâèñåùà îò
ìàòðè÷åí àðãóìåíò. Íåêà ñà äàäåíè ìàòðèöèòå A ∈ Rm×m, B ∈ Rm×n è
X ∈ Rm×n. Òîãàâà ñà â ñèëà ñúîòíîøåíèÿòà:

∇X tr(BTX) = B, (3.16)

∇X tr(XTB) = B, (3.17)

∇X tr(XTAX) = (A+AT )X. (3.18)
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Ñâîéñòâàòà (3.16) è (3.17) ëåñíî ñå ïðîâåðÿâàò, òúé êàòî òðàíñïî-
íèðàíåòî íà ìàòðèöàòà íå ïðîìåíÿ ãëàâíèÿ �è äèàãîíàë (çà ïðîèçâîëíà
ìàòðèöà C, trC = trCT ). Àêî A å ñèìåòðè÷íà, êàêúâòî å ñëó÷àÿò ïðè
äèôåðåíöèðàíåòî íà F(Θ), (3.18) ñå ñâåæäà äî

∇X tr(XTAX) = 2AX. (3.19)

Ïî-äîëó å îïèñàí íà÷èíúò, ïî êîéòî ñå îïðåäåëÿ îïòèìàëíàòà ìàò-
ðèöà Θ̂ êàòî ôóíêöèÿ íà íàëè÷íèòå âõîäíî-èçõîäíè äàííè.

Èçâåæäàíå íà LS

Ïðåäñòàâÿíåòî íà F(Θ) âúâ âèä, óäîáåí çà äèôåðåíöèðàíå ïî îòíî-
øåíèå íà Θ, ñå ïîëó÷àâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

F(Θ) = tr(ETE)

= tr((Y − ΦΘ)T (Y − ΦΘ))

= tr(Y TY )− tr(ΘTΦTY )− tr(Y TΦΘ) + tr(ΘTΦTΦΘ).

Ñëåä äèôåðåíöèðàíå íà F(Θ), ïîíåæå ïúðâèÿò ÷ëåí íà ãîðíàòà ñóìà íå
çàâèñè îò ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà, òî

∇Θ tr(Y TY ) = 0.

Îò ñâîéñòâàòà (3.16)�(3.17) çà âòîðèÿ è òðåòèÿ ÷ëåí ñëåäâà, ÷å

∇Θ tr(ΘTΦTY ) = ∇Θ tr(Y TΦΘ) = ΦTY.

Òúé êàòî ïîñëåäíèÿò ÷ëåí å êâàäðàòè÷åí ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðèòå,
îò (3.19) ñå ïîëó÷àâà:

∇Θ tr(ΘTΦTΦΘ) = 2ΦTΦΘ.

Òîãàâà ãðàäèåíòíàòà ìàòðèöà G äîáèâà âèäà:

G = −2ΦTY + 2ΦTΦΘ.

Çà îïðåäåëÿíå íà îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè èçðàçúò çà G ñå ïðèðàâ-
íÿâà íà íóëà, ò.å.

G|Θ=Θ̂ = 0z×ℓ ⇔ −ΦTY +ΦTΦΘ̂ = 0z×ℓ.

Ìàòðèöàòà Θ̂, çà êîÿòî G ñå íóëèðà, å

Θ̂ = (ΦTΦ)−1ΦTY. (3.20)

Òÿ ñúäúðæà îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå, îïðåäåëåíè ïî ìåòîäà LS.
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3.2.2.3 Ñâîéñòâà íà îöåíêèòå

Â îáùèÿ ñëó÷àé âàæíè ñâîéñòâà íà îöåíêèòå ñà: ñúñòîÿòåëíîñò (êîí-
ñèñòåíòíîñò), íåèçìåñòåíîñò, åôåêòèâíîñò, óñòîé÷èâîñò, ñõîäèìîñò, ñëå-
äåíå, èçãëàæäàíå è äð. Ïîñëåäíèòå äâå ñâîéñòâà ñå èçñëåäâàò, êîãàòî
îöåíêèòå ñå ïîëó÷àâàò îò èòåðàòèâíè, à ïîñëåäíèòå ÷åòèðè � îò ðåêóð-
ñèâíè àëãîðèòìè. Â ñëó÷àÿ ïîâåäåíèåòî íà îöåíêèòå ñå ðàçãëåæäà ñ íà-
ðàñòâàíå íà áðîÿ íà èòåðàöèèòå èëè íà äèñêðåòíèòå ìîìåíòè îò âðåìåòî.
Òúé êàòî â íàñòîÿùàòà òåìà ñå ðàçãëåæäà íåðåêóðñèâíî îöåíÿâàíå íà
ïàðàìåòðè, ùå áúäàò èçñëåäâàíè ñâîéñòâàòà, êîèòî èìàò îòíîøåíèå êúì
áëî÷íèÿ (íåðåêóðñèâåí) ïîäõîä, à èìåííî ñúñòîÿòåëíîñò, íåèçìåñòåíîñò
è åôåêòèâíîñò.

Ñúñòîÿòåëíîñò

Îöåíêàòà θ̂ij å ñúñòîÿòåëíà, àêî ñ íàðàñòâàíå íà áðîÿ íà íàáëþäåíè-
ÿòà, òÿ ñõîæäà êúì îïòèìàëíàòà ñòîéíîñò θ∗ij íà ïàðàìåòúðà, ò.å.

lim
N→∞

θ̂ij = θ∗ij .

Íåèçìåñòåíîñò

Íåèçìåñòåíà îöåíêà å òàçè, ïðè êîÿòî íåçàâèñèìî îò áðîÿ íà íàáëþ-
äåíèÿòà, èçïîëçâàíè çà ôîðìèðàíåòî �è, å â ñèëà:

M{θ̂ij} = θ∗ij .

Âúçìîæíî å åäíà èçìåñòåíà îöåíêà äà å ñúñòîÿòåëíà, êàêòî è îáðàòíîòî
� íåñúñòîÿòåëíà îöåíêà äà å íåèçìåñòåíà. Ñ äîëíèòå äâà ïðèìåðà ñå
ïîêàçâàò òàêèâà ñëó÷àè, êàêòî è äîïúëíèòåëíî ñå èçÿñíÿâàò ïîíÿòèÿòà
ñúñòîÿòåëíîñò è èçìåñòåíîñò.

Ïðèìåð. Ñúñòîÿòåëíà îöåíêà, êîÿòî å èçìåñòåíà
Íåêà xk å åðãîäè÷åí ñèãíàë ñ ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå mx, à âåêòî-

ðúò xc = [xc,1 xc,2 . . . xc,N ]
T
ñúäúðæà öåíòðèðàíèòå ñòîéíîñòè íà xk,

êîèòî ñà xc,k = xk −mx. Òîãàâà îöåíêàòà íà äèñïåðñèÿòà

s2x =
1

N
xT
c xc

å èçìåñòåíà (òÿ áè áèëà íåèçìåñòåíà, àêî çíàìåíàòåëÿò å N − 1, ïîíåæå
å çàãóáåíà åäíà ñòåïåí íà ñâîáîäà ïðè öåíòðèðàíåòî íà ñèãíàëà), íî å
ñúñòîÿòåëíà, çàùîòî ñ íàðàñòâàíå íà áðîÿ íà íàáëþäåíèÿòà s2x ñõîæäà
êúì èñòèíñêàòà äèñïåðñèÿ, èëè

lim
N→∞

s2x = σ2
x.
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Îáÿñíåíèåòî å, ÷å ïðè ãîëÿìî N íàìàëÿâàíåòî íà çíàìåíàòåëÿ ñ åäíà
ñòåïåí íà ñâîáîäà å ïðåíåáðåæèìî ñïðÿìî áðîÿ íà íàáëþäåíèÿòà. ♢

Ïðèìåð. Íåñúñòîÿòåëíà îöåíêà, êîÿòî å íåèçìåñòåíà

Íåêà ε å ñëó÷àåí ñèãíàë ñ ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå mε = 0. Òîãàâà
îöåíêàòà

s2x =
1

N − 1
xT
c xc + ε

íà äèñïåðñèÿòà íà xk îò ïðåäèøíèÿ ïðèìåð å íåèçìåñòåíà, ïîíåæå, íå-
çàâèñèìî îò áðîÿ íà íàáëþäåíèÿòà, èçïîëçâàíè çà ôîðìèðàíåòî �è,

M{s2x} = σ2
x +mε = σ2

x.

Íî òàçè îöåíêà íå å ñúñòîÿòåëíà, òúé êàòî íå ñõîæäà êúì èñòèíñêàòà
äèñïåðñèÿ. Ïî-òî÷íî å èçïúëíåíî:

lim
N→∞

s2x = σ2
x + ε. ♢

Åôåêòèâíîñò

Àêî îöåíêèòå èìàò ìèíèìàëíà äèñïåðñèÿ, òî òå ñà åôåêòèâíè. Òúé
êàòî ñå ðàáîòè ñ êðàåí áðîé íàáëþäåíèÿ, èíòåðåñ â èäåíòèôèêàöèÿòà
ïðåäñòàâëÿâàò íàé-âå÷å ñâîéñòâàòà íåèçìåñòåíîñò è åôåêòèâíîñò, ïîíå-
æå, àêî âõîäíî-èçõîäíèòå âåëè÷èíè ñà åðãîäè÷íè, íåèçìåñòåíèòå îöåíêè
ïî LS ñà è ñúñòîÿòåëíè. Â òåìàòà çà îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðè âúâ Âòî-
ðà ãëàâà áåøå âúâåäåíà èäåÿòà çà íàé-äîáúð, ëèíååí, íåèçìåñòåí îöåíè-
òåë (ñúêðàòåíî BLUE îò Best Linear Unbiased Estimator). Òîçè îöåíè-
òåë îñèãóðÿâà íåèçìåñòåíè îöåíêè, êîèòî èìàò ìèíèìàëíà äèñïåðñèÿ.
Ïî-äîëó ñà ðàçãëåäàíè ïî-ïîäðîáíî ñâîéñòâàòà íåèçìåñòåíîñò è åôåê-
òèâíîñò.

3.2.2.4 Àíàëèç íà îöåíêèòå ïî LS

Ãðåøêà â îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå

Ïðè àíàëèçà íà ñâîéñòâàòà íà îöåíêèòå, èçâúðøåí ïî-äîëó, ïúðâî
ñå äåôèíèðà ãðåøêàòà Θ̃ â îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå. Ñëåä òîâà ñå
èçñëåäâà âëèÿíèåòî �è âúðõó ñâîéñòâàòà íà îöåíêèòå. Àíàëèçúò çàâúð-
øâà ñ óòî÷íÿâàíå íà óñëîâèÿòà, ïðè êîèòî îöåíêèòå ñà íåèçìåñòåíè è
åôåêòèâíè. Çà òàçè öåë å íåîáõîäèìî äà ñå îïðåäåëÿò ìàòåìàòè÷åñêîòî
î÷àêâàíå mΘ̃ è äèñïåðñèÿòà σ2

Θ̃
íà ãðåøêàòà â îöåíÿâàíåòî.
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Íåêà ðåøåíèåòî (3.20) ïî LS ñå ðàçâèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Θ̂ = (ΦTΦ)−1ΦTY

= (ΦTΦ)−1ΦT (ΦΘ∗ + E)

= Θ∗ + (ΦTΦ)−1ΦTE. (3.21)

Ñ Θ∗ å îçíà÷åíà íåèçâåñòíàòà ìàòðèöà íà îïòèìàëíèòå íåèçìåñòåíè ïà-
ðàìåòðè. Âòîðîòî ñúáèðàåìî â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å ìàòðèöàòà:

Θ̃ = (ΦTΦ)−1ΦTE, (3.22)

êîÿòî å âñúùíîñò äîïóñíàòàòà ãðåøêà â îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå.

Íåèçìåñòåíîñò íà Θ̂

Çà äà ñå îïðåäåëè âðúçêàòà ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà
îöåíêèòå è íåèçâåñòíèòå îïòèìàëíè ñòîéíîñòè, òðÿáâà äà ñå óòî÷íè âëè-
ÿíèåòî íà ãðåøêàòà Θ̃ âúðõó mΘ̂. Â ðåçóëòàò íà òîâà ùå ñå îïðåäåëÿò

óñëîâèÿòà, ïðè êîèòî Θ̂ å íåèçìåñòåíà. Òîâà ñå ïîñòèãà, êàòî äâåòå ñòðà-
íè íà (3.21) ñå óñðåäíÿò. Òúé êàòî Θ∗ ñà îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè, òå íå
çàâèñÿò îò êîíêðåòíèòå äàííè è òîãàâà mΘ∗ = Θ∗. Òàêà, ñ èçïîëçâàíå
íà (3.22), ñå ñòèãà äî ðàâåíñòâîòî:

mΘ̂ = Θ∗ +mΘ̃. (3.23)

Óñëîâèåòî îöåíêèòå äà áúäàò íåèçìåñòåíè, å ìàòåìàòè÷åñêèòå èì
î÷àêâàíèÿ äà ñúâïàäàò ñ îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè, ò.å. å íåîáõîäèìîmΘ̂ =
Θ∗, êîåòî å ðàâíîñèëíî íàmΘ̃ = 0. Àêî ñèãíàëúò ek íå å êîðåëèðàí ñ ðåã-
ðåñîðèòå, ò.å. å áÿë øóì, òî çà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ãðåøêàòà
â îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå ñå ïîëó÷àâà:

mΘ̃ = M{(ΦTΦ)−1ΦTE} = M{(ΦTΦ)−1ΦT }mE .

Òúé êàòî åëåìåíòèòå íà Φ ñà ñòîéíîñòèòå íà âõîäà è èçõîäà çà èíòåðâà-
ëà íà íàáëþäåíèå, ìåæäó òÿõ ñúùåñòâóâà êîðåëàöèÿ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
M

{
(ΦTΦ)−1ΦT

}
̸= 0. Òîãàâà, çà äà áúäå mΘ̃ = 0, å íåîáõîäèìî mE = 0.

Îò ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ ñëåäâà, ÷å LS îñèãóðÿâà íåèçìåñòåíî îöåíÿâà-
íå, êîãàòî ek å öåíòðèðàí áÿë øóì.

Åôåêòèâíîñò íà Θ̂

Íåêà êîâàðèàöèîííàòà ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå îò i-òèÿ ñòúëá íà
Θ̂ å ΣΘ.i , a êîâàðèàöèîííàòà ìàòðèöà íà ãðåøêàòà â îöåíÿâàíåòî íà
òåçè ïàðàìåòðè e ΣΘ̃.i

. Âðúçêàòà ìåæäó äâåãå ìàòðèöè, ïðè óñëîâèå ÷å
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îöåíêèòå ñà íåèçìåñòåíè, ìîæå äà ñå èçðàçè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

ΣΘ̂.i
= M{(Θ̂.i −mΘ̂.i

)(Θ̂.i −mΘ̂.i
)T } (3.24)

= M{(Θ̂.i −Θ∗
.i)(Θ̂.i −Θ∗

.i)
T } (3.25)

= M{Θ̃.iΘ̃
T
.i} = ΣΘ̃.i

. (3.26)

Îò (3.22) çà êîâàðèàöèîííàòà ìàòðèöà íà ãðåøêàòà ñå ïîëó÷àâà:

ΣΘ̃.i
= M{(ΦTΦ)−1ΦTE.iE

T
.iΦ(Φ

TΦ)−1}.
Àêî ek å áÿë øóì, ðåãðåñîðèòå (åëåìåíòè íà Φ), êîèòî ôîðìèðàò i-òèÿ
èçõîä íà ìîäåëà, ñà íåçàâèñèìè îò îñòàòúêà íà i-òèÿ èçõîä (ó÷àñòâàù
ïðè ôîðìèðàíåòî íà âåêòîðà E.i). Òîãàâà êîâàðèàöèîííàòà ìàòðèöà íà
ãðåøêàòà Θ̃ ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî:

ΣΘ̃.i
= M{(ΦTΦ)−1ΦTΣE.iΦ(Φ

TΦ)−1}.

Ìàòðèöàòà ΣE.i = M{E.iE
T
.i } ∈ RN−n×N−n å äèàãîíàëíà, êîãàòî ek å

öåíòðèðàí áÿë øóì. Àêî îñâåí òîâà ek å åðãîäè÷åí, òî äèàãîíàëíèòå
åëåìåíòè íà ΣE.i ñà ðàâíè (íåêà ñòîéíîñòòà èì å σ2

e,i). Òîãàâà

ΣE.i = σ2
e,iIN−n (3.27)

è çà ΣΘ̃.i
ñå ïîëó÷àâà:

ΣΘ̃.i
= M{(ΦTΦ)−1}σ2

e,i.

Ïðè äîñòàòú÷íî ãîëÿì áðîé íàáëþäåíèÿ îïåðàöèÿòà ½ìàòåìàòè÷åñêî
î÷àêâàíå� ìîæå äà ñå ïðîïóñíå, çàùîòî åëåìåíòèòå íà ΦTΦ ñà ðåçóëòàò
îò ñóìèðàíåòî íà ïðîèçâåäåíèÿòà ìåæäó ôàêòîðèòå çà èíòåðâàëà íà
íàáëþäåíèå, ïðè êîåòî âëèÿíèåòî íà ñëó÷àéíàòà êîìïîíåíòà, íàìèðàùà
ñå â äàííèòå, íàìàëÿâà. Ìàòðèöàòà F = ΦTΦ ñå íàðè÷à èíôîðìàöèîííà
ìàòðèöà èëè ìàòðèöà íà Ôèøåð. Íåêà íåéíàòà îáðàòíà å P = (ΦTΦ)−1.
Â LS íå ñå ðàç÷èòà íà àïðèîðíà èíôîðìàöèÿ çà äèñïåðñèÿòà íà íåîï-
ðåäåëåíîñòòà, çàòîâà ïîäõîäÿùà îöåíêà íà σ2

e,i å ñðåäíîêâàäðàòè÷íàòà
ñòîéíîñò íà îñòàòúêà çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå. Òúé êàòî ÷åñòî ñå
ïðèåìà, ÷å σ2

e íå ñå ïðîìåíÿ â ðàìêèòå íà åêñïåðèìåíòà ïîðàäè âðúçêà-
òà ΣΘ̂.i

= ΣΘ̃.i
∝ P , çà i = 1, ℓ, â ëèòåðàòóðàòà å ïðèåòî P äà ñå íàðè÷à

êîâàðèàöèîííà ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå.

Èíòåðåñ çà àíàëèçà íà îöåíêèòå ïðåäñòàâëÿâàò äèàãîíàëíèòå åëå-
ìåíòè íà ΣΘ̃.i

, êîèòî ñà âñúùíîñò äèñïåðñèèòå íà åëåìåíòèòå íà Θ̃.i.
Äèàãîíàëúò íà ΣΘ̃.i

å âåêòîðúò

σ2
Θ̂.i

= σ2
Θ̃.i

= diagPσ2
e,i.
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Àêî ãîðíèÿò èçðàç ñå îáîáùè çà âñè÷êè ñòúëáîâå íà ìàòðèöàòà íà îöåí-
êèòå, çà äèñïåðñèÿòà â îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå ñå ïîëó÷àâà:

σ2
Θ̂
= diagPσ2T

e . (3.28)

Â ïîñëåäíèÿ çàïèñ diagP å z-ìåðåí, σ2
e å ℓ-ìåðåí âåêòîð è ñúîòâåòíî

äèñïåðñèÿòà å z × ℓ ìåðíà ìàòðèöà, êàòî [σ2
Θ̂
]ij å äèñïåðñèÿòà íà ij-òèÿ

åëåìåíò íà Θ̂. Â íÿêîè ñîôòóåðè âìåñòî äèñïåðñèÿòà ñå ïðåäñòàâÿ ñòàí-
äàðòíîòî îòêëîíåíèå σΘ̂, íàðè÷àíî îùå ñòàíäàðòíà ãðåøêà (ðàçãëåäàíî
â òî÷êà 2.4.4.1). Â LS ñå ìèíèìèçèðà öåëåâà ôóíêöèÿ, êîÿòî å ñóìàòà îò
êâàäðàòèòå íà îñòàòúöèòå ïî âñåêè èçõîä, ò.å. êðèòåðèÿò å

min
Θ

tr(ETE).

Íåêà ek å åðãîäè÷åí öåíòðèðàí áÿë øóì, à ñúùî íåêà å è Ãàóñîâ. Òîãàâà
å â ñèëà tr(ETE) ∝ σ2

e è òîãàâà LS âîäè äî

min
Θ

σ2
e . (3.29)

Ïðè ôèêñèðàí íàáîð îò äàííè è ñòðóêòóðà íà ìîäåëà diagP â (3.28) å
êîíñòàíòåí âåêòîð. Îò äðóãà ñòðàíà, äèñïåðñèÿòà íà îñòàòú÷íàòà ãðåøêà
ñå âëèÿå îò ñòîéíîñòèòå íà îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå. Òúé êàòî ñïîðåä
(3.29) îöåíêèòå ïî LS ìèíèìèçèðàò åëåìåíòèòå íà σ2

e , îò (3.28) ñëåäâà,
÷å LS âîäè è äî

min
Θ

σ2
Θ̂
, (3.30)

èëè ñ äðóãè äóìè îöåíêèòå ñà åôåêòèâíè.

Îò àíàëèçà íà îöåíêèòå äî ìîìåíòà ñëåäâà, ÷å àêî ek å åðãîäè÷åí,
öåíòðèðàí áÿë Ãàóñîâ øóì, îöåíêèòå ñà íåèçìåñòåíè è åôåêòèâíè, à LS
îöåíèòåëÿò å BLUE. Àêî îñòàòúêúò íå å åðãîäè÷åí, ΣE.i îñòàâà äèàãî-
íàëíà è WLS, ðàçãëåäàí â ñëåäâàùàòà òî÷êà, å BLUE îöåíèòåë. Òîâà
îçíà÷àâà, ÷å ïðè ïîäõîäÿù èçáîð íà òåãëîâíàòà ìàòðèöà îöåíêèòå ïî
WLS ñà åôåêòèâíè. Àêî cov(ek1

, ek2
) ̸= 0 çà k1 ̸= k2, ΣE.i

ïðåñòàâà äà å
äèàãîíàëíà è BLUE îöåíèòåë å GLS.

Êàêòî áåøå óòî÷íåíî âúâ Âòîðà ãëàâà, ïðèåìàíåòî çà íîðìàëíî ðàç-
ïðåäåëåíèå íà ek ñå èçâúðøâà ïî-ñêîðî ïî ïðàêòè÷åñêè ñúîáðàæåíèÿ.
×åñòî îñòàòúêúò å ñóìà îò ðàçëè÷íè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè è òîãàâà îò
öåíòðàëíàòà ãðàíè÷íà òåîðåìà ñëåäâà, ÷å ðàçïðåäåëåíèåòî ìó ñå äîáëè-
æàâà äî Ãàóñîâîòî. Íà ïðàêòèêà ñúùåñòâóâàò è äðóãè ðàçïðåäåëåíèÿ,
îñâåí íîðìàëíîòî, ïðè êîèòî Θ̂ ñà BLUE.

Â çàêëþ÷åíèå, èìà ñëó÷àè, ïðè êîèòî îöåíêèòå ïî LS ìîæå äà ñà
íåèçìåñòåíè, íî äà íå ñà ñ ìèíèìàëíà äèñïåðñèÿ èëè äà ñà ñ ìèíèìàëíà
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äèñïåðñèÿ, íî äà ñà èçìåñòåíè, à ñúøî è äà ñà íåèçìåñòåíè è åôåêòèâíè,
ïðè îñòàòúê, êîéòî íå å Ãàóñîâ.

3.2.2.5 Ïðèìåðè

Ñ äîëíèòå ïðèìåðè ñå ïðåäñòàâÿò ñâîéñòâàòà íà îöåíêèòå ïî LS, êî-
ãàòî ñå íàðóøàâàò íÿêîè îò óñëîâèÿòà, ïðè êîèòî òå ñà BLUE. Ñúùî
òàêà ñå ïðåäñòàâÿ åôåêòúò îò ñòàíäàðòèçàöèÿòà íà äàííèòå âúðõó îöåí-
êèòå íà ïàðàìåòðèòå, êàêòî è óëåñíÿâàíåòî â òîçè ñëó÷àé íà àíàëèçà
íà ìîäåëà. Â ïîñëåäíèÿ ïðèìåð å çàñåãíàò âúïðîñúò çà âëèÿíèåòî íà
ìóëòèêîëèíåàðíîñòòà â äàííèòå âúðõó îöåíêèòå.

Ïðèìåð. Èçìåñòåíîñò íà îöåíêèòå ïðè öâåòåí îñòàòúê
Èçñëåäâàíåòî íà åôåêòà îò íàðóøàâàíåòî íà óñëîâèåòî îñòàòúêúò

äà å áÿë øóì, ñå èçâúðøâà ñúñ ñèìóëàöèÿ, à íå ñ ðåàëíè äàííè. Òàêà
îïòèìàëíèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå, êîèòî ñå òúðñÿò ñ LS, ñà èçâåñ-
òíè (çàäàäàò ñå â íà÷àëîòî íà ñèìóëàöèÿòà). Ïî òîçè íà÷èí ìîæå çà
êîíêðåòíè ãåíåðèðàíè äàííè äèðåêòíî äà ñå îïðåäåëè èçìåñòåíîñòòà â
îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå.

Ñöåíàðèÿò íà ñèìóëàöèÿòà å ñëåäíèÿò. Ñ ïîìîùòà íà ARX è ARMAX
ìîäåëè ñå ñèìóëèðà ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìà, êàòî ñå ãåíåðèðàò âõîäíî-
èçõîäíè äàííè. Íåêà âñè÷êè ïîëèíîìè íà òåçè ìîäåëè ñà îò ïúðâè ðåä,
à ïîëèíîìíèòå ìàòðèöè ñà:

A(q−1) = I +

 0.3 0.2

−0.5 −0.8

 q−1, B(q−1) = 0 +

0.8 −0.9

0.9 0.6

 q−1,

C(q−1) = I +

0.4 −0.9

0.5 −0.8

 q−1.

Êîãàòî ñå èçñëåäâà ñëó÷àÿò ñ áÿë îñòàòúê, ñå ïðèåìà, ÷å C(q−1) = I,
ò.å. ìîäåëúò çà ãåíåðèðàíå íà äàííè å ARX è ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà
îñòàòú÷íàòà ãðåøêà íå ñå âúâåæäà êîðåëàöèÿ. Îò äðóãà ñòðàíà, êîãàòî
ïîëèíîìèòå íà C(q−1) ñà îò ïúðâè ðåä, îñòàòúêúò å öâåòåí. Ôîðìèðàò
ñå N = 300 íàáëþäåíèÿ, êàòî ïúðâèòå 200 ñå èçïîëçâàò çà îöåíÿâàíå
íà ïàðàìåòðè, à îñòàíàëèòå 100 � çà âàëèäàöèÿ íà ìîäåëà. Âõîäíèÿò
ñèãíàë å áÿë øóì ñ ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå è ñòîéíîñòè ìåæäó 0 è
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1 èëè íàêðàòêî ui,k ∼ U(0, 1) çà i = 1, 2. Èç÷èñëåíîòî äåòåðìèíèðàíî
ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà yd ñå çàøóìÿâà ñúñ ñèãíàë, êîéòî å öåíòðèðàí
áÿë Ãàóñîâ øóì, ÷èåòî ñòàíäàðòíî îòêëîíåíèå å 25% îò òîâà íà yd, èëè

ek ∼ N (0, 1
16Σyd

).

Ìîäåëúò, ÷èèòî ïàðàìåòðè ñå îöåíÿâàò â ïðèìåðà, å ARX è îòíîâî
ïîëèíîìèòå ìó ñà îò ïúðâè ðåä. Ðåçóëòàòúò îò ïðèëàãàíåòî íà LS êúì
äâàòà ãåíåðèðàíè íàáîðà îò äàííè å ïðåäñòàâåí â Òàáëèöè 3.1 è 3.2.
Âåêòîðúò íà ïàðàìåòðèòå θ, ÷èèòî ñòîéíîñòè ñà â ïúðâàòà êîëîíà íà
òàáëèöèòå, å ñúñ ñëåäíàòà ñòðóêòóðà:

θ = [(vecAT
1 )

T (vecBT
1 )

T (vecCT
1 )

T ]T .

Ñ vec(.) å îçíà÷åíî âåêòîðèçèðàíåòî íà ìàòðèöà. Ïðè òîâà ïðåîáðàçó-
âàíå ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà ñå ïîäðåæäàò âúâ âåêòîð, ò.å., àêî M ∈
Rm×n, òî

vecM = [MT
.1 MT

.2 . . . MT
.n]

T ∈ Rmn.

Òàáëèöà 3.1. Ïàðàìåòðè, îöåíêè, àáñîëþòíà è îòíîñèòåëíà ãðåøêà ïðè îñ-
òàòúê � áÿë øóì

θi θ̂i θi − θ̂i
θi−θ̂i

θi
× 100%

0.3 0.3093 −0.0093 −3.1013

0.2 0.1911 0.0089 4.4530

−0.5 −0.5376 0.0376 −7.5229

−0.8 −0.8196 0.0196 −2.4473

0.8 0.8236 −0.0236 −2.9472

−0.9 −0.9142 0.0142 −1.5747

0.9 0.8501 0.0499 5.5421

0.6 0.6463 −0.0463 −7.7107

Ïîêàçàòåëÿò VAF çà äâàòà èçõîäà ïðè áÿë è öâåòåí îñòàòúê å ñúîò-
âåòíî:

VAFw =

94.06
92.40

 è VAFc =

84.10
89.40

 ,

êàòî ñòîéíîñòèòå ñà â ïðîöåíòè.
Êàêòî îò òàáëèöèòå, òàêà è îò ñòîéíîñòèòå íà VAF ñå âèæäà, ÷å êîãà-

òî îñòàòú÷íàòà ãðåøêà å öâåòåí øóì, ïîðàäè íåïîäõîäÿùàòà ñòðóêòóðà
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Òàáëèöà 3.2. Ïàðàìåòðè, îöåíêè, àáñîëþòíà è îòíîñèòåëíà ãðåøêà ïðè öâå-
òåí îñòàòúê

θi θ̂i θi − θ̂i
θi−θ̂i

θi
× 100%

0.3 0.2504 0.0496 16.5209

0.2 0.2439 −0.0439 −21.9457

−0.5 −0.5890 0.0890 −17.7946

−0.8 −0.7805 −0.0195 2.4391

0.8 0.8261 −0.0261 −3.2590

−0.9 −0.8625 −0.0375 4.1666

0.9 0.8488 0.0512 5.6873

0.6 0.6881 −0.0881 −14.6827

0.4 − − −
−0.9 − − −
0.5 − − −

−0.8 − − −

íà ARX ìîäåëà îöåíêèòå ñà èçìåñòåíè è äîñòîâåðíîñòòà íà ìîäåëà ñå
âëîøàâà. Èçìåñòåíîñòòà å íàé-î÷åâèäíà, êîãàòî å èçðàçåíà ñ îòíîñèòåë-
íàòà ãðåøêà â ïðîöåíòè (ïîñëåäíàòà êîëîíà â òàáëèöèòå).

Åäèí âàðèàíò çà ïîäîáðÿâàíå íà ìîäåëà å â íåãî äà ñå âúâåäå ôîðìè-
ðàù ôèëòúð. Ïðèìåð çà òîâà å ARMAX ìîäåëúò, êàòî òóê ôèëòúðúò å
îò òèï MA. Ïàðàìåòðèòå íà òîçè ðàçøèðåí ìîäåë ìîæå äà ñå îöåíÿò ïî
ìåòîäà íà ðàçøèðåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè (âèæ òî÷êà 3.2.5). Äðóãèÿò
âàðèàíò å äà ñå ïîòúðñè ARX ìîäåë ñ ïî-ïîäõîäÿùà ñòðóêòóðà. Òîçè
ñëó÷àé, êîãàòî ek å öâåòåí øóì, å ðàçãëåäàí ïî-äîëó.

Àêî ñå óâåëè÷àò ñòåïåíèòå íà ïîëèíîìèòå íà ARX ìîäåëà, ïîðàäè
äîáàâåíèòå ñòåïåíè íà ñâîáîäà ìîæå äà ñå î÷àêâà, ÷å êà÷åñòâîòî íà ìî-
äåëà ùå ñå ïîâèøè. Íàèñòèíà ïðè íàðàñòâàíå íà ñòåïåíèòå na, nb è nc
îò 1 äî 10, êàêòî ñå âèæäà â Òàáëèöà 3.3, VAF ïúðâîíà÷àëíî íàðàñòâà.
Òîâà ïîêàçâà, ÷å êîãàòî çà äàäåí ARX ìîäåë îñòàòúêúò íÿìà ñâîéñò-
âàòà íà áÿë øóì, ïðåäè äà ñå ïîòúðñè ìîäåë îò ïî-ñëîæåí òèï, ìîæå
äà ñå ïîòúðñè ïî-ïîäõîäÿùà ñòðóêòóðà íà ARX ìîäåëà. Îñíîâíàòà ïðè-
÷èíà çà òîçè èçáîð å, ÷å ïàðàìåòðèòå íà ARX ìîäåëà ñå îöåíÿâàò áåç
èçïîëçâàíåòî íà èòåðàòèâíè ïðîöåäóðè, ïîíåæå òîçè ìîäåë å ëèíåéíî
ïàðàìåòðèçèðàí. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî å âúâåäåí ôîðìèðàù ôèëòúð,
ìîäåëúò âå÷å íå å ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí (âèæ òî÷êà 3.2.5) è òîãàâà
ïàðàìåòðèòå ñå îöåíÿâàò ñ èòåðàòèâíè ìåòîäè.

Îòíîâî îò Òàáëèöà 3.3 ñå âèæäà, ÷å îò na = nb = nc = 3, ñ íàðàñ-
òâàíå íà ñòåïåíèòå íà ïîëèíîìèòå, ñòîéíîñòèòå íà VAF ïðåñòàâàò äà
íàðàñòâàò. Ïðè÷èíà çà òîâà å ïðåîðàçìåðÿâàíåòî íà ìîäåëà. Íàïðèìåð
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Òàáëèöà 3.3. VAF çà äâàòà èçõîäà íà ARX ìîäåëè ñ ðàçëè÷íè ñòåïåíè íà
ïîëèíîìèòå ïðè öâåòåí îñòàòúê

na, nb, nc VAFc,1 % VAFc,2 %

1 84.1023 89.4019

2 93.9599 93.4162

3 94.3147 93.5294

4 94.2673 93.4458

5 94.1914 93.4587

6 94.6706 93.1904

7 94.6170 93.1022

8 94.6812 92.6668

9 94.4583 92.0572

10 94.4554 92.4021

çà ïîñëåäíèÿ ìîäåë, ïðè êîéòî âñè÷êè ïîëèíîìè ñà îò 10-è ðåä, áðîÿò
íà ïàðàìåòðèòå íà âñåêè MISO ARX ìîäåë å pi = 40, à íàáëþäåíèÿòà çà
îïðåäåëÿíå íà Θ̂ ñà 200 è çà èç÷èñëÿâàíå íà VAF ñà 100. Çà ñðàâíåíèå,
êîãàòî ïîëèíîìèòå ñà îò 3-è ðåä, pi = 12. Åòî çàùî ïðè òîçè âàðèàíò çà
ïîäîáðÿâàíå íà êà÷åñòâîòî íà ìîäåëà òðÿáâà äà ñå âíèìàâà ñ äîáàâÿíåòî
íà íîâè ïàðàìåòðè. ♢

Ïðèìåð. Êðåäèòåí ðèñê: ñòàíäàðòèçàöèÿ è àíàëèç íà çíà÷èìîñòòà
íà ôàêòîðèòå

Öåëòà íà òîçè ïðèìåð å äà ñå ïîêàæå åôåêòúò îò ñòàíäàðòèçàöèÿòà
íà äàííèòå âúðõó îöåíêèòå íà LS, êàêòî è óäîáñòâîòî, êîãàòî àíàëèçúò
ñå èçâúðøâà ñúñ ñòàíäàðòèçèðàíèÿ ìîäåë. Çà öåëòà ñå èçïîëçâàò äàííè,
ïðåäîñòàâåíè îò êîìïàíèÿòà ½Åêñïèðèúí� [87]. Â ïðèìåðà ñå èçïîëçâàò 9
íåçàâèñèìè õàðàêòåðèñòèêè (ôàêòîðè), îïèñâàùè N = 50283 êàíäèäàòè
çà êðåäèò. Òåçè äàííè ñà îò÷åòåíè â ìîìåíòà íà êàíäèäàòñòâàíåòî è òúé
êàòî îòðàçÿâàò ñòàòèêàòà â ïîâåäåíèåòî íà êàíäèäàòèòå, òî è ìîäåëúò
ùå å ñòàòè÷åí. ×àñò îò ôàêòîðèòå ñà ïðåäîñòàâåíè îò êàíäèäàòèòå, à
äðóãà ÷àñò å çàêóïåíà îò êðåäèòíî áþðî. Çà âñåêè êàíäèäàò å ôîðìè-
ðàíà çàâèñèìà ïðîìåíëèâà yk, êîÿòî å âåðîÿòíîñòòà êðåäèòîèñêàòåëÿò
äà å ïîäõîäÿù çà êðåäèò. Òóê k å èíäåêñúò íà ïîðåäíèÿ êëèåíò. Àêî
êëèåíòúò å îäîáðåí îò áàíêàòà, òî íà áàçàòà íà ïîâåäåíèåòî ìó è íà íà-
áîð îò ïðåäâàðèòåëíî îïðåäåëåíè ïðàâèëà ñå èç÷èñëÿâà yk. Íàïðèìåð,
àêî êðåäèòîïîëó÷àòåëÿò å ïðîïóñíàë òðè âíîñêè â ðàìêèòå íà ãîäèíà,
ìîæå äà ñå ïðèåìå çà ëîø ïëàòåö è yk = 0. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé yk = 1
(äîáúð ïëàòåö). Îò äðóãà ñòðàíà, àêî êëèåíòúò å îòõâúðëåí, ò.å. íå ìó
å ïðåäîñòàâåí êðåäèò, òî çà íåãî ñà íàëè÷íè ñàìî íåçàâèñèìèòå õàðàê-
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òåðèñòèêè. Òúé êàòî ïîâåäåíèåòî ìó íå å íàáëþäàâàíî, yk íå ìîæå äà
ñå îïðåäåëè äèðåêòíî. Çàòîâà ñå èçïîëçâà òåõíèêà, ñ êîÿòî ñå îöåíÿâà
êàêâà áè áèëà âåðîÿòíîñòòà êàíäèäàòúò äà å äîáúð, àêî áàíêàòà ìó áåøå
ïðåäîñòàâèëà êðåäèò. Òàçè äåéíîñò å èçâúðøåíà ïðåäâàðèòåëíî, ò.å. â
èçïîëçâàíèÿ íàáîð íÿìà ëèïñâàùè äàííè çà yk.

Òúé êàòî ñèñòåìàòà å ñ åäèí èçõîä, òî ìîäåëúò å ñ âåêòîð íà ïàðà-
ìåòðèòå. Â Òàáëèöà 3.4 ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòèòå îò ïðèëàãàíåòî íà
LS. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ñà èçïîëçâàíè äàííèòå áåç ïðåäâàðèòåëíà îáðàáîò-
êà (îöåíêèòå ñà θ̂), à âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ôàêòîðèòå ñà ñòàíäàðòèçèðàíè

(ïîëó÷åíèòå îöåíêè ñà îçíà÷åíè ñ θ̂s). Ìîäåëúò å ñúñ ñâîáîäåí ÷ëåí, ò.å.

ïúðâèòå åëåìåíòè íà θ̂ è θ̂s ñà ñúîòâåòíî θ̂0 è θ̂s,0 (â òàáëèöàòà òåçè
îöåíêè ñà îçíà÷åíè êàòî Intercept). Ñúùî òàêà ñà äîáàâåíè è êîëîíè,
ñúäúðæàùè ñòàíäàðòíèòå ãðåøêè σθ̂ è σθ̂s

.

Òàáëèöà 3.4. Îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå ïî LS ïðè íåñòàíäàðòèçèðàíè è ñòàí-
äàðòèçèðàíè äàííè

ôàêòîð θ̂ σθ̂ θ̂s σθ̂s

Intercept −0.0023 0.0001 0.6705 0.0027

AppScore 0.0014 0.0001 0.1525 0.0052

BurScore −0.0006 0.0001 0.0319 0.0055

Age 1 × 10−7 2 × 10−8 0.0056 0.0029

GrAnInc 4 × 10−6 3 × 10−7 0.0116 0.0030

Loan 4 × 10−7 2 × 10−7 0.0115 0.0028

NPayms −1 × 10−5 6 × 10−6 −0.0144 0.0030

SearchL6M 0.0005 0.0010 0.0046 0.0028

ERRef −0.0713 0.0027 −0.0293 0.0029

AppDat −1 × 10−5 1 × 10−6 −0.0357 0.0027

Ñòîéíîñòèòå íà VAF ñà ñúîòâåòíî:

VAF = 13.49% è VAFs = 17.75%.

Ïîäîáðÿâàíåòî íà äîñòîâåðíîñòòà íà ñòàíäàðòèçèðàíèÿ ìîäåë ñå äúë-
æè êàêòî íà öåíòðèðàíåòî íà ôàêòîðèòå, òàêà è íà ìàùàáèðàíåòî èì.
Îò òàáëèöàòà ñå âèæäà, ÷å îöåíêàòà θ̂4, îòãîâàðÿùà íà çíà÷èìèÿ ôàê-
òîð `ãîäèøåí äîõîä', îçíà÷åí â òàáëèöàòà ñ `GrAnInc', å îò ïîðÿäúêà
íà 10−6. Ïðè÷èíàòà çà òîâà íå å ñëàáî âëèÿíèå íà äîõîäà íà êàíäèäà-
òèòå âúðõó yk, à ïî-ñêîðî ãîëåìèòå ñòîéíîñòè íà `GrAnInc'. Ñðåäíàòà
ñòîéíîñò íà òîçè ôàêòîð å 14198.5, à ñòàíäàðòíîòî îòêëîíåíèå å 9294.2.
Ïîíåæå yk å âåðîÿòíîñò, òî å î÷åâèäíî, ÷å ïàðàìåòúðúò θ̂4 òðÿáâà äà ïðè-
åìà ìàëêè ñòîéíîñòè, çà äà êîìïåíñèðà ãîëåìèòå ñòîéíîñòè íà ôàêòîðà.
Îò ñòàíäàðòèçèðàíèòå îöåíêè ñå âèæäà, ÷å òîçè ôàêòîð å ïðàêòè÷åñêè
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ïî-çíà÷èì îò âúçðàñòòà íà êëèåíòèòå è áðîÿ íà êàíäèäàòñòâàíèÿòà èì
çà êðåäèò ïðåç ïîñëåäíèòå øåñò ìåñåöà (ñúîòâåòíî ôàêòîðèòå `Age' è
`SearchL6M'). Òàêà îò ñòîéíîñòèòå íà ñòàíäàðòèçèðàíèòå îöåíêè ëåñíî
ìîæå äà ñå îïðåäåëè çíà÷èìîñòòà íà ôàêòîðèòå.

Îò ñòàíäàðòíèòå ãðåøêè ñå âèæäà, ÷å êîãàòî ôàêòîðèòå ñà ñòàíäàð-
òèçèðàíè, òî÷íîñòòà â îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå å ñõîäíà, çà ðàçëèêà
îò ïúðâèÿ ñëó÷àé, ïðè êîéòî θ̂i, ñâúðçàíè ñ ôàêòîðèòå ñ ïî-ñëàáà âàðè-
àöèÿ (íà ïðàêòèêà èçìåíÿùè ñå â ïî-ìàëúê äèàïàçîí), ñà ïî-íåòî÷íè.
Îñíîâíàòà ïðè÷èíà å ìàùàáèðàíåòî íà ôàêòîðèòå, êîåòî å ÷àñò îò ñòàí-
äàðòèçàöèÿòà. ♢

Ïðèìåð. Êðåäèòåí ðèñê: ìóëòèêîëèíåàðíîñò è ëîãè÷íè òðåíäîâå

Íåêà êúì äàííèòå, èçïîëçâàíè â ïðåäèøíèÿ ïðèìåð ñå äîáàâè êàòî
ôàêòîð è äîõîäúò ïðåç ïîñëåäíèòå 6 ìåñåöà, îçíà÷åí ñ `Gr6MInc'. Òîçè
ôàêòîð ñúäúðæà ïî÷òè èäåíòè÷íà èíôîðìàöèÿ ñ òàçè â `GrAnInc' îòðà-
çÿâàù äîõîäà çà åäíà ãîäèíà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñ èçïîëçâàíå íà íîâèÿ
íàáîð â ìîäåëà ùå ó÷àñòâàò äâà ôàêòîðà, åäèíèÿò îò êîèòî å èçëèøåí,
òúé êàòî íå äîïðèíàñÿ çíà÷èìî çà îïèñàíèå íà âàðèàöèÿòà íà èçõîäà.
Òàêèâà ñëó÷àè íåâèíàãè ñà î÷åâèäíè îñîáåíî êîãàòî ñå ðàáîòè ñ ìíî-
ãî ôàêòîðè. Íàïðèìåð âúçìîæíî å áëèçêà çàâèñèìîñò äî ëèíåéíàòà äà
ñå íàáëþäàâà ìåæäó ñëàáî êîðåëèðàíè ôàêòîðè (òàêàâà âúçìîæíîñò ñå
äèñêóòèðà â ïîñëåäíàòà òåìà íà òî÷êà 2.2.3.3).

Òàáëèöà 3.5. Îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå LS ïðè íåñòàíäàðòèçèðàíè è ñòàíäàð-
òèçèðàíè äàííè

ôàêòîð θ̂s σθ̂s

Intercept 0.6705 0.0027

AppScore 0.1525 0.0052

BurScore 0.0319 0.0055

Age 0.0056 0.0029

GrAnInc 0.2659 0.2287

Gr6ÌInc −0.2544 0.2287

Loan 0.0115 0.0028

NPayms −0.0144 0.0030

SearchL6M 0.0046 0.0028

ERRef −0.0293 0.0029

AppDat −0.0357 0.0027

Îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå è ñòàíäàðòíèòå èì ãðåøêè ñà äàäåíè â
Òàáëèöà 3.5. Âèæäà ñå, ÷å `Gr6ÌInc' âëèÿå îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëíî
íà èçõîäà, îòêúäåòî ìîæå äà ñå íàïðàâè ãðåøíèÿò èçâîä, ÷å êîëêîòî
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ïî-ãîëÿì å øåñòìåñå÷íèÿò äîõîä íà êàíäèäàò, òîëêîâà ïî-ìàëêà å âå-
ðîÿòíîñòòà òîé äà å äîáúð ïëàòåö. Îñâåí òîâà ñòàíäàðòíàòà ãðåøêà,
îòðàçÿâàùà òî÷íîñòòà â îïðåäåëÿíåòî íà îöåíêèòå, å ñ äâà ïîðÿäúêà
ïî-ãîëÿìà çà θ̂s,i, îòãîâàðÿùè íà ìóëòèêîëèíåàðíèòå ôàêòîðè, îò σθ̂s

íà
îñòàíàëèòå îöåíêè.

Ìóëòèêîëèíåàðíîñòòà îò ãëåäíà òî÷êà íà ÷èñëåíèòå ïðîáëåìè å ðàç-
ãëåäàíà â òî÷êà 3.4, a îò ãëåäíà òî÷êà íà çíà÷èìîñòòà íà ôàêòîðèòå �
â òî÷êà 3.5.7. ♢

3.2.3 Ìåòîä íà ïðåòåãëåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè

Åäíî îáîáùåíèå íà LS ìîæå äà ñå ïîëó÷è ÷ðåç îò÷èòàíå íà ñòîéíîñ-
òèòå íà îñòàòúêà ñ ðàçëè÷íî òåãëî â îïòèìèçàöèîííàòà ïðîöåäóðà. Òîâà
å èäåÿòà, çàëîæåíà â ìåòîäà íà ïðåòåãëåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè (WLS
� Weighted Least Squares) [146]. Ñâîéñòâàòà íà îöåíêèòå ïî WLS çàâè-
ñÿò îò èçáîðà íà òåãëàòà, ñ êîèòî ñå îò÷èòàò êâàäðàòèòå íà îñòàòúöèòå
â öåëåâàòà ôóíêöèÿ.

Ïðè èçëîæåíèåòî íà ìåòîäà å óäîáíî äà ñå èçïîëçâàò òåíçîðè è ïî-
ðàäè òîâà òå ñà ðàçãëåäàíè ïî-äîëó. Òàêà ðåøåíèåòî íà WLS çà ìíîãî-
ìåðíèÿ ñëó÷àé îñòàâà êîìïàêòíî êàòî çàïèñ [77, 76]. Äðóãà âàæíà ïðåä-
ïîñòàâêà çà óïîòðåáàòà íà òåíçîðè å, ÷å ïðîöåñîðèòå íà âèäåîêàðòèòå,
÷èåòî ïðèëîæåíèå áåøå ñïîìåíàòî â íà÷àëîòî íà ãëàâàòà, ñà õàðäóåðíî
îïòèìèçèðàíè çà ðàáîòà ñ òåíçîðè äî òðåòè ðåä (çà öåëòà ñå èçïîëç-
âàò ìàñèâè ñ åäèí, äâà èëè òðè èíäåêñà). Ïðè÷èíàòà çà òîâà å, ÷å òåçè
ïðîöåñîðè ñà ðàçðàáîòåíè çà âèçóàëèçàöèÿ íà äâèæåíèå îò òðèìåðíîòî
ïðîñòðàíñòâî. Êîãàòî ñå ðåàëèçèðàò àëãîðèòìè çà îöåíÿâàíå íà ïàðà-
ìåòðè íà íåëèíåéíè ìîäåëè, ïîíÿêîãà ïî åñòåñòâåí ïúò ñå äîñòèãà äî
òåíçîðè îò ïî-âèñîê ðåä. Íàïðèìåð åäèí îò íàé-ðàçïðîñòðàíåíèòå ìåòî-
äè çà îáó÷åíèå íà íåâðîííè ìðåæè ñ îáðàòíî ðàçïðîñòðàíåíèå íà ãðåø-
êàòà, ðåàëèçèðàí ñ ìåòîäà çà îïòèìèçàöèÿ Íþòîí-Ðàôñúí, ñå îïèñâà ñ
òåíçîðè îò ïåòè ðåä, êàòî èçêóñòâåíî ðåäúò ìîæå äà ñå ñâåäå äî òðåòè
èëè âòîðè ðåä. Ïðè÷èíàòà å, ÷å ïðè äèôåðåíöèðàíå äâà ïúòè íà âåê-
òîðíà ôóíêöèÿ ïî ìàòðèöà, ñúäúðæàùà ïàðàìåòðèòå îò äàäåí ñëîé íà
ìðåæàòà, ñå ïîëó÷àâà òåíçîð îò ïåòè ðåä. Îöåíèòåëÿò çíà÷èòåëíî ñå
îïðîñòÿâà, àêî ñå èçïîëçâà ìåòîäúò GN, ïðè êîéòî ñå èçâúðøâà åäíîê-
ðàòíî äèôåðåíöèðàíå, è ðåçóëòàòúò å òåíçîð îò òðåòè ðåä.

Ïðè ðåàëèçàöèÿòà íà WLS ñå äîñòèãà èìåííî äî òåíçîðè îò òðåòè
ðåä, êîåòî å ïðåäïîñòàâêà çà ïîëó÷àâàíåòî íà âèñîêîåôåêòèâíè îöåíè-



3.2. Ìåòîäè çà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå 207

òåëè, áàçèðàíè íà òîçè ìåòîä. Ïî-äîëó å ïðåäñòàâåí WLS, êàòî ïúðâîíà-
÷àëíîòî ïðåîáðàçóâàíå íà ìîäåëà â îáù âèä ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå
å èçâúðøåíî â òî÷êà 3.2.1.

3.2.3.1 Ïîêàçàòåë íà êà÷åñòâîòî

Â ïðèëîæåíèåòî êúì ìîíîãðàôèÿòà ñà äå-
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Ôèãóðà 3.2. Òåãëîâíèÿò
òåíçîð W â WLS

ôèíèðàíè äåéñòâèÿòà ñ òåíçîðè, êîèòî ïî-
äîëó ñå èçâúðøâàò. Êîãàòî ìîäåëúò å ñ ïî-
âå÷å îò åäèí èçõîä, òî è îñòàòúöèòå â äàäåí
ìîìåíò ñà ïîâå÷å îò åäèí. Çàòîâà å íåîáõî-
äèìî äà ñå âúâåäå îòäåëíà òåãëîâíà ìàòðè-
öà Wi çà âñåêè îñòàòúê, ñâúðçàí ñúñ ñúîòâå-
òåí èçõîä. Â ïîñòàíîâêàòà íà WLS öåëåâàòà
ôóíêöèÿ íå âêëþ÷âà âçàèìíèòå ïðîèçâåäå-
íèÿ ei,k1ei,k2 çà k1 ̸= k2, à ñúùî è ei,kej,k çà
i ̸= j è çàäà÷àòà çà îöåíÿâàíå ñå îïðîñòÿâà,
òúé êàòî ìàòðèöèòå Wi çà i = 1, ℓ ñà äèàãî-
íàëíè. Çà êîðåêòíàòà ðàáîòà íà îöåíèòåëÿ
äèàãîíàëíèòå åëåìåíòè íà Wi òðÿáâà äà ñà íåîòðèöàòåëíè, òúé êàòî
èìàò ñìèñúë íà òåãëà, îòðàçÿâàùè ñòåïåíòà íà âëèÿíèå íà e2i,k âúðõó
öåëåâàòà ôóíêöèÿ.

Íåêà òåíçîðúò îò òðåòè ðåä (ïîðÿäúê) W ∈ RN−n×N−n×ℓ, äàäåí íà
Ôèãóðà 3.2, ñúäúðæà ℓ-òå íà áðîé òåãëîâíè ìàòðèöè, êàòî W..i = Wi. Â
òàêúâ ñëó÷àé, ïî àíàëîãèÿ ñúñ ñòàíäàðòíèÿ LS, íî ñ âúâåäåíè òåãëà íà
êâàäðàòè÷íèòå ñòîéíîñòè íà îñòàòúöèòå, öåëåâàòà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå
ïðåäñòàâè êîìïàêòíî êàòî:

F(Θ) = sum(W◦̄31E◦̄32E). (3.31)

Çà îíàãëåäÿâàíå íà äåéñòâèÿòà, êîèòî ñå èçâúðøâàò â (3.31), òå ñà ïî-

Ôèãóðà 3.3. Ôîðìèðàíå íà ñòîéíîñòòà íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ

êàçàíè ãðàôè÷íî íà Ôèãóðà 3.3. Çà îïðîñòÿâàíå íà èçðàçèòå å âúâåäå-
íî ò.íàð. ñâèâàùî ïîâåêòîðíî óìíîæåíèå, îçíà÷åíî ñ `◦̄'. Òî å âúâåäå-
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íî â ìîíîãðàôèÿòà ñ öåë îïðîñòÿâàíå íà çàïèñèòå è å äåôèíèðàíî â
Ïðèëîæåíèåòî. Ïúðâîòî óìíîæåíèå å ìåæäó òåíçîðà W è ìàòðèöàòà
E ∈ RN−n×ℓ. Ðåçóëòàòúò å òåíçîðúò T1 = W◦̄31E ∈ R1×N−n×ℓ. Êàêòî ñå
âèæäà îò ðàçìåðíîñòòà íà T1, ñâèâàíåòî å èçâúðøåíî ïî ïúðâàòà ðàç-
ìåðíîñò. Ïðè ñëåäâàùîòî, îòíîâî ñâèâàùî, ïîâåêòîðíî óìíîæåíèå, íî
òîçè ïúò ïî âòîðàòà ðàçìåðíîñò, ðåçóëòàòúò å T2 = T1◦̄32E ∈ R1×1×ℓ.

Òîçè òåíçîð ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ℓ ìåðåí âåêòîð, åëåìåíòèòå íà
êîéòî ñà ñóìèòå îò ïðåòåãëåíèòå êâàäðàòè íà îñòàòúöèòå ïî ñúîòâåòíèòå
èçõîäè. Ñ äðóãè äóìè F(Θ) = sumT2 å ïðåòåãëåíàòà ñóìà îò êâàäðàòèòå
íà îñòàòúöèòå ïî âñåêè èçõîä íà MIMO ìîäåëà.

3.2.3.2 Îöåíêè ïî WLS

Îòíîâî, êàêòî ïðè LS, çà äà ñå íàìåðÿò îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè, å
íåîáõîäèìî äà ñå îïðåäåëÿò ïðîèçâîäíèòå íà F(Θ). Ïðè äèôåðåíöèðàíå
íà F(Θ) ïî ìàòðèöàòà Θ ∈ Rz×ℓ ñå ïîëó÷àâà ãðàäèåíòíàòà ìàòðèöà G ∈
Rz×ℓ. Ñ èçïîëçâàíå íà ìàòðèöàòà íà äàííèòå Φ, ìàòðèöàòà íà îñòàòúêà
E è òåãëîâíèÿ òåíçîðW, êàêòî è êàòî ñå îò÷åòå, ÷å îñòàòúêúò å ëèíåéíà
ôóíêöèÿ íà ïàðàìåòðèòå, G ìîæå äà ñå çàïèøå ñúêðàòåíî ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

G = 2W ◦1 Φ◦̄32E. (3.32)

Äåéñòâèåòî `◦' å ñòàíäàðòíîòî óìíîæåíèå íà òåíçîð ñ ìàòðèöà (âèæ
Ïðèëîæåíèåòî). Çà äà ñå îïðåäåëÿò îïòèìàëíèòå îöåíêè íà ïàðàìåòðè-
òå, íåêà èçðàçúò çà G äà ñå ðàçâèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

G = 2W ◦1 Φ◦̄32(Y − ΦΘ̂)

= 2W ◦1 Φ◦̄32Y − 2W ◦1 Φ ◦2 Φ◦̄32Θ̂
= 2W ◦1 Φ◦̄32Y − 2F◦̄32Θ̂.

Â ïîñëåäíèÿ èçðàç å âúâåäåí òåíçîðúò F = W ◦1 Φ ◦2 Φ, êîéòî ñúäúðæà
ìàòðèöèòå íà Ôèøåð F..i = ΦTWiΦ çà i = 1, ℓ. Íåêà îáðàòíèòå íà òåçè
ìàòðèöè ôîðìèðàò òåíçîðà P, ò.å. P..i = F−1

..i . Òîâà ñà êîâàðèàöèîííèòå
ìàòðèöè íà ãðåøêèòå â îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå, ñúäúðæàùè ñå â
ñòúëáîâåòå íà Θ.

Òúðñåíèòå îïòèìàëíè îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå ñà òåçè, ïðè êîèòî ãðà-
äèåíòíàòà ìàòðèöà ñå íóëèðà, ò.å.

G|Θ=Θ̂ = 2W ◦1 Φ◦̄32Y − 2F◦̄32Θ̂ = 0.
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Òàêà çà îöåíêèòå, ìèíèìèçèðàùè F(Θ), ñå ïîëó÷àâà:

Θ̂ = P◦̄32(W ◦1 Φ◦̄32Y ). (3.33)

Äåéñòâèÿòà, êîèòî ñå èçâúðøâàò â (3.33), ñà ïðåäñòàâåíè âèçóàëíî
íà Ôèãóðà 3.4.

Ôèãóðà 3.4. Ôîðìèðàíå íà îöåíêèòå ïî WLS

3.2.3.3 Ïðèëîæåíèÿ íà ìåòîäà

Åôåêòèâíè îöåíêè ïðè íååðãîäè÷åí îñòàòúê

Êîãàòî îñòàòúêúò å åðãîäè÷åí áÿë øóì è íåêà å ñ Ãàóñîâî ðàçïðåäå-
ëåíèå, LS å BLUE îöåíèòåë. Ïðè íàðóøàâàíå íà èçèñêâàíåòî çà åðãî-
äè÷íîñò å âúçìîæíî WLS äà îñèãóðè åôåêòèâíè îöåíêè. Çà öåëòà íåêà
òåãëîâíèÿò òåíçîð äà ñúäúðæà îáðàòíèòå íà êîâàðèàöèîííèòå ìàòðè-
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öè ΣE.i = M{E.iE
T
.i }, çà i = 1, ℓ. Òå íå ñå ñâåæäàò äî ïðîèçâåäåíèå

íà ñêàëàð è åäèíè÷íà ìàòðèöà, òúé êàòî ïîðàäè íååðãîäè÷íîñòòà íà ek
σ2
e,i,k ñå èçìåíÿ â ðàìêèòå íà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå. Òàêúâ ñëó÷àé
å ðàçãëåäàí â òî÷êà 2.3.4.4. Âúïðåêè òîâà êîðåëàöèîííàòà ìàòðèöà íà
îñòàòúêà å äèàãîíàëíà, ïðè ïîëîæåíèå ÷å ek å áÿë øóì. Çà òîçè ñëó÷àé
íåêà σ2

e,i = diagΣE.i å âåêòîðúò, ñúäúðæàù ñòîéíîñòèòå íà äèñïåðñèÿòà
íà i-òèÿ îñòàòúê çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå.

×åñòî σ2
e,i íå ñà ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòíè è òîãàâà èíôîðìàöèÿòà çà

òÿõ ñå èçâëè÷à îò íàëè÷íèòå äàííè. Ñúùåñòâóâàò èòåðàòèâíè àëãîðèò-
ìè, ïðè êîèòî ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà ìíîãîêðàòíî ñå îöåíÿâàò ñ WLS.
Ïðè òîçè âàðèàíò, íà âñÿêà èòåðàöèÿ, çà ôîðìèðàíå íà W ñå èçïîëçâà
îöåíêà íà êîâàðèàöèîííàòà ìàòðèöà íà îñòàòúêà, îïðåäåëåí îò ïðåäèø-
íàòà èòåðàöèÿ.

Íåñòàöèîíàðíè ñèñòåìè

Äðóãî âàæíî ïðèëîæåíèå íà WLS å, êîãàòî ñèñòåìàòà å íåñòàöèîíàð-
íà. Ïðè òîçè âàðèàíò ñòàðèòå äàííè ñúäúðæàò íåàêòóàëíà èíôîðìàöèÿ
çà ìîìåíòíîòî ïîâåäåíèå íà èçñëåäâàíàòà ñèñòåìà. Â òîçè ñëó÷àé âñÿêà
îò òåãëîâíèòå ìàòðèöè ñå èçáèðà òàêà, ÷å åëåìåíòèòå �è ïî äèàãîíàëà
äà íàìàëÿâàò ñ îòäàëå÷àâàíå íà íàáëþäåíèÿòà îò ïîñëåäíèÿ ìîìåíò, çà
êîéòî èìà äàííè. Àêî òåãëàòà íàìàëÿâàò åêñïîíåíöèàëíî, ñå ïîëó÷àâà
WLS ñ ò.íàð. åêñïîíåíöèàëåí ôàêòîð íà çàáðàâÿíå. Ïðè òàêà ôîðìè-
ðàí òåãëîâåí òåíçîð îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå ñà íàé-÷óâñòâèòåëíè êúì
íàé-íîâèòå äàííè.

Íåêà âìåñòî äâà èíäåêñà íà äèàãîíàëíèòå åëåìåíòè íà âñÿêà îò ìàò-
ðèöèòå Wi ñå èçïîëçâà åäèí èíäåêñ, îòãîâàðÿù íà ìîìåíòà îò âðåìå,
â êîéòî å ñíåòî íàáëþäåíèåòî, ò.å. j-òèÿò äèàãîíàëåí åëåìåíò wi,jj çà
j = 1, N − n ñå çàìåñòè ñ wi,k, çà k = n+ 1, N . Ñ äðóãè äóìè i-òàòà
ìàòðèöà â òåãëîâíèÿ òåíçîð å

W..i = Wi = diag[wi,n+1 wi,n+2 . . . wi,N ].

Òåãëàòà ïðè åêñïîíåíöèàëíèÿ ôàêòîð íà çàáðàâÿíå ñå ôîðìèðàò ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

wi,k = λN−k
i çà k = n+ 1, N è λ ∈ [0, 1].

Â ïîñëåäíèÿ äèñêðåòåí ìîìåíò òåãëîòî, ñâúðçàíî ñ i-òèÿ èçõîä, å wi,N =
1, à ñ íàìàëÿâàíå íà k wi,k ñúùî íàìàëÿâà. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî λ = 1,
âñè÷êè òåãëà ñà ðàâíè íà åäèíèöà è WLS ñå ñâåæäà äî LS.
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Ðåäóöèðàí íàáîð ñ ïðåòåãëåíè íàáëþäåíèÿ

Òîâà ïðèëîæåíèå íà WLS îáèêíîâåíî ñå èçïîëçâà, êîãàòî ïúðâîíà-
÷àëíèòå äàííè ñà òâúðäå ìíîãî è å íåîáõîäèìî òå äà ñå ðåäóöèðàò (âèæ
òî÷êà 2.2.1.4). Òàêèâà ñëó÷àè ñà òèïè÷íè çà ôèíàíñèòå, ñîöèîëîãèÿòà,
ìåäèöèíàòà, à ïîíÿêîãà çà ïàçàðíèòå ñèñòåìè. Ñ íàðàñòâàíå íà áðîÿ íà
íàáëþäåíèÿòà îò åäèí ìîìåíò ïîäîáðåíèåòî íà äîñòîâåðíîñòòà íà ìî-
äåëà ñòàâà íå÷óâñòâèòåëíî êúì íîâîâúâåäåíèòå íàáëþäåíèÿ.

Ïðè÷èíàòà çà ðåäóöèðàíåòî � äåéíîñò îò ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîò-
êà íà äàííèòå, å äà ñå íàìàëè âðåìåòî çà èäåíòèôèêàöèÿ, êàòî íå ñå
âëîøè ÷óâñòâèòåëíî êà÷åñòâîòî íà êðàéíèÿ ìîäåë. Àêî äàííèòå ñà îò
ïîðÿäúêà íà ìíîãî ìåãà- èëè ãèãàáàéòè, ïðîöåñúò íà îöåíÿâàíå ìîæå
äà îòíåìå òâúðäå ìíîãî âðåìå, êîåòî áè ìîãëî äà ñå èçïîëçâà íàïðèìåð
çà àíàëèç íà äàííèòå. Â ñúùàòà òî÷êà îò ïðåäèøíàòà ãëàâà å îáÿñíå-
íà ïðè÷èíàòà çà âúâåæäàíåòî íà òåãëà, àñîöèèðàíè ñ íàáëþäåíèÿòà â
íàìàëåíèÿ íàáîð. Â ñëó÷àÿ äèàãîíàëíèòå òåãëîâíè ìàòðèöè ñúäúðæàò
ñïîìåíàòèòå òåãëà.

Ïðèìåð. Ñîöèîëîãèÿ � ðåäóöèðàíå íà äàííè è âúâåæäàíå íà òåãëà

Íåêà äàäåí èçõîä íà ñîöèàëíà ñèñòåìà äà îòðàçÿâà óäîâëåòâîðåíîñò-
òà îò æèâîòà íà èíäèâèäèòå îò êîíêðåòåí ãåîãðàôñêè ðàéîí è íåêà òîé
äà ïðèåìà ñòîéíîñòèòå 0 (íåóäîâëåòâîðåí) è 1 (óäîâëåòâîðåí). Íåêà ñú-
ùî 80% îò èçñëåäâàíèòå èíäèâèäè ñà óäîâëåòâîðåíè, à öåëèòå íà èç-
ñëåäâàíåòî ñà íàñî÷åíè êúì èçîëèðàíå íà ôàêòîðèòå, îêàçâàùè íåãà-
òèâíî âëèÿíèå âúðõó óäîâëåòâîðåíîñòòà. Òîãàâà å æåëàòåëíî äàííèòå
çà âñè÷êè íåóäîâëåòâîðåíè õîðà äà ó÷àñòâàò â íàáîðà, à ðåäóöèðàíåòî
äà ñå èçâúðøè ïî îòíîøåíèå íà äàííèòå çà óäîâëåòâîðåíèòå. Íåêà 50%
îò óäîâëåòâîðåíèòå ñå ïðåìàõíàò. Òîãàâà òåãëàòà íà íåóäîâëåòâîðåíèòå
èíäèâèäè ñà ðàâíè íà 1, à íà óäîâëåòâîðåíèòå � íà 2 (ïîíåæå íà âñåêè
óäîâëåòâîðåí èíäèâèä îòãîâàðÿò äâàìà îò ïúðâîíà÷àëíèÿ íàáîð). ♢

Ëèïñâàùè è/èëè íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè

Àêî ïúðâîíà÷àëíèÿò íàáîð îò äàííè ñúäúðæà íåõàðàêòåðíè èëè ëèï-
ñâàùè ñòîéíîñòè, å íåîáõîäèìî äàííèòå äà ñå ½ïî÷èñòÿò� (âèæ òî÷êè
2.2.2.2 è 2.2.2.3). Îáèêíîâåíî ïðè ìàëúê áðîé íàáëþäåíèÿ íà ìÿñòîòî
íà ëèïñâàùèòå è íà ïðåìàõíàòèòå íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè ñå âúâåæäàò
ïîäõîäÿùè ñòîéíîñòè. Òîâà å íåîáõîäèìî çà îñúùåñòâÿâàíå íà ïðîöåñà
íà îöåíÿâàíå íà ìîäåëà è íåãîâàòà âàëèäàöèÿ. Òàçè äåéíîñò å õàðàêòåð-
íà çà ìíîãîìåðíèòå ñèñòåìè, êúäåòî íå å öåëåñúîáðàçíî äà ñå ïðåíåá-
ðåãâàò äàííèòå çà âñè÷êè âåëè÷èíè â äàäåí ìîìåíò, àêî íÿêîé ñèãíàë
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å ñ íåõàðàêòåðíà/ëèïñâàùà ñòîéíîñò. Íåçàâèñèìî êàê ñå ôîðìèðàò âú-
âåäåíèòå â íàáîðà ñòîéíîñòè, òå ñà èçêóñòâåíî ñúçäàäåíè íà áàçàòà íà
îñòàíàëèòå äàííè (íå ñà ïîëó÷åíè äèðåêòíî îò åêñïåðèìåíò). Çàòîâà å
êîðåêòíî íàáëþäåíèÿ, ñúäúðæàùè òàêèâà ñòîéíîñòè, äà ó÷àñòâàò ñ ïî-
ìàëêî òåãëî, êîãàòî ìîäåëúò ñå èçãðàæäà/âàëèäèðà.

Â [17] å ïðåäëîæåí íà÷èí çà ôîðìèðàíå íà òåãëàòà â çàâèñèìîñò îò
ïðîöåíòíîòî ñúîòíîøåíèå íà èçêóñòâåíî âúâåäåíèòå ñòîéíîñòè â íàá-
ëþäåíèÿòà. Ñ íàðàñòâàíå íà áðîÿ íà òåçè ñòîéíîñòè â äàäåí ðåä îò
ìàòðèöàòà íà ðåãðåñîðèòå òåãëîòî, ñ êîåòî òîçè ðåä âëèÿå íà îöåíêè-
òå, íàìàëÿâà. Íàé-îáùî òåãëàòà wi,k ñå ôîðìèðàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

wi,k


= 1, êîãàòî yi,k è φi,k ñà íàëè÷íè,

∈ (0, 1), êîãàòî yi,k è ÷àñò îò φi,k ñà íàëè÷íè,

0, êîãàòî yi,k è/èëè φi,k íå ñà íàëè÷íè,

êàòî φi,k å âåêòîðúò íà ðåãðåñîðèòå, îïèñâàùè i-òèÿ èçõîä.

Ïðèìåð. Ïàçàðíà ñèñòåìà: ëèïñâàùè ñòîéíîñòè â íàáîðà îò äàííè
Çà äà ñå èçñëåäâà âëèÿíèåòî íà íåïúëíè âõîäíî-èçõîäíè íàáëþäåíèÿ

âúðõó òî÷íîñòòà íà îöåíêèòå, ñå èçïîëçâàò äàííè îò òúðãîâñêàòà âåðèãà
½Äîìèíèê�é (Dominick's Finer Foods). Òàçè âåðèãà îò ñóïåðìàðêåòè å
ïðåäîñòàâèëà çíà÷èòåëíà áàçà äàííè íà ×èêàãñêèÿ óíèâåðñèòåò è ìîæå
äà áúäå äîñòúïåíà îò [70].

Ïúëíèÿò íàáîð ñúäúðæà äàííè çà 29 êàòåãîðèè îò ïðîäóêòè â ìà-
ãàçèíèòå íà âåðèãàòà. Äàííèòå îòðàçÿâàò ñåäìè÷íèòå íàáëþäåíèÿ íà
ïðîäàæáèòå, öåíèòå íà äðåáíî, íàìàëåíèÿòà, êàêòî è ïðîìîöèîíàëíèòå
äåéíîñòè (âèä íà ïðîìîöèÿòà, âèä íà ðåêëàìàòà è íà÷èí íà èçëàãàíå íà
ïðîäóêòà â ìàãàçèíà). Îòäåëíèòå ïðîäóêòè ñå ðàçïîçíàâàò ñ óíèêàëåí
êîä íà ïðîäóêòà (UPC � Unit Product Code). Â ïðèìåðà å èçïîëçâàí ïîä-
íàáîð îò äàííè îò êîíêðåòåí ìàãàçèí çà êàòåãîðèÿòà "Çúðíåíè õðàíè".
Èçâàäêàòà îáõâàùà ïî÷òè ÷åòèðèãîäèøåí ïåðèîä (N = 199 ñåäìèöè).

Ïðè ïîäãîòâÿíåòî íà íàáîðà, ïîäõîäÿù çà èäåíòèôèêàöèÿ, çà âñÿ-
êà îò ñåäìèöèòå ñå ôîðìèðà âåêòîð íà íàáëþäåíèå, ñúäúðæàù âñè÷êè
âõîäíî-èçõîäíè äàííè çà âñåêè ïðîäóêò. Íÿêîè ïðîäóêòè íå ñà ïðèñúñò-
âàëè íà ïàçàðà â íà÷àëîòî íà èçñëåäâàíèÿ ïåðèîä, äðóãè ñà ïðåìàõíàòè
ïðåäè êðàÿ, à ñúùî òàêà èìà ñëó÷àè, êîãàòî íÿêîè ïðîäóêòè ñà áèëè
èç÷åðïâàíè. Òàêà â íàáîðà ñå ïîÿâÿâàò çíà÷èìî êîëè÷åñòâî ëèïñâàùè
ñòîéíîñòè (çà êîíêðåòíèòå äàííè íàä 16%). Çà äà ìîæå äàííèòå äà ñå
èçïîëçâàò, å íåîáõîäèìî ëèïñâàùèòå ñòîéíîñòè äà ñå ïîïúëíÿò ïî ïîä-
õîäÿù íà÷èí. Â ïðèìåðà ñà îïðåäåëåíè ñðåäíèòå ñòîéíîñòè íà âõîäîâåòå
è èçõîäèòå è òå ñå âúâåæäàò íà ìÿñòîòî íà ëèïñâàùèòå.
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Â ïðèìåðà ñà ïîñòðîåíè äâà ìîäåëà � åäèíèÿò ñ èçïîëçâàíå íà LS,
à äðóãèÿò ñ WLS. 2

3N îò äàííèòå ñå èçïîëçâàò çà îïðåäåëÿíå íà ïà-
ðàìåòðèòå è ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà, à ñ îñòàíàëàòà 1

3N ñà îïðåäåëåíè
ñòîéíîñòèòå íà VAF.

Ñèñòåìàòà å äåêîìïîçèðàíà íà MISO ïîäñèñòåìè, çà êîèòî ñå îïðå-
äåëÿò ìîäåëè. Ïðè÷èíàòà äà íå ñå èçïîëçâà MIMO ìîäåë, å, ÷å íàáîðúò
íå å ïî÷èñòåí îò ïðîäóêòè, çà êîèòî äàííèòå ñà íåäîñòàòú÷íè. Ñòðóêòó-
ðàòà íà îïèñàíèÿòà å èçáðàíà ñ èçïîëçâàíå íà ñòúïêîâ ìåòîä êàòî òîçè,
îïèñàí â 3.5.7. Ìàêñèìàëíèòå ñòåïåíè íà ïîëèíîìèòå ñà na = 1 è nb = 2.

Òàáëèöà 3.6. Ñòîéíîñòè íà VAF, ïîëó÷åíè ïî LS è ïî WLS, ñ îò÷èòàíå íà
ëèïñâàùèòå ñòîéíîñòè

UPC VAFLS % VAFWLS %

1600062680 22.2508 23.8177

1600062750 70.5849 71.6071

1600065700 68.8959 69.2772

1600065720 30.1016 30.4272

1600065850 36.4797 38.4380

1600065890 57.9704 59.8511

1600065960 47.3226 47.0468

1600066310 45.6047 47.7463

1600067440 58.7668 61.3108

3000002580 24.6647 25.7683

3000006430 63.6439 64.7744

3000006500 7.5587 7.6201

3000006560 17.3699 19.6529

3800000535 44.7967 45.2638

3800001011 34.4605 35.0779

3800001210 12.5017 13.1122

3800001912 37.8300 40.6329

3800003700 14.5637 14.6655

3800004900 62.6096 63.1103

3800013900 48.6490 49.4104

4300010521 38.1991 38.1616

4300011171 15.6990 23.7164

4300011650 23.9698 24.3698

4300011760 15.1110 17.4288

Â WLS òåãëàòà ñà ôîðìèðàíè òàêà, ÷å äà íàìàëÿâàò ñ íàðàñòâàíå íà
ëèïñâàùèòå ñòîéíîñòè â äàäåíî íàáëþäåíèå, è ñà íóëà, êîãàòî ëèïñâà
ñòîéíîñò çà ñúîòâåòíèÿ èçõîä. Îñâåí ïîïúëâàíåòî íà ëèïñâàùèòå ñòîé-
íîñòè äàííèòå ñà ñòàíäàðòèçèðàíè. Ñúùî òàêà îò íàáîðà ñà ïðåìàõíàòè
ìóëòèêîëèíåàðíèòå ôàêòîðè. Ôîðìèðàíåòî íà äîïúëíèòåëíè ïðîìåí-
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ëèâè, êàêòî è íàìèðàíåòî íà ïî-ïîäõîäÿùè ñòîéíîñòè çà na è nb, íå å
èçâúðøâàíî. Âúïðåêè òîâà îò ðåçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 3.6,
ñå âèæäà òåíäåíöèÿòà íà óâåëè÷àâàíå íà VAF, êîãàòî ñå èçïîëçâàò òåã-
ëà, çàâèñåùè îò èíôîðìàöèÿòà çà áðîÿ íà ëèïñâàùèòå ñòîéíîñòè âúâ
âñÿêî íàáëþäåíèå, êàêòî çà òîâà, êîé ñèãíàë íå å íàëè÷åí. ♢

Êîìáèíèðàíî ïðèëîæåíèå íà WLS

Âúçìîæíî å ãîðíèòå ïðèëîæåíèÿ äà ñå êîìáèíèðàò, íàïðèìåð, àêî
W′

1 å òåíçîð, ôîðìèðàí ñ öåë îò÷èòàíå íà íåñòàöèîíàðíîñò, à ñ W′′
2 ñå

îòðàçÿâà íàëè÷èåòî íà ëèïñâàùè è íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè â äàííèòå,
òî ðåçóëòàíòíèÿò òåãëîâåí òåíçîð, êîéòî ó÷àñòâà â WLS, å

W = W′
1 ∗W′′

2 ,

êàòî ñèìâîëúò `*' å ïîåëåìåíòíî óìíîæåíèå, â ñëó÷àÿ íà òåíçîðè.
Òåãëîâíèÿò òåíçîð (èëè òåíçîðè) â WLS å ðàçðåäåí, ò.å. ñúäúðæà

ãîëÿì áðîé íóëåâè ñòîéíîñòè, è çàòîâà å ïîäõîäÿùî òîé äà ñå ïðåäñòàâÿ
â ïàìåòòà èìåííî êàòî ðàçðåäåí (sparse). Òàêà íå ñå çàäåëÿ ïàìåò çà
íóëåâèòå åëåìåíòè è ñúîòâåòíî íå ñå èçâúðøâàò äåéñòâèÿ ñ òÿõ.

3.2.4 Ìåòîä íà îáîáùåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè

Â WLS ñå ïðèåìà, ÷å òåãëîâíèòå ìàòðèöè Wi çà i = 1, ℓ ñà äèàãî-
íàëíè. Íî òîâà ïðèåìàíå ñå íàðóøàâà, êîãàòî îñòàòúêúò å öâåòåí øóì.
Îöâåòåíîñòòà â ek ìîæå äà ñå äúëæè íà íåñòàöèîíàðíî ïîâåäåíèå íà
ñèñòåìàòà. Äðóã âàðèàíò å íåäîñòàòú÷åí áðîé ôàêòîðè çà îïèñàíèå íà
èçõîäà, êàòî ëèïñâàùèòå çíà÷èìè âåëè÷èíè ñå ïðè÷èñëÿâàò êúì ñìó-
ùåíèÿòà îò îêîëíàòà ñðåäà. Ïîðàäè òîâà, ÷å âëèÿíèåòî èì íå ìîæå äà
áúäå îïèñàíî îò ìîäåëà, òî ñå äîáàâÿ â îñòàòúêà. Â ðåçóëòàò íà òîâà
ñòîéíîñòèòå íà ek â ðàçëè÷íè ìîìåíòè îò âðåìå ñà êîðåëèðàíè, êîåòî
âîäè äî íåäèàãîíàëíè êîâàðèàöèîííè ìàòðèöè ΣE.i

. Îöåíèòåëÿò, êîéòî
îñèãóðÿâà íåèçìåñòåíè è åôåêòèâíè îöåíêè, â òîçè ñëó÷àé å GLS.

3.2.4.1 Ïîêàçàòåë íà êà÷åñòâîòî

Êîãàòî òåãëîâíèòå ìàòðèöè ñå çàäàäàò êàòî Wi = Σ−1
E.i
, òå íå ñà äè-

àãîíàëíè, à òîâà âîäè â öåëåâàòà ôóíêöèÿ äî ïîÿâàòà íà (ïðåòåãëåíè)
âçàèìíè ïðîèçâåäåíèÿ îò âèäà ei,k1ei,k2 çà k1 ̸= k2. Âúïðåêè òîâà íå ñå
ïðîìåíÿ âèäúò íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ, íèòî íàñòúïâà èçìåíåíèå â èçðàçà
çà îïòèìàëíîòî ðåøåíèå. Öåëåâàòà ôóíêöèÿ å

F(Θ) = sum(W◦̄31E◦̄32E).



3.2. Ìåòîäè çà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå 215

Ïðè ïúðâîòî ïîâåêòîðíî óìíîæåíèå, êîåòî å ìåæäó òåíçîðàW è ìàòðè-
öàòà E ∈ RN−n×ℓ, ðåçóëòàòúò å òåíçîðúò T1 = W◦̄31E ∈ R1×N−n×ℓ. Ïðè
ñëåäâàùîòî, ïîâåêòîðíî óìíîæåíèå ðåçóëòàòúò å T2 = T1◦̄32E ∈ R1×1×ℓ.
Òîçè òåíçîð ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ℓ ìåðåí âåêòîð, åëåìåíòèòå íà
êîéòî ñà ñóìèòå îò ïðåòåãëåíèòå ïðîèçâåäåíèÿ íà îñòàòúöèòå ïî ñúîò-
âåòíèòå èçõîäè.

3.2.4.2 Îöåíêè ïî GLS

Èçâåæäàíåòî íà îïòèìàëíèòå îöåíêè ñå èçâúðøâà ïî ñúùèòå ñòúïêè,
êàêòî ïðè WLS, a îöåíêèòå, ìèíèìèçèðàùè F(Θ), ña:

Θ̂ = P◦̄32(W ◦1 Φ◦̄32Y ).

Òåíçîðúò P ñå ñúñòîè îò êîâàðèàöèîííèòå ìàòðèöè P..i = F−1
..i , à F =

W ◦1 Φ ◦2 Φ ñúäúðæà ìàòðèöèòå íà Ôèøåð F..i = ΦTWiΦ çà i = 1, ℓ.
Åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà ñ WLS å ñòðóêòóðàòà íà òåíçîðà W.

Îáèêíîâåíî ìàòðèöèòå ΣE.i íå ñà èçâåñòíè. Çàòîâà GLS ñå ðåàëèçèðà
èòåðàòèâíî, êàòî ñ âñÿêà èòåðàöèÿ cov(ei,k1 , ei,k2) ñå îïèñâà âñå ïî-òî÷íî.
Òúé êàòî ñòîéíîñòèòå íà ek â ðàçëè÷íè ìîìåíòè îò âðåìå ñà êîðåëèðà-
íè, å ïîäõîäÿùî äà ñå èçïîëçâà AR ìîäåë ïî îòíîøåíèå íà îñòàòúêà è
ñ íåãî äà ñå îïèøå òàçè çàâèñèìîñò [65, 56, 150]. Äðóã âàðèàíò å äà ñå
èçïîëçâà MA ôèëòúð, íà âõîäà íà êîéòî ïîñòúïâà ôèêòèâåí áÿë øóì,
à èçõîäúò å îöâåòåíèÿò îñòàòúê. Ðåãðåñèîííèÿò ìîäåë ïðåñòàâà äà å ëè-
íåéíî ïàðàìåòðèçèðàí, ïîíåæå ñòîéíîñòèòå íà îñòàòúêà, êîèòî çàâèñÿò
îò ìîäåëà, ñúùî ó÷àñòâàò â îïèñàíèåòî êàòî ôàêòîðè. Âúïðåêè òîâà å
âúçìîæíî ìíîãîêðàòíî äà ñå ïðèëîæè LS, êàòî ñå ïðèåìå, ÷å ìîäåëúò
å ëèíååí ïî ïàðàìåòðè. Ñ íàðàñòâàíå íà èòåðàöèèòå îöåíêèòå ñòàâàò
íåèçìåñòåíè. Ìåòîäúò, ðåàëèçèðàù òàçè èäåÿ, êîãàòî ôèëòúðúò å MA,
å ELS. Òîé å ðàçãëåäàí ïî-äîëó.

3.2.5 Ìåòîä íà ðàçøèðåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè

Êîãàòî ñå òúðñè ëèíååí ìîäåë, òúé êàòî íàëè÷íèòå äàííè ñà âõîä-
íî-èçõîäíèòå íàáëþäåíèÿ, åñòåñòâåíî å ïúðâî äà ñå òúðñè äèðåêòíàòà
âðúçêà ìåæäó òÿõ. Àêî ñèñòåìàòà å äèíàìè÷íà, òî â ìîäåëà ñå âêëþ÷-
âà è ïðåäèñòîðèÿòà èì. Ñ äðóãè äóìè óäà÷íî å ïúðâîíà÷àëíî LS äà ñå
ïðèëîæè êúì ARX ìîäåë. Àêî íå ñå íàìåðè ïîäõîäÿùà ñòðóêòóðà íà
ìîäåëà, ÷àñò îò äåòåðìèíèðàíîòî ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà îñòàâà íåîò-
ðàçåíî îò ìîäåëà. Òàêúâ å ñëó÷àÿò, êîãàòî íå âñè÷êè çíà÷èìè âåëè÷èíè
çà îïèñàíèåòî íà èçõîäà ñà íàëè÷íè (òå ñà ïðè÷èñëåíè êúì âëèÿíèåòî
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íà îêîëíàòà ñðåäà). Äðóã âàðèàíò å, òúé êàòî ìîäåëúò å àïðîêñèìàöèÿ
íà ñèñòåìàòà, íÿêîè àñïåêòè îò íåéíîòî ïîâåäåíèå, êàòî çíà÷èìè ïðîèç-
âîäíè, íåëèíåéíîñòè è äð., äà ñà ïðåíåáðåãíàòè (òîâà å íåñúîòâåòñòâèå
ìåæäó ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà è ñèñòåìàòà).

Íåîò÷åòåíèÿò îò ìîäåëà äåòåðìèíèðàí àñïåêò îò ïîâåäåíèåòî íà ñèñ-
òåìàòà ñå ïðè÷èñëÿâà êúì îñòàòúêà. Ïî òàçè ïðè÷èíà ek íÿìà ñâîéñò-
âàòà íà áÿë øóì, êîåòî âîäè äî èçìåñòåíîñò íà îöåíêèòå. Â òîçè ñëó÷àé
öâåòíèÿò îñòàòúê ùå ñå îçíà÷àâà ñ ẽk, à ARX ìîäåëúò ùå ñå çàïèñâà
êàòî:

A(q−1)yk = B(q−1)uk + ẽk. (3.34)

Åäèí îò íà÷èíèòå çà îñèãóðÿâàíå íà íåèçìåñòåíè îöåíêè å â ìîäåëà
äà ñå âúâåäå ôîðìèðàù ôèëòúð, ñ êîéòî äà ñå îïèøå îöâåòåíîñòòà â
îñòàòú÷íàòà ãðåøêà. Òîçè ôèëòúð ñå îïðåäåëÿ òàêà, ÷å íà âõîäà ìó äà
ïîñòúïâà (ôèêòèâåí) ñëó÷àåí ñèãíàë ek, êîéòî å áÿë øóì, à èçõîäúò íà
ôèëòúðà äà å öâåòíèÿò îñòàòúê ẽk. Òàêà çàäà÷àòà çà îöåíÿâàíå ñå ñâåæäà
äî òúðñåíå íà ïàðàìåòðèòå íà ðàçøèðåí (ñ ôîðìèðàùèÿ ôèëòúð) ìîäåë,
÷èÿòî ñòðóêòóðà ïîçâîëÿâà îñòàòú÷íàòà ãðåøêà äà ñå èçáåëè.

Íåçàâèñèìî îò âèäà íà ôèëòúðà ïàðàìåòðèòå ìó ñúùî ñå îöåíÿâàò. Â
òàçè ïîäòî÷êà å ðàçãëåäàí ìåòîäúò íà ðàçøèðåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè
(ELS), êîéòî ñå ïðèëàãà çà ìîäåëè îò òèï ARMAX.

3.2.5.1 Îïèñàíèå íà ñèñòåìàòà

Åäèí îò íàé-ðàçïðîñòðàíåíèòå â ïðàêòèêàòà âàðèàíòè çà îñèãóðÿâà-
íå íà íåèçìåñòåíè îöåíêè å ôèëòúðúò äà áúäå îò òèï ïúëçÿùî ñðåäíî
(MA), ò.å. äà å îò âèäà:

ẽk = C(q−1)ek. (3.35)

Ðàçøèðåíèÿò ARX ìîäåë ñ MA ôèëòúð å âñúùíîñò ARMAX ìîäåëúò:

A(q−1)yk = B(q−1)uk +C(q−1)ek. (3.36)

Ñ ïðåäñòàâÿíåòî íà ïîëèíîìíèòå ìàòðèöè êàòî ïîëèíîìè ïî ñòåïåíèòå
íà q−1, (3.36), ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî:

yk +A1yk−1 + . . .+Anayk−na = B1uk−1 + . . .+Bnbuk−nb

+C1ek−1 + . . .+ Cncek−nc + ek.

Îòíîâî íåêà ïàðàìåòðèòå ñå ãðóïèðàò â ìàòðèöà, à ðåãðåñîðèòå âúâ
âåêòîð, êàêòî òîâà áåøå íàïðàâåíî â òî÷êà 3.2.1 çà ARX ìîäåë. Ñëåä
èçðàçÿâàíå íà yk îò ïîñëåäíèÿ èçðàç è îòäåëÿíå íà ïàðàìåòðèòå îò ðåã-
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ðåñîðèòå çà îáùàòà ôîðìà íà ìîäåëà â k-òèÿ ìîìåíò ñå ïîëó÷àâà:

yk = ΘTφk + ek, (3.37)

êúäåòî φk ∈ Rz è Θ ∈ Rz×ℓ ñà:

φk = [−yTk−1 . . . − yTk−na uT
k−1 . . . uT

k−nb | eTk−1 . . . eTk−nc]
T

= [φT
ARX,k φT

f,k]
T , (3.38)

Θ = [A1 . . . Ana B1 . . . Bnb | C1 . . . Cnc]
T = [ΘT

ARX ΘT
f ]

T , (3.39)

êúäåòî áðîÿò íà ðåãðåñîðèòå å z = ℓna +m nb + ℓnc. Ñ ðàçäåëÿíåòî íà
φk è Θ â (3.38) è (3.39) íà äâå ÷àñòè ñå öåëè îòäåëÿíåòî íà ARX ÷àñòòà
íà ðàçøèðåíèÿ ìîäåë îò òàçè íà MA ôèëòúðà. Îáùîòî ïðåäñòàâÿíå íà
ìîäåëà çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå å

Y = ΦΘ+ E. (3.40)

Ìàòðèöèòå Y , E è Φ ñå äåôèíèðàò ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî â òî÷êà
3.2.1 (âèæ (3.6), (3.8) è (3.14)). Ñïîðåä ðàçäåëÿíåòî íà ARMAX ìîäåëà
íà äâå ÷àñòè ìàòðèöàòà íà äàííèòå Φ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî:

Φ = [ΦARX Φf ]. (3.41)

ΦARX ñúäúðæà âõîäíî-èçõîäíèòå ðåãðåñîðè, à Φf çàâèñè îò ñòîéíîñòèòå
íà íåèçâåñòíèÿ îñòàòúê íà ARMAX ìîäåëà, êîéòî òðÿáâà áúäå áÿë øóì.

Ïðèíöèïíàòà ðàçëèêà ìåæäó ARX è ARMAX ìîäåëèòå å, ÷å ïðè
ïîñëåäíèòå φk çàâèñè îñâåí îò íàëè÷íèòå âõîäíî-èçõîäíè âåëè÷èíè è
îò íåèçâåñòíàòà âåëè÷èíà ek. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å Φf â (3.41) íå ìîæå äà
ñå ôîðìèðà ïðåäè ïîëó÷âàíåòî íà ìîäåë, è ïî òàçè ïðè÷èíà ðåøåíèåòî
çà îïòèìàëíàòà ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå Θ̂ ïî LS íå å ïðèëîæèìî çà
ARMAX ìîäåëè. Íàëè÷èåòî íà ek â ìàòðèöàòà íà äàííèòå îçíà÷àâà,
÷å òîçè ñèãíàë ñúùî òðÿáâà äà ñå îöåíÿâà. Â òàêúâ ñëó÷àé, îöåíêàòà íà
îñòàòúêà çàâèñè êàêòî îò èçòî÷íèêà íà èíôîðìàöèÿ � âõîäíî-èçõîäíèòå
äàííè, òàêà è îò êîíêðåòíèòå îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå è ñòðóêòóðàòà íà
ìîäåëà. Ïîðàäè íàëè÷èåòî íà ek âúâ âåêòîðà íà ðåãðåñîðèòå, èçõîäúò
íà ARMAX ìîäåëúò íå å ëèíååí ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðèòå.

Çà äà ñå ïðåäñòàâè òàçè íåëèíåéíà çàâèñèìîñò, íåêà èçõîäúò íà ARMAX
ìîäåëà ŷk ñå çàïèøå êàòî:

ŷk = ΘTφk = ΘT [φT
ARX,k φT

f,k]
T .

×àñò îò åëåìåíòèòå íà φk ñà ðåãðåñîðèòå íà ôèëòúðà (åëåìåíòèòå íà âåê-
òîðà φf,k), êîèòî ñà ïðåäèøíè ñòîéíîñòè íà ek. Íî îñòàòú÷íàòà ãðåøêà
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çàâèñè îò ïàðàìåòðèòå, ïî-òî÷íî

ek = yk −ΘTφk.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å êîãàòî ìîäåëúò å ARMAX, φk = φk(Θ), îòêúäåòî
ñëåäâà, ÷å èçõîäúò

ŷk = ΘTφk(Θ)

å íåëèíåéíà ôóíêöèÿ íà ïàðàìåòðèòå.

3.2.5.2 Ïîêàçàòåë íà êà÷åñòâîòî

Âèäúò íà ïîêàçàòåëÿ íà êà÷åñòâîòî è íà êðèòåðèÿ â ELS ñà êàòî ïðè
LS, ò.å. F(Θ) = tr(ETE), à êðèòåðèÿò å

min
Θ
F(Θ) = min

Θ
tr(ETE). (3.42)

Â íà÷àëîòî íà Òðåòà ãëàâà áåøå ñïîìåíàòî, ÷å â ïðàêòèêàòà ñà ñå óñòàíî-
âèëè äâà ïîäõîäà çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëè êàòî ARMAX.
Òúé êàòî ïðè òîâà îïèñàíèå ŷk çàâèñè íåëèíåéíî îò ïàðàìåòðèòå, åäè-
íèÿò ïîäõîä çà ìèíèìèçàöèÿ íà F(Θ) å äà ñå ïðèëîæè ìåòîä íà íåëè-
íåéíèòå íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè (NLS � Non-linear Least Squares). Òîâà
âîäè äà íåîáõîäèìîñòòà îò èçïîëçâàíå íà ìåòîä çà îïòèìèçàöèÿ, êîéòî
ðåøàâà çàäà÷àòà (3.42).

Äðóãèÿò âàðèàíò å äà ñå ïðèëîæè îïèñàíèÿò ïî-äîëó ìåòîä íà ðàç-
øèðåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè ELS. Ïðè íåãî ìíîãîêðàòíî ñå ïðèëàãà
ñòàíäàðòíèÿò LS è ñå èç÷èñëÿâà îñòàòúêúò íà ARMAX ìîäåëà. Èçïîë-
çâàíåòî íà LS ïðåäïîëàãà ïðèåìàíåòî, ÷å èçõîäúò íà ìîäåëà å ëèíååí
ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðèòå. Ïîëó÷åíèòå îöåíêè, êîèòî â íà÷àëîòî ñà
èçìåñòåíè, ñå èçïîëçâàò çà ôîðìèðàíå íà ñèãíàë, êîéòî å ïðèáëèæåíèå
íà ek. Òîâà ïðèáëèæåíèå ñå èçïîëçâà, çà äà ñå îïðåäåëè íîâà ìàòðèöà
íà äàííèòå, êúì êîÿòî îòíîâî ñå ïðèëàãà LS. Òàêà èòåðàòèâíî ñå ïî-
ëó÷àâàò ïàðàìåòðè íà ìîäåëà, êîèòî âîäÿò äî âñå ïî-òî÷íà îöåíêà íà
ek, à îòòàì è äî ïî-ìàëêà èçìåñòåíîñò íà îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå. Ñ
íàðàñòâàíå íà èòåðàöèèòå, êîëêîòî ïî-óäà÷íî å èçáðàíà ñòðóêòóðàòà íà
ìîäåëà, òîëêîâà ñâîéñòâàòà íà îñòàòúêà ñòàâàò ïî-áëèçêè äî òåçè íà
áåëèÿ øóì.

Ðàçëèêàòà ìåæäó NLS (ðåàëèçèðàí ñ ìåòîä çà îïòèìèçàöèÿ) è èòå-
ðàòèâíàòà ïðîöåäóðà íà ELS å ñëåäíàòà. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé íà áàçàòà
íà èíôîðìàöèÿòà çà öåëåâàòà ôóíêöèÿ (ñòîéíîñòòà �è è/èëè íàêëîíà
è/èëè êðèâèíàòà �è) â òåêóùàòà òî÷êà îò ïðîñòðàíñòâîòî íà ïàðàìåòðè-
òå ñå èçáèðà ïîñîêà íà ïðèäâèæâàíå êúì îïòèìóìà. Îò äðóãà ñòðàíà, â
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îïèñàíèÿ ïî-äîëó àëãîðèòúì ïðèäâèæâàíåòî íà îöåíêèòå íà ïàðàìåòðè-
òå êúì îïòèìàëíèòå èì ñòîéíîñòè ñòàâà áåç åêñïëèöèòíîòî èçïîëçâàíå
íà èíôîðìàöèÿòà çà ïîâúðõíèíàòà íà F(Θ).

Âúïðåêè ÷å â ELS ñå ïðèåìà, ÷å íåëèíåéíèÿò ïî ïàðàìåòðè ìîäåë
å ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí, ÷åñòî ELS âîäè äî ïî-áúðçî îïðåäåëÿíå íà
îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå îò NLS.

3.2.5.3 Àëãîðèòúì íà ELS

Àëãîðèòúìúò íà ELS çà îöåíêà íà ARMAX ìîäåëè ñå ñúñòîè îò îïè-
ñàíèòå ïî-äîëó ñòúïêè.

1. Èíèöèàëèçàöèÿ

Çàäàâàò ñå ïàðàìåòðèòå, êîèòî îïðåäåëÿò óñëîâèÿòà çà ñïèðàíå
íà èòåðàòèâíàòà ïðîöåäóðà, íàïðèìåð òîëåðàíñè êàòî τΘ (ïðàã íà
ïðîìÿíà íà ïàðàìåòðèòå), τF (ïðàã íà ïðîìÿíà íà öåëåâàòà ôóíê-
öèÿ) è äð., à ñúùî è ìàêñèìàëíèÿò áðîé èòåðàöèè imax. Ôîðìèðà ñå
ìàòðèöàòà ΦARX, îòãîâàðÿùà íà ñòðóêòóðàòà íà ARX ìîäåëà (ñú-
äúðæà ñàìî âõîäíî-èçõîäíèòå íàáëþäåíèÿ). Ïàðàìåòðèòå íà ARX
ìîäåëà ñå îöåíÿâàò êàòî:

Θ
(0)
ARX = (ΦT

ARXΦARX)
−1ΦT

ARXY.

Θ̂
(0)
ARX å èçìåñòåíà îöåíêà ïîðàäè öâåòíèÿ õàðàêòåð íà îñòàòúêà

ẽk. Ôîðìèðà ñå ìàòðèöàòà E, ñúäúðæàùà ñòîéíîñòèòå íà îöåíå-
íèÿ (íåèçâåñòåí) îñòàòúê ek, êîéòî òðÿáâà äà å ÁØ. Â èíèöèàëè-
çèðàùàòà ñòúïêà E ñúâïàäà ñ ìàòðèöàòà Ẽ, çàâèñåùà îò öâåòíèòå
îñòàòúöè, ò.å.

E(0) ≡ Ẽ(0) = Y − ΦARXΘ
(0)
ARX. (3.43)

2. LS çà ARMAX ìîäåëà

Â i-òàòà èòåðàöèÿ ñå ôîðìèðà âòîðèÿò áëîê Φ
(i)
f â (3.41) è ìàòðè-

öàòà Φ(i). Ìàòðèöàòà Φ
(i)
f ñúîòâåòñòâà íà MA ìîäåëà, à ïúëíàòà

ìàòðèöà íà äàííèòå (îòãîâàðÿùà íà ARMAX ìîäåëà) â i-òàòà èòå-
ðàöèÿ å

Φ(i) = [ΦARX Φ
(i)
f ].

ΦARX ñúäúðæà íàëè÷íèòå âõîäíî-èçõîäíè äàííè è íå ñå àêòóàëèçè-
ðà. Çàòîâà â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî îçíà÷åíèåòî ΦARX íÿìà èíäåêñ

íà òåêóùàòà èòåðàöèÿ. Îò äðóãà ñòðàíà, Φ
(i)
f çàâèñè îò åëåìåíòèòå

íà E(i), êîèòî ñå ïðåèç÷èñëÿâàò íà âñÿêà èòåðàöèÿ. Ïàðàìåòðèòå
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íà ARMAX ìîäåëà â òåêóùàòà èòåðàöèÿ ñå ôîðìèðàò êàòî:

Θ(i) = (Φ(i)TΦ(i))−1Φ(i)TY.

3. Îöåíÿâàíå íà îñòàòúêà ek
Ìàòðèöàòà E â òåêóùàòà èòåðàöèÿ ñå èç÷èñëÿâà êàòî:

E(i) = Y − Φ(i)Θ(i). (3.44)

4. Ïðîâåðêà çà ñïèðàíå
Èçáðàíîòî óñëîâèå çà ñïèðàíå íà èòåðàòèâíàòà ïðîöåäóðà ìîæå äà
âêëþ÷âà àáñîëþòíèÿ êðèòåðèé

max(|Θ(i) −Θ(i−1)|) < τΘ,

êàêòî è äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèå i > imax, â ñëó÷àé ÷å â ðàçó-
ìåí áðîé èòåðàöèè íå ñå íàìåðè ïîäõîäÿùî ðåøåíèå. Äðóã ïîäõî-
äÿù êðèòåðèé, ñâúðçàí ñ èçìåíåíèåòî íà ïàðàìåòðèòå, å ∥Θ(i) −
Θ(i−1)∥F < τΘ. Âúïðåêè ÷å èç÷èñëÿâàíåòî íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ íå
å íåîáõîäèìî çà èçïúëíåíèåòî íà èòåðàòèâíèÿ àëãîðèòúì, ïîäõî-
äÿù êðèòåðèé å

|F (i)
Θ −F

(i−1)
Θ | < τF

(çà îïðîñòÿâàíå íà çàïèñà, êîãàòî ñå îïèñâàò èòåðàòèâíèòå àëãî-
ðèòìè, ñå èçïîëçâà îçíà÷åíèåòî F (i) = F(Θ(i))).
Àêî íÿêîå îò èçáðàíèòå óñëîâèÿ å èçïúëíåíî, ïðîöåäóðàòà çà îöå-
íÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå íà ARMAX ìîäåëà ñå ïðåóñòàíîâÿâà. Â
ïðîòèâåí ñëó÷àé ñå ïðîäúëæàâà îò ñòúïêà 2.

3.2.5.4 Îñîáåíîñòè íà ìåòîäà

Oò (3.43) ñå âèæäà, ÷å ïðè ñòàðòèðàíå íà ïðîöåäóðàòà Θ
(0)
f = 0 è

òîãàâà C(q−1) = I. Ïîðàäè íåîïòèìàëíèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå íà

ôèëòúðà C(q−1) â íà÷àëîòî íà ïðîöåäóðàòà ñèãíëúò e
(0)
k = ẽk å öâåòåí

øóì.

Î÷àêâà ñå ñ íàðàñòâàíå íà èòåðàöèèòå, åëåìåíòèòå íà ìàòðèöàòà Θ
(i)
f

äà ñõîæäàò êúì îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè. Òîâà âîäè äî äîáëèæàâàíå
ñâîéñòâàòà íà ek äî òåçè íà áåëèÿ øóì è ñúîòâåòíî äî íàìàëÿâàíå íà

èçìåñòåíîñòòà íà îöåíêèòå Θ
(i)
ARX.

Ìàòðèöàòà Θ
(i)
f çàâèñè íàé-âå÷å îò ek, êîéòî ñå îöåíÿâà, à Θ

(i)
ARX îò

íàëè÷íèòå âõîäíî-èçõîäíè äàííè. Ïî òàçè ïðè÷èíà îöåíêàòà Θ
(i)
f ñõîæäà

÷óâñòâèòåëíî ïî-áàâíî îò Θ
(i)
ARX.
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Åäíà îñîáåíîñò ïðè ðåàëèçàöèÿòà íà ìåòîäà å ñëåäíàòà. Íåêà n =
max(na, nb, nc) å áðîÿò ïðåäèøíè òàêòîâå, íåîáõîäèìè çà ôîðìèðàíå íà
èçõîäà â äàäåí ìîìåíò. Â ïúðâàòà èòåðàöèÿ (i = 1) ïúðâîíà÷àëíî ìàò-

ðèöàòà E(0) ≡ Ẽ(0) èìà N − n ðåäà, êàòî ïúðâèÿò ðåä å (e
(0)
n+1)

T . Òúé

êàòî ïúðâèòå nc ðåäà â E(0) ñà íóæíè çà ôîðìèðàíå íà ïúðâèÿ ðåä â

ìàòðèöàòà Φ
(1)
f , êîéòî å âåêòîðúò íà íåèçìåðèìèòå, íî îöåíåíè ôàêòî-

ðè â ìîäåëà φ
(1)
f,n+nc+1, òî Φ

(1)
f ∈ RN−n−nc×ℓnc. Òîâà çíà÷è, ÷å áðîÿò íà

ðåäîâåòå íà Φ(1) â îáùîòî ïðåäñòàâÿíå íà ARMAX ìîäåëà çà èíòåðâàëà
íà íàáëþäåíèå ñà íàìàëåëè ñ nc. Ñëåäîâàòåëíî â ñëåäâàùàòà èòåðà-
öèÿ E(1) ∈ RN−n−nc×ℓ. Îòíîâî ïúðâèòå nc ðåäà íà E(1) ñå èçïîëçâàò

çà ôîðìèðàíå íà ïúðâèÿ ðåä íà Φ
(2)
f , îòêúäåòî îáùîòî ïðåäñòàâÿíå íà

ìîäåëà çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå âúâ âòîðàòà èòåðàöèÿ ñå ñúñòîè îò
N − n− 2nc ðåäà.

Â i-òàòà èòåðàöèÿ áðîÿò íà óðàâíåíèÿòà (ðåäîâåòå íà Φ(i)) ñòàâà
N − n− i nc. Òîçè åôåêò íà íàìàëÿâàíå ðàçìåðíîñòòà íà Φ(i) å íåæåëà-
òåëåí, çàùîòî ïðè ãîëÿì áðîé èòåðàöèè ìîæå äà âúçíèêíàò ïðîáëåìè,
ñâúðçàíè ñ ïðåîðàçìåðÿâàíåòî íà ìîäåëà. Çàòîâà åäíî ðåøåíèå íà òîçè
ïðîáëåì, êàêòî ïðè ELS, òàêà è ïðè îñòàíàëèòå ìåòîäè îò òîçè âèä, å

âèíàãè Φ
(i)
f , à îòòàì è Φ(i) äà ñå ñúñòîÿò îò N − n ðåäà, à ëèïñâàùèòå

íà÷àëíè ñòîéíîñòè íà îöåíåíàòà îñòàòú÷íà ãðåøêà íà ARMAX ìîäåëà
äà ñå ïðèåìàò çà íóëè.

Â òî÷êà 3.2.2.5 å äàäåí ïðèìåð çà ïîëó÷àâàíå íà èçìåñòåíè îöåíêè
ïî LS, êîãàòî îñòàòúêúò å öâåòåí øóì. Â äîëíèÿ ïðèìåð å ïðåäñòàâåí
åôåêòúò îò ðàçøèðÿâàíåòî íà ARX ìîäåëà ñ ôîðìèðàù ôèëòúð îò òèï
MA, ñ êîéòî ñå îò÷èòà îöâåòåíîñòòà â ẽk.

Ïðèìåð. Öâåòåí îñòàòúê, ARX è ARMAX ìîäåë

Çà äà ìîæå äèðåêòíî äà ñå íàáëþäàâà èçìåñòåíîñòòà íà îöåíêèòå,
äîëíèòå èçñëåäâàíèÿ ñà èçâúðøåíè ñ ïîìîùòà íà ñèìóëàöèÿ, â êîÿòî
îïòèìàëíèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå ñà èçâåñòíè. Ñöåíàðèÿò íà òàçè
ñèìóëàöèÿ å ïîäîáåí íà òîçè â ïðèìåðà îò òî÷êà 3.2.2.5.

Äàííèòå ñå ãåíåðèðàò ñ ARMAX ìîäåë ñúñ ñëåäíèòå ïîëèíîìíè ìàò-
ðèöè:

A(q−1) = I +

0.3 0.2

0.8 −0.3

 q−1 +

 0.1 0.4

−0.5 0.7

 q−2,
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B(q−1) = 0 +

 0.4 −0.9

−0.5 −0.8

 q−1,

C(q−1) = I +

0.9 0.1

0.5 −0.8

 q−1 +

0.6 −0.1

0.2 0.7

 q−2.

Òàáëèöà 3.7. Ïàðàìåòðè, îöåíêè ïî LS, àáñîëþòíà è îòíîñèòåëíà ãðåøêà
ïðè öâåòåí îñòàòúê

θi θ̂i θi − θ̂i
θi−θ̂i

θi
× 100%

0.3 0.2026 0.0974 32.4788

0.2 0.2756 −0.0756 −37.7959

0.8 0.6629 0.1371 17.1364

−0.3 −0.1444 −0.1556 51.8625

0.1 0.0865 0.0135 13.4730

0.4 0.4465 −0.0465 −11.6162

−0.5 −0.4219 −0.0781 15.6243

0.7 0.6071 0.0929 13.2736

0.4 0.3902 0.0098 2.4522

−0.9 −0.9380 0.0380 −4.2199

−0.5 −0.5670 0.0670 −13.4084

−0.8 −0.7900 −0.0100 1.2442

0.9 − − −
0.1 − − −
0.5 − − −

−0.8 − − −
0.6 − − −

−0.1 − − −
0.2 − − −
0.7 − − −

Ïúðâèòå 200 íàáëþäåíèÿ ñå èçïîëçâàò çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè-
òå, à îñòàíàëèòå 100 � çà âàëèäàöèÿ. Âõîäíèòå ñèãíàëè ñà ui,k ∼ U(0, 1)
çà i = 1, 2. Ôîðìèðà ñå îñòàòúêúò ek ∼ N (0, 1

16Σyd
), êúäåòî yd å äå-

òåðìèíèðàíèÿò èçõîä íà ARX ÷àñòòà, ò.å. çàâèñåù îò A(q−1) è B(q−1).
Öâåòíèÿò îñòàòúê ẽk ñå ïîëó÷àâà, êàòî ñòîéíîñòèòå íà ek äîïúëíèòåëíî
ñå êîðåëèðàò ñ MA ôèëòúðà ñ ìàòðèöàòà C(q−1).
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Ñ èçïîëçâàíå íà LS ñå îöåíÿâàò ïàðàìåòðèòå íà ARX ìîäåë. Ïîëè-
íîìèòå ìó ñà îò ñúùèòå ðåäîâå êàòî íà ïîëèíîìèòå â ìîäåëà, èçïîëçâàí
çà ãåíåðèðàíå íà äàííèòå (àêöåíòúò â ïðèìåðà å âúðõó îöåíÿâàíåòî íà
ïàðàìåòðèòå, à íå âúðõó èçáîðà íà ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåòðè è çàòîâà å
ïðèåòî, ÷å ñòðóêòóðàòà å èçâåñòíà). Îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè, òåõíèòå
îöåíêè, àáñîëþòíàòà è îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà ñà äàäåíè â Òàáëèöà 3.7.
Ñúùî òàêà ñå îöåíÿâàò è ïàðàìåòðèòå íà ARMAX ìîäåë, êàòî çà öåëòà
å èçïîëçâàí ELS). Ðåçóëòàòúò å äàäåí â Òàáëèöà 3.8. Âåêòîðúò íà ïàðà-
ìåòðèòå θ, ÷èèòî ñòîéíîñòè ñà â ïúðâàòà êîëîíà íà äâåòå òàáëèöè, å ñúñ
ñòðóêòóðà:

θ = [(vecAT
1 )

T (vecAT
2 )

T (vecBT
1 )

T (vecCT
1 )

T (vecCT
2 )

T ]T .

Òàáëèöà 3.8. Ïàðàìåòðè, îöåíêè ïî ELS, àáñîëþòíà è îòíîñèòåëíà ãðåøêà
ïðè öâåòåí îñòàòúê

θi θ̂i θi − θ̂i
θi−θ̂i

θi
× 100%

0.3 0.2674 0.0326 10.8575

0.2 0.2560 −0.0560 −27.9991

0.8 0.7602 0.0398 4.9809

−0.3 −0.2701 −0.0299 9.9772

0.1 0.1286 −0.0286 −28.5785

0.4 0.4234 −0.0234 −5.8429

−0.5 −0.4836 −0.0164 3.2700

0.7 0.6583 0.0417 5.9579

0.4 0.4005 −0.0005 −0.1341

−0.9 −0.9042 0.0042 −0.4660

−0.5 −0.5510 0.0510 −10.2025

−0.8 −0.7458 −0.0542 6.7775

0.9 0.6874 0.2126 23.6240

0.1 0.0279 0.0721 72.1329

0.5 0.4912 0.0088 1.7687

−0.8 −0.6541 −0.1459 18.2420

0.6 0.3645 0.2355 39.2433

−0.1 −0.1514 0.0514 −51.4170

0.2 0.1063 0.0937 46.8341

0.7 0.3344 0.3656 52.2279

Ïîêàçàòåëÿò VAF çà äâàòà èçõîäà íà ìîäåëèòå, ïîëó÷åíè ñ LS è ñ
ELS, å ñúîòâåòíî:

VAFLS =

87.91
80.83

 è VAFELS =

93.40
85.39

 .
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Â ïúðâàòà òàáëèöà ñå íàáëþäàâà èçìåñòåíîñòòà íà θ̂ íà ARX ìîäåëà,
êàòî îáÿñíåíèåòî çà òîâà (âèæ òî÷êà 3.2.2.4) å íåïîäõîäÿùàòà ñòðóêòóðà
íà îïèñàíèåòî. Åäèí âàðèàíò çà ïîäîáðÿâàíå íà ìîäåëà å òèïúò ARX
äà ñå çàïàçè, à ñòåïåíèòå íà ïîëèíîìèòå äà íàðàñíàò, íî îáèêíîâåíî
òîâà âîäè äî ïîëèíîìè îò âèñîê ðåä. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ñå ïîòúðñè
ARMAX ìîäåë, ÷åñòî áðîÿò íà ïàðàìåòðèòå â êðàéíîòî îïèñàíèå å ïî-
ìàëúê. Öåíàòà çà òîâà å èçïîëçâàíåòî íà èòåðàòèâíè ìåòîäè çà îöåíêà,
òúé êàòî ìîäåëúò ñòàâà íåëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàí.

Îò âòîðàòà òàáëèöà ñå âèæäà, ÷å ñ äîáàâÿíå íà MA ôèëòúðà ðàçëè-
êàòà ìåæäó äåéñòâèòåëíèòå ïàðàìåòðè è òåõíèòå îöåíêè ÷óâñòâèòåëíî
íàìàëÿâà.

Ñúùî òàêà å ïðèëîæåí è àâòîêîðåëàöèîííèÿò òåñò íà îñòàòúêà (òî÷-
êà 2.4.3.3). Çà ARX ìîäåëà ïðîöåíòíèòå ñúîòíîøåíèÿ íà ñëó÷àèòå, â
êîèòî

|re,i| ≥ 1.96 çà i = 1, 49,

å ñúîòâåòíî 12% è 24%. Òúé êàòî è çà äâàòà èçõîäà òåçè ñúîòíîøåíèÿ ñà
ïîâå÷å îò 5%, íå ìîæå äà ñå ïðèåìå, ÷å îñòàòúêúò å áÿë øóì. Îò äðóãà
ñòðàíà, çà ARMAX ìîäåëà ãîðíîòî íåðàâåíñòâî ñå èçïúëíÿâà â 2% îò
ñëó÷àèòå. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ARMAX ìîäåëúò îòðàçÿâà çàêîíîìåðíèòå
çàâèñèìîñòè ìåæäó âõîäîâåòå è èçõîäèòå, êîåòî âîäè äî îñòàòúê, ìåæäó
ñòîéíîñòèòå íà êîéòî íå ñå íàáëþäàâàò çíà÷èìè êîðåëàöèè. ♢

3.2.6 Ìåòîä íà èíñòðóìåíòàëíèòå ïðîìåíëèâè

Äî ìîìåíòà å ïðåäñòàâåí LS è íåãîâèòå îáîáùåíèÿ WLS è GLS, êîèòî
ïðè íàðóøàâàíå íà ïðèåìàíåòî çà åðãîäè÷íîñò è çà ëèïñà íà îöâåòåíîñò
íà îñòàòúêà, îñèãóðÿâàò åôåêòèâíè îöåíêè. Õàðàêòåðíî çà òåçè ìåòîäè
å, ÷å ñå èçìåíÿ öåëåâàòà ôóíêöèÿ, êàòî ñå äîáàâÿò òåãëà è íîâè ÷ëåíîâå.
Êîãàòî îñòàòúêúò å öâåòåí øóì, ÷åñòî ñå ïðèáÿãâà äî îïèñàíèÿ ïî-ãîðå
ìåòîä ELS.

Ðàçëè÷åí ïîäõîä çà ïîëó÷àâàíå íà íåèçìåñòåíè îöåíêè ñå ðåàëèçèðà
ñ ìåòîäà íà èíñòðóìåíòàëíèòå ïðîìåíëèâè (IV). Çà åäíîìåðíè ñèñòåìè
òîé å ðàçãëåäàí â [11, 12, 123]. Ïðè íåãî F(Θ) îñòàâà ñúùàòà êàòî ïðè
LS, à ñå èçìåíÿ óðàâíåíèåòî íà ìîäåëà, êîãàòî òîé å îïèñàí â îáù âèä.

3.2.6.1 Óðàâíåíèå íà ìîäåëà

Íåêà îòíîâî ñ ẽk ñå îçíà÷è îöâåòåíèÿò îñòàòúê, êîéòî ñå ïîëó÷àâà,
àêî ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà íå å ïîäõîäÿùà, àêî ñèñòåìàòà å íåñòàöèî-
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íàðíà èëè êîãàòî èìà ôàêòîðè, ïðè÷èñëåíè êúì âëèÿíèåòî îò îêîëíàòà
ñðåäà, íî îêàçâàùè èçâåñòíî âëèÿíèå âúðõó ïîâåäåíèåòî íà îáåêòà. Íåêà
ñúùî ìàòðèöàòà Ẽ äà ñúäúðæà ñòîéíîñòèòå íà òåçè îñòàòúöè ïî îòäåë-
íèòå èçõîäè çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå. Òîãàâà óðàâíåíèåòî íà ìîäåëà
ñ èçïîëçâàíå íà íàëè÷íèòå äàííè å

Y = ΦΘ+ Ẽ. (3.45)

Ïðè IV (3.45) ñå óìíîæàâà ñ ìàòðèöà, êîÿòî èìà ñúùàòà ðàçìåð-
íîñò êàòî ìàòðèöàòà íà äàííèòå Φ. Íåêà òîâà å Z ∈ RN−n×z è òîãàâà
óðàâíåíèåòî íà ìîäåëà ñòàâà:

ZTY = ZTΦΘ+ ZT Ẽ.

Ñòúëáîâåòå íà Z ñà ñòîéíîñòè íà ò.íàð. èíñòðóìåíòàëíè ïðîìåíëèâè. Òå
ñå îïðåäåëÿò ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å äà ñà êîðåëèðàíè ñ äàííèòå, ò.å. ZTY ̸=
0 è ZTΦ ̸= 0, íî äà íå ñà êîðåëèðàíè ñ îñòàòúêà. Îò íåçàâèñèìîñòòà
ìåæäó ñòúëáîâåòå íà Z è Ẽ (âèæ ãðàôè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà LS â
òî÷êà 2.3.4.5) ñëåäâà, ÷å Z.i ëåæàò â ïðîñòðàíñòâîòî, êîåòî å îðòîãîíàëíî
íà range Ẽ (òîâà å ïðîñòðàíñòâîòî, â êîåòî ñòúëáîâåòå íà Ẽ ôîðìèðàò
áàçèñ). Êîãàòî, â äîïúëíåíèå íà òîâà, îñòàòúêúò å öåíòðèðàí, ZT Ẽ = 0
è òîãàâà (3.45) ñå ñâåæäà äî

ZTY = ZTΦΘ̂.

Êîãàòî Z è ìàòðèöàòà íà äàííèòå ñà îò ïúëåí ðàíã, à òîâà îçíà÷àâà,
÷å îáåêòúò å âúçáóäåí ïî âñè÷êè êàíàëè, ZTΦ å äîáðå îáóñëîâåíà è çà
îïòèìàëíèòå îöåíêè ñå ïîëó÷àâà:

Θ̂ = (ZTΦ)−1ZTY.

Íåçàâèñèìîñòòà íà Z îò Ẽ îñèãóðÿâà íåèçìåñòåíè îöåíêè. Êîãàòî Z = Φ,
òîçè ìåòîä ñúâïàäà ñ LS.

Íåêà ìîäåëúò å ARX, à òîâà îçíà÷àâà, ÷å Φ ñúäúðæà ïðåäèñòîðèÿòà
íà èçõîäà. Êîãàòî ek å ÁØ, òîãàâà Φ è E ñà íåçàâèñèìè, ïîíåæå ðåãðå-
ñîðèòå äî k − 1-èÿ òàêò íå çàâèñÿò îò ek. Ñ äðóãè äóìè äàäåí ðåä íà Φ
íå å êîðåëèðàí ñúñ ñúîòâåòíèÿ ðåä íà E è â ðåçóëòàò íà òîâà ΦTE = 0.
Íî êîãàòî îñòàòúê ẽk å ÖØ (ò.å. ∃ i > 0, çà êîåòî cov(ẽk, ẽk−i) ̸= 0),
ðåãðåñîðèòå äî k − 1-ÿ òàêò ñà êîðåëèðàíè ñ ẽk, ïîíåæå êàêòî òå, òàêà
è ẽk çàâèñÿò îò ñòîéíîñòè íà îñòàòúêà äî k − 1-ÿ òàêò. Òîâà îçíà÷àâà,
÷å ΦT Ẽ ̸= 0, èëè ñ äðóãè äóìè rangeΦ è range Ẽ íå ñà îðòîãîíàëíè.
Ñëåäîâàòåëíî ìàòðèöàòà íà äàííèòå íå å ïîäõîäÿùà çà èíñòðóìåíòàëíà
ìàòðèöà.
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Îò äðóãà ñòðàíà, äèñïåðñèÿòà íà Θ̂ å ïðîïîðöèîíàëíà íà (ZTΦ)−1

(âèæ (3.28)) è çàòîâà, êîëêîòî ïî-êîðåëèðàíè ñà Z è Φ, òîëêîâà ïî-
ìàëêà å äèñïåðñèÿòà íà îöåíêèòå σ2

Θ̂
.

3.2.6.2 Àëãîðèòúì íà IV

Â íà÷àëîòî íà òåìàòà çà îöåíÿâàíåòî íà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðà-
ìåòðèòå å ïîêàçàíà ñòðóêòóðàòà íà Φ çà ARX ìîäåë. Òÿ å

Φ = [−Y−1 − Y−2 . . . − Y−na U−1 U−2 . . . U−nb].

Ìàòðèöèòå U−i íå çàâèñÿò îò Ẽ. Çàòîâà òå ñà èäåàëíè èíñòðóìåíòàëíè
ïðîìåíëèâè. Íî îò ãîðíèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñòàíà ÿñíî, ÷å Y−i çàâèñÿò îò
Ẽ, è ïîðàäè òîâà òå íå ñà ïîäõîäÿùè çà ñòúëáîâå íà Z. Åäèí âàðèàíò çà
ïîïúëâàíå íà ëÿâàòà ÷àñò íà èíñòðóìåíòàëíàòà ìàòðèöà, êàòî ñå ãàðàí-
òèðà, ÷å ñòúëáîâåòå �è ëåæàò â ïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëíî íà range Ẽ, å
äà ñå èçïîëçâà ìîäåë, ñ êîéòî Y−i äà ñå îöåíÿò ñàìî ñ ïîìîùòà íà ìàò-
ðèöèòå U−i. Îò íåêîðåëèðàíîñòòà ìåæäó U−i è Ẽ ñëåäâà, ÷å è îöåíêèòå
Ŷ−i íÿìà äà çàâèñÿò îò Ẽ. Òàçè èäåÿ å çàëåãíàëà â ñëåäíèÿ àëãîðèòúì.

Àëãîðèòúì íà IV

1. Èíèöèàëèçàöèÿ

Çàäàâàò ñå óñëîâèÿòà çà ñïèðàíå, íàïðèìåð òîëåðàíñè íà èçìåíå-
íèå íà F(Θ) èëè íà îöåíêèòå â ñúñåäíè èòåðàöèè. Ñúùî òàêà ñå
ôîðìèðà Φ è ñå ïðèëàãà LS:

Θ(0) = (ΦTΦ)−1ΦTY.

2. Îöåíÿâàíå íà Y

Â i-òàòà èòåðàöèÿ ñå ôîðìèðà ìàòðèöàòà:

Y (i) = [y
(i)
n+1 y

(i)
n+2 . . . y

(i)
N ]T ,

êàòî òåêóùèÿò ðåä Y (i) å âåêòîðúò:

y
(i)
k = Θ(i−1)φ′

k,

à âåêòîðúò íà ðåãðåñîðèòå, íåçàâèñåù îò èçõîäà íà ñèñòåìàòà, å

φ′
k = [−y(i)Tk−1 . . . − y

(i)T
k−na uT

k−1 . . . uT
k−nb]

T .

3. Ôîðìèðàíå íà Z

Z(i) = [−Y (i)
−1 − Y

(i)
−2 . . . − Y

(i)
−na U−1 U−2 . . . U−nb].
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4. Îöåíÿâàíå íà Θ ïî IV

Θ(i) = (Z(i)TΦ)−1Z(i)TY.

5. Ïðîâåðêà çà ñïèðàíå

Àêî èçáðàíîòî óñëîâèå çà ñïèðàíå å èçïúëíåíî, èòåðàòèâíîòî îöå-
íÿâàíå ñïèðà è ñå ïðèåìà, ÷å òúðñåíèòå ïàðàìåòðè ñà Θ̂ = Θ(i). Â
ïðîòèâåí ñëó÷àé i← i+1 è ñå ïðîäúëæàâà îò ñòúïêà 2. Ïîäõîäÿùî
óñëîâèå, ñâúðçàíî ñúñ ñòîéíîñòòà íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ, å

|F(Θ(i))−F(Θ(i−1))| < τF .

Äðóãî óñëîâèå çà ñïèðàíå ïî îòíîøåíèå íà èçìåíåíèåòî íà îöåí-
êèòå å

max |Θ(i) −Θ(i−1)| < τΘ.

Òúé êàòî ïúðâîíà÷àëíèòå îöåíêè ïî LS ñà èçìåñòåíè, òî è Ŷ (1) å íåòî÷íà
îöåíêà íà èçõîäà íà ñèñòåìàòà. Âúïðåêè òîâà Z(1) è Φ ñà êîðåëèðàíè, à
Z(1) è Ẽ � íå. Çàòîâà íà âñÿêà èòåðàöèÿ îöåíêàòà Ŷ (1) è ñúîòâåòíî Θ(i)

å âñå ïî-ìàëêî èçìåñòåíà.

Ñúùåñòâóâàò ìíîãî âàðèàíòè çà ôîðìèðàíå íà Z. Íàïðèìåð òÿ ìîæå
äà ñå ñúñòàâè áåç èçïîëçâàíåòî íà ìîäåë, ñ êîåòî ñå èçáÿãâà äîïúëíè-
òåëíîòî îöåíÿâàíå. Åäèí âàðèàíò å

Z = [U−1 U−2 . . . U−na−nb]
T .

Ñúùî òàêà ïîäîáðåíèå íà îïèñàíèÿ àëãîðèòúì ìîæå äà ñå ïîñòèãíå,
àêî îöâåòåíîñòòà íà îñòàòúêà íà ìîäåëà îò ñòúïêà 4 äîïúëíèòåëíî ñå
îöåíè [119]. Òúé êàòî òîâà å çàâèñèìîñò íà ñòîéíîñòèòå íà ñèãíàëà îò
ïðåäèñòîðèÿòà èì, çà öåëòà ñå èçïîëçâà AR ìîäåë.

3.2.7 Ðîáàñòåí ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè

LS å BLUE ïðè íÿêîè ðàçïðåäåëåíèÿ íà îñòàòúêà, åäíî îò êîèòî å
íîðìàëíîòî. Âúïðåêè òîâà òîçè ìåòîä îñèãóðÿâà çàäîâîëèòåëíè îöåí-
êè è â ìíîãî ïðàêòè÷åñêè çàäà÷è, ïðè êîèòî îöåíêèòå íå ñà BLUE. Îò
äðóãà ñòðàíà, èìà ðàçïðåäåëåíèÿ, ïðè êîèòî ìîäåëèòå, ïîëó÷åíè ïî LS,
íå ñà ïðèåìëèâè � òàêèâà ñëó÷àè ñà ðàçãëåäàíè âúâ Âòîðà ãëàâà, â òå-
ìàòà çà ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîòêà íà äàííèòå, êîãàòî ñå íàáëþäàâàò
íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè. ×åñòî ïðè òåçè ñëó÷àè ðàçïðåäåëåíèÿòà èìàò
ò.íàð. ½òåæêè îïàøêè� (Ôèãóðà 3.5 (à)). Íåõàðàêòåðíèòå ñòîéíîñòè â
îïàøêèòå ìîæå çíà÷èòåëíî äà âëîøàò îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå. Åä-
íî ðåøåíèå å òå äà ñå ïðåìàõíàò íà åòàïà íà ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîòêà
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íà äàííèòå. Íåâèíàãè òîâà å ëåñíî è òîãàâà å ïîäõîäÿùî äà ñå èçïîëçâà
öåëåâà ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å ÷óâñòâèòåëíà êúì ðåøåíèåòî íà îïèñàíèÿ
ïðîáëåì. Òîâà å äîâåëî äî ðàçðàáîòâàíåòî íà ò.íàð. ðîáàñòíè îöåíèòåëè
íà ïàðàìåòðèòå [38, 111] (Ôèãóðà 3.5 (á)). Òå ìîæå äà ñå ðàçãëåæäàò
êàòî îáîáùåíèå [94] íà ìåòîäà íà ìàêñèìàëíîòî ïðàâäîïîäîáèå.

Ôèãóðà 3.5. Õèñòîãðàìà íà ñèãíàë ñ ò.íàð. ½òåæêà îïàøêà� (à); çà ñúùèòå
äàííè: èçõîä íà ìîäåë, ïîëó÷åí ïî LS (ïëúòíà ëèíèÿ) è ïî ðîáàñòåí LS (ëèíèÿ
îò òî÷êè) (á)

Íåêà ñå âúâåäå ôóíêöèÿòà ζi,k = ζ(ei,k), êîÿòî èìà ñìèñúë íà ïðèíîñ
íà i-òèÿ îñòàòúê â k-òèÿ òàêò êúì ñòîéíîñòòà íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ (â
íåÿâåí âèä òîâà å ïðèíîñúò íà äàííèòå: i-òèÿò èçõîä è ôàêòîðèòå, àñîöè-
èðàíè ñ k-òèÿ òàêò). Â îáùèÿ ñëó÷àé òÿ òðÿáâà äà ïðèòåæàâà ñëåäíèòå
ñâîéñòâà:

ζ(ei,k) ≥ 0,

ζ(0) = 0,

ζ(ei,k) = ζ(−ei,k),
ζ(ei,k1) ≥ ζ(ei,k2), êîãàòî |ei,k1 | ≥ |ei,k2 |.

LS è WLS ñà ÷àñòíè ñëó÷àè íà ðîáàñòíèÿ LS (RobLS). Êîãàòî ôóí-
êöèÿòà íà ïðèíîñà å ζi,k = e2i,k, ñå äîñòèãà äî LS, à êîãàòî ζi,k = wi,ke

2
i,k

� äî WLS.

Íåêà ïðèíîñèòå â k-òèÿ òàêò äà ñà åëåìåíòè íà âåêòîðà ζk ∈ Rℓ, ò.å.

ζk = [ζ1,k ζ2,k . . . ζℓ,k]
T .

Íåêà ñúùî ïúðâàòà ïðîèçâîäíà íà ζi,k å γi,k è ñå âúâåäå âåêòîðúò:

γk = [γ1,k γ2,k . . . γℓ,k]
T ,
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ñúäúðæàù òåçè ïðîèçâîäíè. Òåçè âåêòîðè ñå èçïîëçâàò ïðè èçâåæäàíåòî
íà RobLS.

3.2.7.1 Îöåíêè ïî RobLS

Çà äà ñå íàìåðÿò îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè, òðÿáâà äà ñå îïðåäåëè
∇F(Θ). Îò îáùèÿ âèä íà ìîäåëà ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå:

yk = ΘTφk + ek,

ëåñíî ñå âèæäà, ÷å i-òàòà êîìïîíåíòà íà ek çàâèñè ñàìî îò åëåìåíòèòå íà
i-òèÿ ñòúëá Θ íà ìàòðèöàòà íà ïàðàìåòðèòå. Òîâà å òàêà, ïîíåæå ei,k =
yi,k −ΘT

.iφk. Ñëåäîâàòåëíî ïðîèçâîäíèòå íà ζ(ei,k) ïî ïàðàìåòúð, êîéòî
íå å îò i-òèÿ ñòúëá íà Θ.i, ñà ðàâíè íà íóëà, à íåíóëåâè ñà ïðîèçâîäíèòå
íà ζ(ei,k) åäèíñòâåíî ïî ïàðàìåòðèòå îò i-òèÿ ñòúëá, ò.å.

∂ζi,k
∂θjh

{
= 0, çà h ̸= i,

̸= 0, çà h = i.
(3.46)

Äî ìîìåíòà èíäåêñúò i îòãîâàðÿ íà òåêóùèÿ èçõîä, íà äàäåí ñòúëá
íà Θ, à ñúîòâåòíî è íà òåêóùèÿ MISO ïîäìîäåë. Çà äà ñå çàïàçè òîâà
îçíà÷åíèå, ñ θji ùå ñå îçíà÷è j-òèÿò åëåìåíò îò òåêóùèÿ i-òè ñòúëá íà
ìàòðèöàòà Θ.

Íåíóëåâèòå ïðîèçâîäíè îò (3.46) ñà:

∂ζi,k
∂θji

=
∂ζi,k
∂ei,k

∂ei,k
∂θji

= −γi,kφj,k,

çà i = 1, ℓ. Â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å îò÷åòåíî, ÷å îñòàòúêúò ei,k = yi,k−
ΘT

.iφk å ëèíåéíàòà ôóíêöèÿ íà ïàðàìåòðèòå è ïðîèçâîäíàòà �è ïî θji å
∂ei,k
∂θji

= −φj,k.

Êàêòî ïðè ïðåäèøíèòå ìåòîäè, òúé êàòî F(Θ) å ñêàëàðíà ôóíêöèÿ,
òî äèôåðåíöèðàéêè ïî ìàòðèöàòà Θ ∈ Rz×ℓ, ñå ïîëó÷àâà ãðàäèåíòíàòà
ìàòðèöà G ∈ Rz×ℓ. Íåéíèÿò ji-òè åëåìåíò å

gji =
∂F(Θ)

∂θji
=

N∑
k=n+1

∂ζi,k
∂θji

= −
N∑

k=n+1

γi,kφj,k,

à çà i-òèÿ �è ñòúëá ñå ïîëó÷àâà:

G.i = ∇Θ.iF(Θ) = −
N∑

k=n+1

γi,kφk.
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Íåêà ñå âúâåäàò îòíîøåíèÿòà:

wi,k =
γi,k
ei,k

, (3.47)

îòêúäåòî γi,k ñå èçðàçÿâà êàòî γi,k = wi,kei,k. Òîãàâà i-òèÿò ñòúëá íà G,
èçðàçåí ñ wi,k, å

G.i = −
N∑

k=n+1

wi,kei,kφk.

Îáîáùàâàéêè èçðàçà çà âñè÷êè ñòúëáîâå, ãðàäèåíòíàòà ìàòðèöà ìîæå
äà ñå çàïèøå êàòî:

G = −
N∑

k=n+1

φk(wk ∗ ek)T .

Íåêà ïî àíàëîãèÿ ñ WLS ñå âúâåäå òåãëîâíèÿò òåíçîðW, êîéòî ñå ñúñòîè
îò ìàòðèöèòå:

W..i = diag(wi,n+1, wi,n+2, . . . wi,N ). (3.48)

Ñ èçïîëçâàíå íà òåíçîðàW è íà ìàòðèöèòå Φ è E, ãðàäèåíòíàòà ìàòðèöà
ìîæå äà ñå çàïèøå ñúêðàòåíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

G = W ◦1 Φ◦̄32E.

Òîçè èçðàç ñúâïàäà ñ (3.32), êàòî òóê, àêî F(Θ) = sum(W◦̄31E◦̄32E), òî
íåíóëåâèòå åëåìåíòè íà W ñà 2wi,k ïîðàäè êâàäðàòè÷íèÿ õàðàêòåð íà
F(Θ). Òîãàâà àíàëîãè÷íî G ìîæå äà ñå ïðåðàáîòè âúâ âèäà:

G = W ◦1 Φ◦̄32Y − F◦̄32Θ̂.

Tåíçîðúò F = W ◦1 Φ ◦2 Φ ñúäúðæà ìàòðèöèòå íà Ôèøåð F..i = ΦTWiΦ.
Íåêà òåíçîðúò P äà ñå ñúñòîè îò òåõíèòå îáðàòíè ìàòðèöè, êàòî P..i =
F−1
..i . Òîãàâà îò óñëîâèåòî:

G|Θ=Θ̂ = W ◦1 Φ◦̄32Y − F◦̄32Θ̂ = 0

çà îïòèìàëíèòå îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå ñå ïîëó÷àâà:

Θ̂ = P◦̄32(W ◦1 Φ◦̄32Y ).

Îöåíêèòå ñúâïàäàò ñ òåçè ïî WLS, à òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñ âúâåæäà-
íå íà òåãëàòà (3.47) çàäà÷àòà çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå ïî RobLS
ñå ñâåæäà äî WLS. Ïðè òàçè ïîñòàíîâêà îò (3.47) ñå âèæäà, ÷å òåãëàòà
çàâèñÿò îò îñòàòúöèòå, êîèòî ïúê çàâèñÿò îò îöåíêèòå, à òå îò ñâîÿ ñòðà-
íà çàâèñÿò îò òåãëàòà. Çàòîâà ðîáàñòíèÿò îöåíèòåë ñå ðåàëèçèðà êàòî
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èòåðàòèâíà ïðîöåäóðà. Íà âñÿêà èòåðàöèÿ ñå ôîðìèðàò òåãëàòà, çàâè-
ñåùè îò îñòàòúöèòå, ïîëó÷åíè îò ïðåäèøíàòà èòåðàöèÿ. Ñëåä òîâà ñå
ïðèëàãà ñòàíäàðòíèÿò WLS è ïîëó÷åíèòå îöåíêè ñå èçïîëçâàò çà èç÷èñ-
ëÿâàíå íà íîâèòå îñòàòúöè. Â ñëåäâàùàòà èòåðàöèÿ òå ñå èçïîëçâàò ïðè
ôîðìèðàíåòî íà íîâè òåãëà è ò.í.

Èìà è äðóãè âàðèàíòè íà RobLS, ñ êîèòî ñå ðåàëèçèðà èäåÿòà íà
ðîáàñòíîòî îöåíÿâàíå. Ìåòîäúò íàìèðà ïðèëîæåíèå â îáëàñòè êàòî ñî-
öèîëîãèÿ, ïàçàðíè ñèñòåìè è äð., ïðè êîèòî å õàðàêòåðíî íàëè÷èåòî
íà òåæêè îïàøêè â ðàçïðåäåëåíèåòî íà îñòàòúêà. Òàêúâ àëãîðèòúì å
îïèñàí ïî-äîëó. Ïðè íåãî òåãëàòà ñå ôîðìèðàò, êàòî

w
(i)
j,k = min(1, max(δ, |e(i)j,k|

−1)), (3.49)

à δ å ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, íàïðèìåð δ = 10−8. Öåëòà å òåãëàòà
äà íàìàëÿâàò, àêî ãðåøêàòà ðàñòå, êîåòî å õàðàêòåðíî çà îòäàëå÷åíèòå
íàáëþäåíèÿ îò îáùàòà òåíäåíöèÿ. Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîòèñêà íåæåëàíèÿò
åôåêò îò íåõàðàêòåðíèòå íàáëþäåíèÿ.

3.2.7.2 Àëãîðèòúì íà RobLS

1. Èíèöèàëèçàöèÿ
Çàäàâàò ñå óñëîâèÿòà çà ñïèðàíå, ôîðìèðà ñå Φ è ñå ïðèëàãà LS:

Θ(0) = (ΦTΦ)−1ΦTY.

Òîâà å ðàâíîñèëíî íà WLS ñ òåãëîâåí òåíçîð, çà êîéòî W
(0)
..j = I.

2. Îïðåäåëÿíå íà îñòàòúêà
Â i-òàòà èòåðàöèÿ ñå ôîðìèðà ìàòðèöàòà E(i):

E(i−1) = Y − ΦΘ(i−1).

3. Ôîðìèðàíå íà òåãëîâíèÿ òåíçîð

Èç÷èñëÿâàò ñå íîâèòå òåãëà w
(i)
j,k ñïîðåä (3.49). Òå ñà íåîáõîäèìè

çà ôîðìèðàíå íà íîâèÿ òåãëîâåí òåíçîð W(i) îò (3.48).
4. Îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå ïî WLS

Ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà ñå îïðåäåëÿò îò

Θ(i) = P(i)◦̄32(W(i) ◦1 Φ◦̄32Y),

êúäåòî òåíçîðúò P(i) ñå ôîðìèðà îò ìàòðèöèòå P..j = (ΦTW
(i)
j Φ)−1.

5. Ïðîâåðêà çà ñïèðàíå
Àêî óñëîâèåòî çà ñïèðàíå å èçïúëíåíî, èòåðàòèâíîòî îöåíÿâàíå ñå
ïðåóñòàíîâÿâà è ñå ïðèåìà, ÷å òúðñåíèòå ïàðàìåòðè ñà Θ̂ = Θ(i).
Â ïðîòèâåí ñëó÷àé i← i+ 1 è ñå ïðîäúëæàâà îò ñòúïêà 2.
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Â ñëåäâàùèòå äâà ïðèìåðà ñå ïðåäñòàâÿò âúçìîæíîñòèòå íà RobLS.
Â ïúðâèÿ ïðèìåð ñà èçïîëçâàíè ãåíåðèðàíè äàííè, à âúâ âòîðèÿ ñå ïî-
êàçâà ïîäîáðåíèåòî íà ìîäåëà ñïðÿìî òîçè, ïîëó÷åí ïî LS, çà ñëó÷àÿ,
êîãàòî â ðåàëíè äàííè ñå íàáëþäàâàò íåõàðàêòåðíè íàáëþäåíèÿ.

Ïðèìåð. LS è RobLS çà äàííè ñ òåæêà îïàøêà
Çà ïðåäñòàâÿíå íà ïîäîáðåíèåòî íà ìîäåëà ñ èçïîëçâàíå íà RobLS ñà

ãåíåðèðàíè äàííè ñ ðàçïðåäåëåíèå, â êîåòî ñå íàáëþäàâà òåæêà îïàøêà
(ò.å. ñå ñúäúðæàò íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè). Èçñëåäâàíàòà ñèñòåìà å åä-
íîìåðíà, à ìîäåëúò îò÷èòà âðúçêàòà ìåæäó èçõîäà è åäèí ôàêòîð. Ïðè
òàêà çàäàäåíèÿ ñöåíàðèé ðåçóëòàòèòå ñå ïðåäñòàâÿò óäîáíî â ãðàôè÷åí
âèä.
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Ôèãóðà 3.6. Íàáëþäåíèÿ (òî÷êè); ìîäåë, ïîëó÷åí ñ LS è íàáîðà áåç íåõàðàê-
òåðíè ñòîéíîñòè (ïëúòíà òúíêà ëèíèÿ); ìîäåë, ïîëó÷åí ñ LS è íàáîðà ñ íåõà-
ðàêòåðíèòå ñòîéíîñòè (ïðåêúñíàòà ëèíèÿ); ìîäåëè îò ìåæäèííèòå èòåðàöèè
íà RobLS (ëèíèè îò òî÷êè); ìîäåë ïî RobLS (ïëúòíà ëèíèÿ) ñëåä ñõîæäàíå
íà îöåíêèòå

Ôîðìèðàíè ñà 321 ñòîéíîñòè íà ôàêòîðà, êîèòî èìàò íîðìàëíî ðàç-
ïðåäåëåíèå. Èçïîëçâàí å LS, çà äà ñå îöåíè ïàðàìåòúðúò íà ìîäåëà.
Ñúùî òàêà êúì íàáîðà ñà äîáàâåíè îùå 9 íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè è ñà
ïðèëîæåíè LS è RobLS.

Äàííèòå, êàêòî è ìîäåëèòå, ôîðìèðàíè ïî LS è RobLS, ñà ïîêàçà-
íè íà Ôèãóðà 3.6, êàòî çà ðîáàñòíèÿ âàðèàíò ñà äàäåíè è ìîäåëèòå îò
ìåæäèííèòå èòåðàöèè. Òúé êàòî âñè÷êè ìîäåëè ñà ëèíåéíè, òî è çàâè-
ñèìîñòèòå ìåæäó èçõîäà è ôàêòîðà ñà ïðàâè ëèíèè. Ïúðâîíà÷àëíèÿò
ìîäåë îò èíèöèàëèçèðàùàòà ñòúïêà íà RobLS ñúâïàäà ñ LS, ïðèëîæåí
êúì ñúùèòå äàííè. Âèæäà ñå, ÷å íàëè÷èåòî íà íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè
ñèëíî îòäàëå÷àâà ìîäåëà (ïðåäñòàâåí ñ ïóíêòèðàíà ëèíèÿ) îò ïðåîáëà-
äàâàùàòà çàâèñèìîñò ìåæäó ôàêòîðà è èçõîäà. Ñ âñÿêà ñëåäâàùà èòå-
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ðàöèÿ íà RobLS ìîäåëúò ñå äîáëèæàâà äî òîçè, êîéòî áè ñå ïîëó÷èë ïî
LS, àêî â äàííèòå íÿìàøå íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè. ♢

Ïðèìåð. Êðåäèòåí ðèñê: LS è RobLS çà äàííè ñ òåæêà îïàøêà

Ôèãóðà 3.7. Íåõàðàêòåðíè ñòîéíîñòè çà ôàêòîðà `GrAnInc' � ãîäèøåí äîõîä

Â òîçè ïðèìåð îòíîâî ñå èçïîëçâàò äàííèòå, ïðåäîñòàâåíè îò ½Åêñ-
ïèðèúí� [87]. Íåçàâèñèìèòå õàðàêòåðèñòèêè (ôàêòîðè) ñà 17 è îïèñâàò
ñåãìåíò îò N = 3000 êàíäèäàòè çà êðåäèò. Â òîçè òâúðäå ìàëúê íàáîð
(îáèêíîâåíî N å îò ïîðÿäúêà íà 105 − 106) ñå ñúäúðæàò íåõàðàêòåðíè
ñòîéíîñòè íà ôàêòîðà `GrAnInc', êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 3.7. ×åñ-
òîòàòà íà ãîäèøíèòå äîõîäè ìåæäó 24 000 è 111 600 åâðî e 2990 è íå å
ïîêàçàíà, çà äà ìîæå íåõàðàêòåðíèòå ñòîéíîñòè äà ñå âèäÿò.

Èçñëåäâàíàòà ñèñòåìà å ñòàòè÷íà, ñ åäèí èçõîä è ñúîòâåòíî ìîäåëúò
å ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå. Äîáàâåí å è ïîñòîÿíåí ÷ëåí. Â Òàáëèöà 3.9
ñà ïðåäñòàâåíè ñòîéíîñòèòå íà VAF, èç÷èñëåíè çà ìîäåëèòå îò âñÿêà
èòåðàöèÿ íà RobLS. Ïúðâèÿò ìîäåë, êàêòî â ïðåäíèÿ ïðèìåð, ñúâïàäà
ñ òîçè, ïîëó÷åí ïî LS. Âèæäà ñå, ÷å îò âòîðà èòåðàöèÿ, ñ âúâåæäàíå íà
òåãëàòà, ìîäåëèòå ñà çíà÷èòåëíî ïî-äîñòîâåðíè. Îò òàáëèöàòà ñå âèæäà,
÷å íåõàðàêòåðíèòå íàáëþäåíèÿ (ëîñòîâè òî÷êè) âîäÿò äî òðè ïúòè ïî-
íåòî÷åí ìîäåë (VAF = 5.41%) â ñðàâíåíèå ñ òîçè, ïîëó÷åí îò RobLS.
Öåíàòà íà òîâà ïîäîáðåíèå å èòåðàòèâíîòî îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå.

♢

3.3 Ìåòîäè çà ìîäåë ñ âåêòîð

íà ïàðàìåòðèòå

Â ïðåäèøíàòà òî÷êà ñà ïðåäñòàâåíè íàé-ðàçïðîñòðàíåíèòå ìåòîäè
çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè, áàçèðàíè íà ïðåäñòàâÿíå íà ëèíåéíî ïàðà-
ìåòðèçèðàíèÿ ìîäåë â îáù âèä ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå. Â òàçè òî÷êà
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Òàáëèöà 3.9. VAF çà ìîäåëèòå îò âñÿêà èòåðàöèÿ íà RobLS. Ìîäåëúò îò
íóëåâàòà èòåðàöèÿ å ôîðìèðàí â èíèöèàëèçèðàùàòà ñòúïêà ñ LS.

èòåðàöèÿ VAF%

0 5.41

1 15.82

2 15.87

3 15.89

ñúùèòå ìåòîäè ñà ðàçãëåäàíè, íî ïðè èçâåæäàíåòî èì å çàëîæåíî îïè-
ñàíèå íà ìîäåëà ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå. Çàäà÷àòà íà îöåíÿâàíå ìîæå
äà ñå äåêîìïîçèðà íà ìíîæåñòâî ïîäçàäà÷è, âñÿêà îò êîèòî å îïðåäå-
ëÿíå íà ïàðàìåòðèòå íà MISO ïîäìîäåë. Ïðè òàêúâ ïîäõîä êúì MIMO
ñèñòåìàòà âúâ âñÿêà ïîäçàäà÷à èçõîäúò å åäèí, êîåòî îïðîñòÿâà âèäà
íà îöåíÿâàíèòå ìîäåëè. Âúïðåêè òîâà ìåòîäèòå çà îöåíÿâàíå íà ïàðà-
ìåòðèòå íà MIMO ñèñòåìè ùå ñå ïðåäñòàâÿò çà ìíîãîâõîäîâè è ìíîãî-
èçõîäîâè ìîäåëè. Ïðåäèìñòâàòà (êàêòî è ïîíÿêîãà íåîáõîäèìîñòòà) íà
äèðåêòíîòî ôîðìèðàíå íà MIMO ìîäåëà ñà èçëîæåíè â òî÷êà 3.1.2.

3.3.1 Ìîäåë â îáù âèä ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå

Ëèíåéíèÿò ðåãðåñèîíåí ìîäåë ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè â ñëåäíèÿ îáù
âèä:

yk = Φkθ + ek. (3.50)

Ïðè òîçè çàïèñ ïàðàìåòðèòå ñà ïîäðåäåíè âúâ âåêòîðà θ ∈ Rp, à ìàòðè-
öàòà Φk ∈ Rℓ×p ñúäúðæà ðåãðåñîðèòå, îïèñâàùè èçõîäà â k-òèÿ òàêò.

Íåêà çà ïðåäñòàâÿíå íà ñèñòåìàòà ñå èçïîëçâà ARX ìîäåë:

A(q−1)yk = B(q−1)uk + ek. (3.51)

Â òî÷êà 2.1.3.3 å îïèñàíî ïðåîáðàçóâàíåòî íà (3.51) âúâ âèä (3.50). Èìà
ðàçëè÷íè âàðèàíòè íà îáùèÿ âèä ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå, ïðè êîèòî
ñòðóêòóðàòà íà ìàòðèöàòà Φk ñå ïðîìåíÿ (ñ ïðåíàðåæäàíå íà åëåìåíòèòå
íà θ ñå èçìåíÿ è ïîçèöèÿòà íà ðåãðåñîðèòå âúâ Φk). Ïî-äîëó çàäà÷àòà
çà ïðåîáðàçóâàíå å ðàçãëåäàíà ïî-îáùî � áåç äà ñå óòî÷íÿâà íàïúëíî
ïîäðåäáàòà íà ïàðàìåòðèòå. Ñëåä òîâà å óòî÷íåí êîíêðåòíèÿò âèä íà θ
è Φk, êîéòî å èçïîëçâàí â ìîíîãðàôèÿòà.

Íåêà ïîëèíîìíàòà ìàòðèöà, îòðàçÿâàùà àâòîðåãðåñèÿòà â (3.51), ñå
çàïèøå êàòî:

A(q−1) = Iℓ +A1q
−1 + . . .+Anaq

−na = Iℓ + Ã(q−1).
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Òîãàâà çà ARX ìîäåëà ñå ïîëó÷àâà

yk = −Ã(q−1)yk +B(q−1)uk + ek. (3.52)

Íåêà ìàòðèöèòå Yk ∈ Rℓ×ℓ2 è Uk ∈ Rℓ×ℓm ñà áëîêäèàãîíàëíè, êàòî
âñåêè áëîê ïî äèàãîíàëà èì å ñúîòâåòíî yTk è uT

k . Íåêà ñúùî ñå âúâåäàò

ïîëèíîìíèòå âåêòîðè a(q−1) = vec ÃT (q−1) è b(q−1) = vecBT (q−1). Â
òàêúâ ñëó÷àé çà (3.52) ñå ïîëó÷àâà:

yk = −Yka(q
−1) + Ukb(q

−1) + ek. (3.53)

Ïðè èçâúðøâàíå íà óìíîæåíèåòî ìåæäó Yk è a(q−1) ñå ïîëó÷àâà âåêòîð,
÷èéòî i-òè åëåìåíò å ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà i-òèÿ ðåä íà Ã(q−1) è
âåêòîðà yk. Òîçè åëåìåíò å ñóìàðíîòî âëèÿíèå íà ïðåäèñòîðèÿòà íà èç-
õîäèòå âúðõó i-òèÿ èçõîä. Ñúîòâåòíî ðåçóëòàòúò îò óìíîæåíèåòî ìåæäó
Uk è b(q−1) å âåêòîð, ÷èéòî i-òè åëåìåíò å ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà
i-òèÿ ðåä íà B(q−1) è uk. Òîçè åëåìåíò îòðàçÿâà ñóìàðíîòî âëèÿíèå íà
ïðåäèñòîðèÿòà íà âõîäîâåòå âúðõó i-òèÿ èçõîä. Òúé êàòî ïîëèíîìèòå â
Ã(q−1) è B(q−1) íÿìàò ñâîáîäíè ÷ëåíîâå, òî íàèñòèíà âñè÷êè ðåãðåñîðè
îò äÿñíàòà ñòðàíà íà (3.52) è ñúîòâåòíî íà (3.53), ñëåä óìíîæåíèåòî èì
ïî ïîëèíîìèòå, ñà äî k − 1-èÿ òàêò.

Çà äà ñå ñòèãíå äî îáùîòî ïðåäñòàâÿíå íà ìîäåëà ñ âåêòîð íà ïàðà-
ìåòðèòå, å íåîáõîäèìî òå äà ñå îòäåëÿò âúâ âåêòîðà θ. Îñâåí òîâà âñè÷êè
ðåãðåñîðè òðÿáâà äà ñå ïîäðåäÿò â ìàòðèöàòà íà ðåãðåñîðèòå Φk ïî òàêúâ
íà÷èí, ÷å íåíóëåâèòå åëåìåíòè îò i-òèÿ �è ðåä äà ñà ðåãðåñîðèòå, îïèñ-
âàùè i-òèÿ èçõîä, è òî ïîäðåäåíè òàêà, ÷å äà îòãîâàðÿò íà ïîäðåäáàòà
íà ïàðàìåòðèòå âúâ âåêòîðà θ. Â ðåçóëòàò íà òîâà ñå ïîëó÷àâà (3.50).

Ôèãóðà 3.8. Ñòðóêòóðà íà ìàòðèöà íà ðåãðåñîðèòå Φk íà ARX ìîäåë â k-òèÿ
òàêò

Ïàðàìåòðèòå ìîæå äà ñå ïîäðåäÿò ïî ðàçëè÷åí íà÷èí. Íàïðèìåð,
ïúðâèòå åëåìåíòè íà θ ìîæå äà ñà âñè÷êè ïàðàìåòðè íà ïîëèíîìè îò
A(q−1) (ïîäðåäåíè ïîñëåäîâàòåëíî ñïîðåä ðåäîâåòå íà A(q−1)), ñëåäâà-
íè îò ïàðàìåòðèòå íà ïîëèíîìèòå îò B(q−1). Çà äà îòãîâàðÿ Φk íà òàçè
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ïîäðåäáà, ìàòðèöàòà íà ðåãðåñîðèòå ñå ñúñòîè îò äâå áëîêäèàãîíàëíè
ìàòðèöè. Ïúðâàòà å AR ÷àñòòà, à äðóãàòà ñúäúðæà ïðåäèñòîðèÿòà íà
âõîäîâåòå. Â ìîíîãðàôèÿòà å ïðèåòî ïîäðåäáàòà íà ïàðàìåòðèòå â θ
äà å ñëåäíàòà. Ïúðâèòå p1 =

∑ℓ
j=1 na1j +

∑m
j=1 nb1j ïàðàìåòðè îòãîâà-

ðÿò ñúîòâåòíî íà ïîëèíîìèòå îò ïúðâèòå ðåäîâå íà Ã(q−1) è B(q−1). Òå
ó÷àñòâàò â îïèñàíèåòî íà ïúðâèÿ èçõîä. Ñëåäâàò ïàðàìåòðèòå, îïèñâà-
ùè âòîðèÿ èçõîä, è ò.í. Ïî òîçè íà÷èí ñòðóêòóðàòà íà ìàòðèöàòà Φk å
áëîêäèàãîíàëíà, êàòî âñåêè áëîê ñúäúðæà ïðåäèñòîðèÿòà íà èçõîäèòå,
ñëåäâàíà îò òàçè íà âõîäíèòå ñèãíàëè. Òàçè ñòðóêòóðà å ïîêàçàíà íà
Ôèãóðà 3.8.

Çà îïðåäåëÿíåòî íà ïàðàìåòðèòå íà áàçàòà íà íàëè÷íèòå äàííè å
íóæíî äà ñå ôîðìèðà óðàâíåíèå, â êîåòî â ÿâåí âèä ñå îáâúðçâàò äàí-
íèòå, ïàðàìåòðèòå è îñòàòúêúò çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå. Çà öåëòà
ñå âúâåæäàò âåêòîðèòå:

y = [yTn+1 yTn+2 . . . yTN ]T ∈ R(N−n)ℓ,

e = [eTn+1 eTn+2 . . . eTN ]T ∈ R(N−n)ℓ,

êàêòî è ìàòðèöàòà:

Φ = [ΦT
n+1 ΦT

n+2 . . . ΦT
N ]T ∈ R(N−n)ℓ×p,

çàâèñåùà îò âúòðåøíàòà ñòðóêòóðà íà (3.50). Òîãàâà óðàâíåíèåòî íà ìî-
äåëà çà k-òèÿ òàêò (3.50) ìîæå äà ñå îáîáùè çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå
(ò.å. çà k = n+ 1, N), â ðåçóëòàò íà êîåòî ñå ïîëó÷àâà:

y = Φθ + e.

Îñíîâíèÿò íåäîñòàòúê íà îáùîòî ïðåäñòàâÿíå ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåò-
ðèòå ñå äúëæè èìåííî íà ïîäðåäáàòà èì â ìàòðèöà. Êîãàòî ñòåïåíèòå
íà ïîëèíîìèòå ñà ðàçëè÷íè, çà êîíñòðóèðàíå íà Θ ñå íàëàãà âúâåæäà-
íåòî íà äîïúëíèòåëíè åëåìåíòè â ïîëèíîìèòå îò ïî-íèñúê ðåä, êàòî
öåëòà å ðåäúò íà âñè÷êè ïîëèíîìè â ñúîòâåòíàòà ïîëèíîìíà ìàòðèöà
(èëè â íåèí ñòúëá) äà ñòàíàò ðàâíè íà íàé-ãîëÿìàòà ñòåïåí íà ïîëèíîì
â ìàòðèöàòà (â ñòúëáà).

Çà ðàçëèêà îò âèäà íà ìîäåëà ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå ïðè ïðåäñ-
òàâÿíåòî ìó ñ âåêòîð θ èìà ïúëíà ñâîáîäà ïðè èçáîðà íà ðåäà íà ïîëèíî-
ìèòå â îïèñàíèåòî [153]. Òîâà âîäè äî ïîâå÷å âúçìîæíîñòè ïðè îïðåäå-
ëÿíåòî íà ñòðóêòóðàòà. Çà SISO ìîäåëè, êúäåòî ïîëèíîìíèòå ìàòðèöè
ñå ñâåæäàò äî ïîëèíîìè, íÿìà ðàçëèêà ìåæäó ðåàëèçàöèèòå íà îöåíè-
òåëèòå çà ìîäåë ñ âåêòîð è ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå. Íî ïðè MIMO
ìîäåëèòå, êúäåòî áðîÿò íà ïàðàìåòðèòå ìîæå çíà÷èòåëíî äà íàðàñíå,
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òàçè äîïúëíèòåëíà ñâîáîäà ïîçâîëÿâà äà ñå ïîëó÷è ìîäåë ñ ïîäõîäÿùà
ñòðóêòóðà, êàòî ñå èçáÿãâàò íÿêîè ïðîáëåìè, òèïè÷íè çà ìíîãîìåðíèòå
îïèñàíèÿ, êàòî íåíóæíî óñëîæíÿâàíå íà ñòðóêòóðàòà, ïðåîðàçìåðÿâàíå
íà ìîäåëà è ëîøà îáóñëîâåíîñò íà çàäà÷àòà.

Ïîðàäè ïîâå÷åòî âúçìîæíîñòè ïðè èçáîðà íà ñòðóêòóðíèòå ïàðà-
ìåòðè ïîñòðîÿâàíåòî íà ìîäåë ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå ìîæå äà îòíåìå
çíà÷èòåëíî ïîâå÷å âðåìå îò èçãðàæäàíåòî íà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïà-
ðàìåòðèòå. Çàòîâà å óäà÷íî îöåíèòåëèòå, èçâåäåíè çà îáùèÿ âèä, ðàçã-
ëåäàí ïî-äîëó, äà ñå èçïîëçâàò çà ïðåöèçíî óòî÷íÿâàíå íà ñòðóêòóðàòà
íà ìîäåëà, à ïðè ìíîãî ãîëÿì áðîé âõîäîâå è èçõîäè òàçè äåéíîñò äà
ñå ïðåäõîæäà îò ïîñòðîÿâàíå íà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå (çà
áúðçàòà, íî ïî-ãðóáà îðèåíòàöèÿ â äàííèòå).

Îò ãîðíîòî ïðåîáðàçóâàíå ñå âèæäà, ÷å Φ ∈ R(N−n)ℓ×p å ñúñ çíà-
÷èòåëíî ïî-ãîëÿìà ðàçìåðíîñò îò âàðèàíòà ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå,
êúäåòî Φ ∈ R(N−n)×z (ïðè äèíàìè÷íè ñèñòåìè z < p, êàòî ðàçëèêàòà
îáèêíîâåíî å â ïúòè). Èìà ñëó÷àè, êîãàòî ïðè ãîëÿì áðîé íàáëþäåíèÿ
ìàòðèöàòà íà äàííèòå ìîæå äà íàðàñíå òîëêîâà, ÷å äà íå å âúçìîæíî
äà ñå èçâúðøè îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå. Òîçè ïðîáëåì å ïðåîäîëèì,
òúé êàòî Φ å ðàçðåäåíà ìàòðèöà � ñúñòîè ñå îò ìíîãî íóëåâè åëåìåíòè,
÷èèòî ïîçèöèè ñà ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòíè. Çàòîâà ïðè ðàçðàáîòêàòà íà
îöåíèòåëèòå òÿ òðÿáâà äà ñå ïðåäñòàâÿ èìåííî êàòî ðàçðåäåíà (sparse)
ìàòðèöà.

3.3.2 Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè

Ïî-äîëó å ïðåäñòàâåíà ïîñòàíîâêàòà íà çàäà÷àòà íà íàé-ìàëêèòå
êâàäðàòè è ñà èçâåäåíè îïòèìàëíèòå îöåíêè.

3.3.2.1 Ïîêàçàòåë íà êà÷åñòâîòî

Â LS ñå ìèíèìèçèðà ñóìàòà îò êâàäðàòèòå íà îñòàòúöèòå, ò.å. ïîêà-
çàòåëÿò íà êà÷åñòâîòî (öåëåâàòà ôóíêöèÿ) å

F(θ) =
N∑

k=n+1

ℓ∑
i=1

e2i,k.

Òúé êàòî â (3.50) îñòàòúöèòå çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå ñà ãðóïèðàíè
âúâ âåêòîð, F(θ) ìîæå äà ñå çàïèøå òàêà:

F(θ) = eT e.
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Çà ðàçëèêà îò ïðåäèøíèÿ ïîäõîä òóê F(θ) å ñêàëàðíà ôóíêöèÿ íà âåê-
òîðíèÿ àðãóìåíò θ. Èçêëþ÷âàíåòî íà âåêòîðà e (íåèçâåñòåí ïðåäè îöå-
íÿâàíåòî) îò èçðàçà íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñòàíå ñúñ ñëåäíèÿ
çàïèñ:

F(θ) = ∥e∥22 = ∥y − Φθ∥22. (3.54)

Òàêà F(θ) çàâèñè îò òúðñåíèòå ïàðàìåòðè è íàëè÷íèòå äàííè. Òîçè âèä
íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ ñå èçïîëçâà ïðè ðàçãëåæäàíåòî íà ÷èñëåíèòå ðåà-
ëèçàöèè íà ìåòîäèòå çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè. ∥.∥2 å íîðìà-2 íà âåê-
òîð è èìà ñìèñúë íà äúëæèíà íà âåêòîðà. Íåêà x å ïðîèçâîëåí âåêòîð
ñ ðåàëíè åëåìåíòè. Â òàêúâ ñëó÷àé ∥x∥2 å êâàäðàòåí êîðåí îò ñóìàòà îò
êâàäðàòèòå íà åëåìåíòèòå íà x, ò.å. ∥x∥2 =

√
xTx. Îò (3.54) ñå âèæäà,

÷å ñòîéíîñòòà íà F(θ) å âñúùíîñò êâàäðàòúò íà äúëæèíàòà íà âåêòîðà
e (òîçè âåêòîð å ïðåäñòàâåí ãðàôè÷íî â òî÷êà 2.3.4.5).

Â äîëíèòå èçâåæäàíèÿ F(θ) ñå ïðåäñòàâÿ ñ ïî-êðàòêèÿ çàïèñ F(θ) =
eT e. Òîãàâà êðèòåðèÿò, çàëîæåí â LS (çà ìîäåë ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå),
ñå çàïèñâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

min
θ
F(θ) = min

θ
eT e. (3.55)

3.3.2.2 Îöåíêè ïî LS

Îòíîâî ñå èçâúðøâàò òðèòå ñòúïêè, îïèñàíè â òî÷êà 3.2.2.2, êàòî
ðàçëèêàòà ñ ïðåäèøíîòî èçâåæäàíå å, ÷å òúé êàòî θ å âåêòîð, òî è ãðà-
äèåíòúò g = ∇F(θ) å âåêòîð, à íå ìàòðèöà. Ïðè îïðåäåëÿíåòî íà g ñå
èçïîëçâàò íÿêîè çàâèñèìîñòè, âàëèäíè çà äèôåðåíöèðàíåòî íà ñêàëàð-
íà ôóíêöèÿ íà âåêòîðåí àðãóìåíò. Íåêà ñà äàäåíè ìàòðèöèòå A ∈ Rn×n

è B ∈ Rm×n, êàêòî è âåêòîðèòå x ∈ Rn è b ∈ Rm. Òîãàâà ñà â ñèëà
ñúîòíîøåíèÿòà:

∇x(x
TBT b) = ∇x(b

TBx) = BT b,

∇x(x
TAx) = (A+AT )x.

Êîãàòî A å ñèìåòðè÷íà, êàêúâòî å ñëó÷àÿò (â äîëíèòå ðàçãëåæäàíèÿ
A = ΦTΦ), òî ∇xx

TAx = 2Ax.

Ïî-äîëó ñå îïðåäåëÿ îïòèìàëíèÿò âåêòîð θ̂, èçðàçåí ÷ðåç íàëè÷íè-
òå âõîäíî-èçõîäíè äàííè. Ïúðâàòà ñòúïêà å F(θ) äà ñå ïðåäñòàâè êàòî
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ôóíêöèÿ íà θ, ò.å.

F(θ) = eT e

= (y − Φθ)T (y − Φθ)

= yT y − θTΦT y − yTΦθ + θTΦTΦθ.

Ñëåä òîâà ïîñëåäíèÿò èçðàç ñå äèôåðåíöèðà. Â ñèëà ñà çàâèñèìîñòèòå:

∇θ(y
T y) = 0,

∇θ(θ
TΦT y) = ∇θ(y

TΦθ) = ΦT y,

∇θ(θ
TΦTΦθ) = 2ΦTΦθ,

îòêúäåòî çà ãðàäèåíòà íà F(θ) ñå ïîëó÷àâà:
g = −2ΦT y + 2ΦTΦθ.

Òîé ñå ïðèðàâíÿâà íà íóëà è ñå îïðåäåëÿ θ̂, ò.å.

g|θ=θ̂ = 0p ⇔ −ΦT y +ΦTΦθ̂ = 0p.

Âåêòîðúò θ̂, ïðè êîéòî g ñå íóëèðà, å

θ̂ = (ΦTΦ)−1ΦT y.

Àíàëèçúò íà ðåøåíèåòî, èçâúðøåí çà ïðåäèøíèÿ ïîäõîä, å â ñèëà è
çà îöåíêàòà θ̂, ò.å. LS e BLUE îöåíèòåë è ñúîòâåòíî îñèãóðÿâà íåèçìåñ-
òåíè è åôåêòèâíè îöåíêè, êîãàòî ek å öåíòðèðàí áÿë Ãàóñîâ øóì. Òîçè
àíàëèç å ìíîãî ñõîäåí çà îïèñàíèåòî ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå è ïî òàçè
ïðè÷èíà íå å èçâúðøåí.

3.3.3 Ìåòîä íà ïðåòåãëåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè

Ïî-äîëó å ïðåäñòàâåíî îáîáùåíèåòî WLS íà ñòàíäàðòíèÿ LS, êîãàòî
ñòîéíîñòèòå íà îñòàòúêà ñå îò÷èòàò ñ ðàçëè÷íî òåãëî â öåëåâàòà ôóí-
êöèÿ. Â òî÷êà 3.2.3 å îïèñàí WLS çà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðè-
òå. Òàì ñà ðàçãëåäàíè ðàçëè÷íè ïðèëîæåíèÿ íà ìåòîäà. Çàòîâà ïî-äîëó
âíèìàíèåòî å íàñî÷åíî åäèíñòâåíî âúðõó îñîáåíîñòèòå íà WLS, êîãàòî
îïèñàíèåòî å ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå.

3.3.3.1 Ïîêàçàòåë íà êà÷åñòâîòî

Çà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå êîìïàêòíîòî ïðåäñòàâÿíå íà
îïòèìàëíàòà îöåíêà Θ̂, ïîëó÷åíà ïî WLS, å ñâúðçàíî ñ èçïîëçâàíåòî íà
òåíçîðè. Çà ìîäåë â îáù âèä ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå, èçâåæäàíåòî íà
WLS çíà÷èòåëíî ñå îïðîñòÿâà, êàòî íå å íóæíî âúâåæäàíåòî íà òåíçîðè.
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Ïîêàçàòåëÿò íà êà÷åñòâîòî, êîéòî ñå ìèíèìèçèðà â WLS, å ïðåòåã-
ëåíà ñóìà íà êâàäðàòèòå íà îñòàòúöèòå ïî âñè÷êè èçõîäè. Çà ìîäåë ñ
âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå òàçè ñóìà ñå çàïèñâà êîìïàêòíî ïî åäèí îò ñëåä-
íèòå íà÷èíè:

F(θ) = eTWe = ∥e∥2W = ∥y − Φθ∥2W .

W ∈ Rℓ(N−n)×ℓ(N−n) å òåãëîâíàòà ìàòðèöà, êîÿòî å äèàãîíàëíà è ñå
ôîðìèðà êàòî:

W = diag[wT
n+1 wT

n+2 . . . wT
N ].

Ïîðàäè ãîëÿìàòà ðàçìåðíîñò íà W è ôàêòà, ÷å ñå ñúñòîè îñíîâíî îò íó-
ëè, å ïîäõîäÿùî òàçè ìàòðèöà äà ñå ïðåäñòàâè â ïàìåòòà êàòî ðàçðåäåíà.
Âåêòîðèòå wk ∈ Rℓ ñúäúðæàò òåãëàòà (íåîòðèöàòåëíè) ïî îòíîøåíèå íà
îñòàòúöèòå ïî âñåêè èçõîä â k-òèÿ òàêò.

3.3.3.2 Îöåíêè ïî WLS

Îòíîâî, çà äà ñå íàìåðÿò îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè, ñå îïðåäåëÿò ïðî-
èçâîäíèòå íà F(θ). Ïðè äèôåðåíöèðàíå íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ ïî âåêòîðà
θ ∈ Rp ñå ïîëó÷àâà ãðàäèåíòúò g ∈ Rp. Èçâåæäàíåòî íà îïòèìàëíîòî
ðåøåíèå ïî WLS ñå èçâúðøâà ïî ñúùèòå ñòúïêè êàòî ïðè LS. Ïúðâî
F(θ) ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ôóíêöèÿ íà θ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

F(θ) = eTWe

= (y − Φθ)TW (y − Φθ)

= yTWy − θTΦTWy − yTWΦθ + θTΦTWΦθ.

Òúé êàòîW å ñèìåòðè÷íà, â ãîðíèòå ðàâåíñòâà ñå èçïîëçâà, ÷åW = WT .
Ñëåä äèôåðåíöèðàíå ñå ïîëó÷àâàò ñëåäíèòå çàâèñèìîñòè:

∇θ(y
TWy) = 0,

∇θ(θ
TΦTWy) = ∇θ(y

TWΦθ) = ΦTWy,

∇θ(θ
TΦTWΦθ) = 2ΦTWΦθ,

îòêúäåòî çà ãðàäèåíòà ñå ïîëó÷àâà:

g = −2ΦTWy + 2ΦTWΦθ.

Òîé ñå ïðèðàâíÿâà íà íóëà è ñå îïðåäåëÿ θ̂, ò.å.

g|θ=θ̂ = 0 ⇔ −ΦTWy +ΦTWΦθ̂ = 0.

Âåêòîðúò θ̂, ïðè êîéòî g ñå íóëèðà, å

θ̂ = (ΦTWΦ)−1ΦTWy.
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3.3.4 Måòîä íà îáîáùåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè

Òåãëîâíàòà ìàòðèöà W â WLS å äèàãîíàëíà. Íî òîâà ïðèåìàíå ñå
íàðóøàâà, êîãàòî îñòàòúêúò å öâåòåí øóì èW = Σ−1

e . Îòíîâî, òúé êàòî
òîçè ìåòîä å ðàçãëåäàí çà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå, àêöåíòúò â
äîëíîòî ðàçãëåæäàíå å âúðõó îñîáåíîñòèòå íà GLS, çà ñëó÷àÿ ñ âåêòîð
íà ïàðàìåòðèòå.

3.3.4.1 Ïîêàçàòåë íà êà÷åñòâîòî

Àêî ìåæäó åëåìåíòèòå íà âåêòîðà e èìà êîðåëàöèÿ (ïðè÷èíèòå çà
òîâà ñà ñïîìåíàòè â òî÷êà 3.2.4), òî ìàòðèöàòà Σe ∈ R(N−n)ℓ×(N−n)ℓ íå
å äèàãîíàëíà. Òîãàâà, àêî ñ öåë ïîëó÷àâàíå íà åôåêòèâíè è íåèçìåñòåíè
îöåíêè, ñå çàäàäå W = Σ−1

e , òî â öåëåâàòà ôóíêöèÿ ñå ïîÿâÿâàò (ïðåòåã-
ëåíè) âçàèìíè ïðîèçâåäåíèÿ îò âèäà ei,k1ei,k2 çà k1 ̸= k2. Âúïðåêè òîâà
íå ñå ïðîìåíÿ íà÷èíúò, ïî êîéòî ñå ôîðìèðà öåëåâàòà ôóíêöèÿ, íèòî ñå
èçìåíÿ èçðàçúò íà îïòèìàëíîòî ðåøåíèå. Öåëåâàòà ôóíêöèÿ å

F(θ) = eTWe.

3.3.4.2 Îöåíêè ïî GLS

Èçâåæäàíåòî íà îïòèìàëíèòå îöåíêè ñå èçâúðøâà ïî ñúùèòå ñòúïêè,
êàêòî ïðè WLS, a îöåíêèòå, ìèíèìèçèðàùè F(θ), ñà:

θ̂ = (ΦTWΦ)−1ΦTWy.

Îáèêíîâåíî Σe íå å èçâåñòíà è çàòîâà GLS (ïî ïîäîáèå íà ìîäåëà ñ
ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå) ñå ðåàëèçèðà êàòî èòåðàòèâíà ïðîöåäóðà. Òúé
êàòî îñòàòúêúò å êîðåëèðàí ñ ïðåäèêòîðèòå, å ïîäõîäÿùî äà ñå âúâåäå
ôîðìèðàù ôèëòúð îò òèï AR.

3.3.5 Ìåòîä íà ðàçøèðåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè

Êîãàòî íå å íàìåðåí ïîäõîäÿù ARX ìîäåë, ÷àñò îò ïîâåäåíèåòî íà
ñèñòåìàòà ñå ïðè÷èñëÿâà êúì îñòàòúêà, êîéòî íÿìà ñâîéñòâàòà íà áÿë
øóì (îòíîâî ùå ñå áåëåæè ñ ẽk), à òîâà âîäè äî èçìåñòåíîñò íà îöåí-
êèòå. Â òàçè òî÷êà å ðàçãëåäàí âàðèàíòúò ñ âúâåæäàíå íà ôîðìèðàù
ôèëòúð çà èçáåëâàíå íà îñòàòúêà. Â òî÷êà 3.2.5.2 áåøå ñïîìåíàòî, ÷å
åäèí âàðèàíò çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå íà ðàçøèðåíèÿ ñ ôèëòúðà
ìîäåë (êîãàòî öåëåâàòà ôóíêöèÿ å ñóìà îò êâàäðàòèòå íà îñòàòúêà) å
äà ñå ïðèëîæè NLS. Òîâà å ñâúðçàíî ñ ïðèëàãàíå íà ÷èñëåí ìåòîä çà íå-
ëèíåéíà îïòèìèçàöèÿ. Äðóãèÿò âàðèàíò å äà ñå èçïîëçâà èòåðàòèâíàòà
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ïðîöåäóðà íà ELS. Â òàçè òî÷êà å ðàçãëåäàíà ðåàëèçàöèÿòà íà ELS çà
ìîäåë, ïðåäñòàâåí â îáù âèä ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå.

Èäåÿòà è îñîáåíîñòèòå íà ELS çà ìîäåëà ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå ñà
ñúùèòå êàòî ïðè îöåíÿâàíåòî íà ARMAX ìîäåë, ïðåäñòàâåí ñ ìàòðè-
öà íà ïàðàìåòðèòå. Çàòîâà â äîëíîòî èçëîæåíèå âíèìàíèåòî å íàñî÷åíî
êúì îïèñàíèåòî íà ñèñòåìàòà ñ ARMAX ìîäåë è êúì ñúîòâåòíèÿ àëãî-
ðèòúì.

3.3.5.1 Îïèñàíèå íà ñèñòåìàòà

Êîãàòî öâåòíèÿò øóì ẽk ñå ïðåäñòàâè ñ ïîìîùòà íà ôîðìèðàù ôèë-
òúð îò òèï MA:

ẽk = C(q−1)ek,

íà âõîäà íà êîéòî ïîñòúïâà (ôèêòèâåí) ñëó÷àåí ñèãíàë ek, êîéòî å áÿë
øóì, ïîëó÷åíèÿò ðàçøèðåí ìîäåë å ARMAX:

A(q−1)yk = B(q−1)uk +C(q−1)ek.

Ïðåîáðàçóâàíåòî íà ìîäåëà â îáù âèä ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå å èç-
âúðøåíî ïî ïîäîáèå íà ïðåîáðàçóâàíåòî íà ARX ìîäåëà. Ãîðíèÿò èçðàç
ïðåäñòàâëÿâà ñèñòåìà îò ℓ óðàâíåíèÿ (MISO ìîäåëè), îòãîâàðÿùè íà
âñåêè îò èçõîäèòå íà ñèñòåìàòà. i-òèÿò ðåä (MISO ìîäåë) å

Ai(q
−1)yk = Bi(q

−1)uk +Ci(q
−1)ek.

Ïðåäñòàâåí ïî-ïîäðîáíî, ìîäåëúò å

ai1(q
−1)y1,k+ . . . +aiℓ(q

−1)yℓ,k = bi1(q
−1)u1,k + . . .+ bim(q−1)um,k

+ci1(q
−1)e1,k + . . .+ ciℓ(q

−1)eℓ,k. (3.56)

Öåëòà íà äîëíèòå ïðåîáðàçóâàíèÿ å âñè÷êè ïàðàìåòðè äà ñå îòäåëÿò
â åäèí âåêòîð, à ðåãðåñîðèòå � â ìàòðèöà.

Íåêà çà îïðîñòÿâàíå íà çàïèñèòå èíäåêñúò i ñå èçïóñêà. Ñúáèðàåìèòå
â ãîðíèÿ èçðàç ìîæå äà ñå ïðåäñòàâÿò â ñëåäíèÿ âåêòîðåí âèä:

aj(q
−1)yj,k =

{
yi,k + yTj,kaj , çà i = j,

yTj,kaj , çà i ̸= j,

bj(q
−1)uj,k = uTj,kbj

cj(q
−1)ej,k =

{
ei,k + eTj,kcj , çà i = j,

eTj,kcj , çà i ̸= j.
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Âúâåäåíèòå âåêòîðè íà ðåãðåñîðèòå ñà:

yj,k = [yj,k−1 yj,k−2 . . . yj,k−naj
]T ∈ Rnaj ,

uj,k = [uj,k−1 uj,k−2 . . . uj,k−nbj ]
T ∈ Rnbj ,

ej,k = [ej,k−1 ej,k−2 . . . ej,k−ncj ]
T ∈ Rncj ,

à âåêòîðèòå íà ïàðàìåòðèòå ñà:

aj,k = [aj,1 aj,2 . . . aj,naj ]
T ∈ Rnaj ,

bj,k = [bj,1 bj,2 . . . bj,nbj ]
T ∈ Rnbj ,

cj,k = [cj,1 cj,2 . . . cj,ncj ]
T ∈ Rncj .

Êàêòî ñå âèæäà, âåêòîðèòå yj,k, uj,k è ej,k ñúäúðæàò ïðåäèñòîðèÿòà
íà ñúîòâåòíèòå ñèãíàëè äî k − 1-èÿ òàêò, à åäèíñòâåíèòå ñòîéíîñòè â
k-òèÿ òàêò ñà yj,k è ej,k. Òîâà ïîçâîëÿâà îò (3.56) äà ñå èçðàçè yi,k êàòî
ôóíêöèÿ íà ïðåäèñòîðèÿòà íà âõîäîâåòå è èçõîäèòå, êàêòî è íà îñòàòúêà
â k-òèÿ òàêò, ò.å.

yi,k = −yT1,ka1− . . .−yTℓ,kaℓ+uTi,kbi+ . . .+uTm,kbm+eT1,kc1+ . . .+eTℓ,kcℓ+ei,k

èëè íàêðàòêî (ñ âúâåæäàíå îòíîâî íà èíäåêñà i)

yi,k = φT
ARXi,kθARXi + φT

fi,kθfi + ei,k. (3.57)

Ïàðàìåòðèòå íà i-òèÿ MISO ìîäåë ñå ãðóïèðàò â äâàòà âåêòîðà:

θARXi = [aTi1 . . . aTiℓ bTi1 . . . bTim]T ,

θfi = [cTi1 . . . cTiℓ]
T ,

à ðåãðåñîðèòå ìó ñà îáåäèíåíè â äâàòà âåêòîðà:

φARXi,k = [−yTi1,k . . . − yTiℓ,k − uTi1,k . . . − uTim,k]
T ,

φf,k = [eTi1,k . . . eTiℓ,k]
T .

Ìîäåëèòå (3.57) çà i = 1, ℓ, çàïèñàíè çàåäíî, ñà:

yk = Φkθ + ek,

êúäåòî âåêòîðúò θ ∈ Rp ñúäúðæà ïàðàìåòðèòå íà âñè÷êè MISO ìîäåëè.
Òîé èìà ðàçìåðíîñò p =

∑
i pi è å ñúñ ñëåäíàòà ñòðóêòóðà:

θ = [θTARX θTf ]
T .
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Âåêòîðúò

θARX = [θTARX1 θTARX2 . . . θTARXℓ]
T

ñúäúðæà âñè÷êè ïàðàìåòðè íà ïîëèíîìèòå â ìàòðèöèòå A(q−1) è B(q−1)
(ARX ÷àñòòà íà ðàçøèðåíèÿ ìîäåë), à âåêòîðúò

θf = [θTf1 θTf2 . . . θTfℓ]
T

ñúäúðæà ïàðàìåòðèòå íà ïîëèíîìèòå â ìàòðèöàòà C(q−1) (÷àñòòà íà
ôèëòúðà îò òèï MA). Ïðè òîâà ðàçäåëÿíå íà ïàðàìåòðèòå ìàòðèöàòà
íà ðåãðåñîðèòå íà ïúëíèÿ MIMO ARMAX ìîäåë Φk ∈ Rℓ×p ñå ñúñòîè
îò äâà áëîêà, âñåêè îò êîèòî å áëîêäèàãîíàëåí. Íåêà äâàòà áëîêà ñà:

ΦARX,k = diag(φT
ARX1,k, φT

ARX2,k, . . . , φT
ARXℓ,k),

Φf,k = diag(φT
f1,k, φT

f2,k, . . . , φT
fℓ,k),

êàòî ΦARX,k ñúäúðæà ïðåäèñòîðèÿòà íà (èçâåñòíèòå) âõîäíî-èçõîäíè
ñèãíàëè, à Φf,k � ñòîéíîñòèòå íà (íåèçâåñòíèÿ) îñòàòúê íà ARMAX ìî-
äåëà. Òîãàâà ïúëíàòà ìàòðèöà íà ðåãðåñîðèòå, ó÷àñòâàùè âúâ ôîðìè-
ðàíåòî íà èçõîäà â k-òèÿ òàêò, å

Φk = [ΦARX,k Φf,k]. (3.58)

Îïèñàíèåòî íà ìîäåëà çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå å

y = Φθ + e. (3.59)

Âåêòîðèòå y, e ∈ Rℓ(N−n) è ìàòðèöàòà Φ ∈ Rℓ(N−n)×p â ãîðíîòî ðàâåíñ-
òâî ñà:

y = [yTn+1 yTn+2 . . . yTN ]T ,

e = [eTn+1 eTn+2 . . . eTN ]T ,

Φ = [ΦT
n+1 ΦT

n+2 . . . ΦT
N ]T ,

çà n = max(na, nb, nc). Ñ èçïîëçâàíå íà ðàçäåëíîòî ïðåäñòàâÿíå íà ARX
è íà MA ÷àñòòà, (3.59) ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî:

y = [ΦARX Φf ]

θARX

θf

+ e.
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3.3.5.2 Ïîêàçàòåë íà êà÷åñòâîòî

Òúé êàòî ELS å ñâúðçàí ñ ìíîãîêðàòíî ïðèëàãàíå íà LS, ïîêàçàòåëÿò
íà êà÷åñòâîòî è êðèòåðèÿò ñà ñúùèòå êàòî òåçè íà ñòàíäàðòíèÿ LS. Çà
ìîäåë ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå ïîêàçàòåëÿò ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî:

F(θ) = eT e

è ñúîòâåòíî êðèòåðèÿò å

min
θ
F(θ) = min

θ
eT e.

3.3.5.3 Àëãîðèòúì íà ìåòîäà

Ìåòîäúò ELS çà îöåíêà íà MIMO ìîäåëè ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå
ñå ñúñòîè îò ñëåäíèòå ñòúïêè.

1. Èíèöèàëèçàöèÿ

Çàäàâàò ñå ïàðàìåòðèòå, êîèòî îïðåäåëÿò óñëîâèÿòà çà ñïèðàíå íà
èòåðàòèâíàòà ïðîöåäóðà. Ôîðìèðà ñå ìàòðèöàòà ΦARX, îòãîâàðÿ-
ùà íà èçáðàíàòà ñòðóêòóðà íà ARX ìîäåëà è ñå îöåíÿâàò ïàðà-
ìåòðèòå ìó:

θ
(0)
ARX = (ΦT

ARXΦARX)
−1ΦT

ARXy.

θ
(0)
ARX å èçìåñòåíà îöåíêà ïîðàäè öâåòíèÿ õàðàêòåð íà îñòàòúêà ẽk.
Ôîðìèðà ñå âåêòîðúò e, ñúäúðæàù îöåíåíèòå ñòîéíîñòè íà îñòà-
òúêà ek, êîéòî òðÿáâà äà å ÁØ. Â èíèöèàëèçèðàùàòà ñòúïêà e
ñúâïàäà ñ âåêòîðà ẽk, çàâèñåù îò öâåòíèòå îñòàòúöè, ò.å.

e(0) = y − ΦARXθ
(0)
ARX (= ẽ(0)). (3.60)

2. LS çà ARMAX ìîäåëà

Â i-òàòà èòåðàöèÿ ñå ôîðìèðà âòîðèÿò áëîê Φ
(i)
f â (3.58), êàêòî è

ïúëíàòà ìàòðèöà:

Φ(i) = [ΦARX Φ
(i)
f ].

Âåêòîðúò íà ïàðàìåòðèòå íà ARMAX ìîäåëà â òåêóùàòà èòåðàöèÿ
ñå ôîðìèðà êàòî:

θ(i) = (Φ(i)TΦ(i))−1Φ(i)T y.

3. Îöåíÿâàíå íà îñòàòúêà ek
Âåêòîðúò e â òåêóùàòà èòåðàöèÿ ñå èç÷èñëÿâà êàòî:

e(i) = y − Φ(i)θ(i). (3.61)
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4. Ïðîâåðêà çà ñïèðàíå
Àêî èçáðàíîòî óñëîâèå çà ñïèðàíå íà èòåðàòèâíàòà ïðîöåäóðà å èç-
ïúëíåíî, îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðèòå íà ARMAX ìîäåëà ñå ïðåóñ-
òàíîâÿâà è ñå ïðèåìà, ÷å òúðñåíèòå îöåíêè ñà θ̂ = θ(i). Â ïðîòèâåí
ñëó÷àé i← i+ 1 è ñå ïðîäúëæàâà îò ñòúïêà 2.

3.3.6 Ìåòîä íà èíñòðóìåíòàëíèòå ïðîìåíëèâè

Ìåòîäúò íà èíñòðóìåíòàëíèòå ïðîìåíëèâè (IV) ñå èçïîëçâà, êîãàòî
îñòàòúêúò íå å áÿë øóì, êîåòî âîäè äî èçìåñòåíè îöåíêè. Ïðè íåãî íåèç-
ìåñòåíîñòòà ñå ïîñòèãà, êàòî ñå èçìåíÿ óðàâíåíèåòî íà ìîäåëà. Ïî-äîëó
å ïðåäñòàâåí IV çà ìîäåë ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå (ìåòîäúò å ðàçãëåäàí
ïî-ïîäðîáíî çà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå � òî÷êà 3.2.6).

3.3.6.1 Óðàâíåíèå íà ìîäåëà

Îòíîâî ñ ẽk å îçíà÷åí îöâåòåíèÿò îñòàòúê, à ñ ẽ � âåêòîðúò, ñúäúð-
æàù ñòîéíîñòèòå ìó ïî îòíîøåíèå íà âñè÷êè èçõîäè çà èíòåðâàëà íà
íàáëþäåíèå. Ïðè IV ìîäåëúò

y = Φθ + ẽ (3.62)

ñå óìíîæàâà ñ èíñòðóìåíòàëíàòà ìàòðèöà Z ∈ R(N−n)ℓ×p è òîãàâà

ZT y = ZTΦθ + ZT ẽ.

Òàçè ìàòðèöà ñå îïðåäåëÿ òàêà, ÷å ñòúëáîâåòå �è � èíñòðóìåíòàëíèòå
ïðîìåíëèâè, äà ñà êîðåëèðàíè ñ äàííèòå, ò.å. ZT y ̸= 0 è ZTΦ ̸= 0, íî äà
íå ñà êîðåëèðàíè ñ îñòàòúêà. Êîãàòî îñòàòúêúò å öåíòðèðàí, ZT ẽ = 0 è
òîãàâà (3.62) ñå ñâåæäà äî

ZT y = ZTΦθ̂,

îòêúäåòî çà îöåíêèòå ñå ïîëó÷àâà:

θ̂ = (ZTΦ)−1ZT y.

3.3.6.2 Àëãîðèòúì íà IV

Ïðåäèñòîðèÿòà íà âõîäà íå çàâèñè îò îñòàòúêà è çàòîâà å óäà÷íî
âõîäíèòå ñèãíàëè çà ARX ìîäåëà äà èãðàÿò ðîëÿ íà èíñòðóìåíòàëíè
ïðîìåíëèâè. Íî òúé êàòî y çàâèñè îò ẽ, èçõîäèòå íå ñà ïîäõîäÿùè çà
ñòúëáîâå íà Z. Â äîëíèÿ àëãîðèòúì çà èçãðàæäàíå íà Z ñå èçïîëçâà
ìîäåë çà ôîðìèðàíå íà ñèãíàë, êîéòî å ïðèáëèæåíèå íà y, íî íå çàâèñè
îò ẽ. Òàçè èäåÿ å çàëåãíàëà â ñëåäíèÿ àëãîðèòúì.
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Àëãîðèòúì íà IV

1. Èíèöèàëèçàöèÿ

Çàäàâàò ñå óñëîâèÿòà çà ñïèðàíå, ôîðìèðà ñå Φ ñ âõîäíî-èçõîäíèòå
äàííè è ñå ïðèëàãà LS:

θ(0) = (ΦTΦ)−1ΦT y.

2. Îöåíÿâàíå íà y

Â i-òàòà èòåðàöèÿ ñå ôîðìèðà îöåíêà íà y, ÷èéòî åëåìåíòè ñà:

y
(i)
k = Φ′

kθ
(i).

Â ìàòðèöàòà íà ðåãðåñîðèòå Φ′
k, âìåñòî èçõîäà íà ñèñòåìàòà, ó÷àñ-

òâà ïðåäèñòîðèÿòà íà íåãîâàòà îöåíêà.

3. Ôîðìèðàíå íà Z

Z(i) = [Φ′T
n+1 Φ′T

n+2 . . . Φ′T
N ]T .

4. Îöåíÿâàíå íà θ ïî IV

θ(i) = (Z(i)TΦ)−1Z(i)T y.

5. Ïðîâåðêà çà ñïèðàíå

Àêî èçáðàíîòî óñëîâèå çà ñïèðàíå å èçïúëíåíî, èòåðàòèâíîòî îöå-
íÿâàíå ñå ïðåêðàòÿâà è ñå ïðèåìà, ÷å òúðñåíèòå ïàðàìåòðè ñà
θ̂ = θ(i). Â ïðîòèâåí ñëó÷àé i← i+1 è ñå ïðîäúëæàâà îò ñòúïêà 2.

Ïðè îïèñàíèåòî íà IV çà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå å çàñåãíàò
âúïðîñúò çà èçáîðà íà Z, êàêòî è íà÷èíè çà ïîäîáðåíèå íà îïèñàíèÿ
àëãîðèòúì.

3.3.7 Ðîáàñòåí ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè

Èäåÿòà íà ìåòîäà è ïðèëîæåíèåòî ìó ñà ðàçãëåäàíè â òî÷êà 3.2.7.
Îöåíèòåëèòå, èçïîëçâàùè òàçè èäåÿ, ñà ïîäõîäÿùè, êîãàòî ðàçïðåäåëå-
íèåòî íà îñòàòúêa âîäè äî èçìåñòåíè îöåíêè ïî LS èëè ïî ðàçãëåäàíèòå
äî ìîìåíòà íåãîâè ìîäèôèêàöèè. Ðîáàñòíèòå îöåíèòåëè ñå èçãðàæäàò
òàêà, ÷å îöåíêèòå äà ñà íå÷óâñòâèòåëíè êúì àñèìåòðèèòå è îñîáåíî êúì
åâåíòóàëíèòå òåæêè îïàøêè â ðàçïðåäåëåíèåòî íà e.
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3.3.7.1 Ïîêàçàòåë íà êà÷åñòâîòî

Íàé-îáùî öåëåâàòà ôóíêöèÿ íà ðîáàñòíèòå îöåíèòåëè å

F(θ) =
ℓ∑

i=1

N∑
k=n+1

ζ(ei,k), (3.63)

à êðèòåðèÿò å ìèíèìóì íà F(θ) ïî îòíîøåíèå íà θ. Ôóíêöèÿòà ζi,k =
ζ(ei,k) å ïðèíîñúò íà îñòàòúêà ei,k êúì ñòîéíîñòòà íà F(θ). ζ(.) òðÿáâà
äà å íåîòðèöàòåëíà (ïî ñúùàòà ïðè÷èíà êàòî òåãëàòà â WLS), äà å ÷åòíà
è óíèìîäàëíà ñ ìèíèìóì ζ(0) = 0.

Çà óäîáñòâî ïðè èçâåæäàíåòî íà RobLS å ïðèåòî, ÷å ïðèíîñèòå â k-
òèÿ òàêò è òåõíèòå ïðîèçâîäíè ïî ñúîòâåòíèòå îñòàòúöè ñà îáåäèíåíè
âúâ âåêòîðà:

ζk = [ζ1,k ζ2,k . . . ζℓ,k]
T , γk = [γ1,k γ2,k . . . γℓ,k]

T .

3.3.7.2 Îöåíêè ïî RobLS

Íåêà θi ∈ Rpi å âåêòîðúò íà ïàðàìåòðèòå íà i-òèÿ MISO ìîäåë, à j-
òèÿò åëåìåíò îò òîçè âåêòîð å θh = [θi]j . Íà íåãî â îáùîòî ïðåäñòàâÿíå
íà ìîäåëà îòãîâàðÿ φh = [φi,k]j , êúäåòî φi,k ∈ Rpi å ñúîòâåòñòâàùèÿò íà
θi âåêòîð íà ðåãðåñîðèòå. Îò âñè÷êè îñòàòúöè â k-òèÿ òàêò ñàìî ei,k (è
ñúîòâåòíî ζi,k) çàâèñè îò åëåìåíòèòå íà âåêòîðà θi (ò.å. è îò θh). Òîãàâà

íåíóëåâèòå ïðîèçâîäíè ζk ïî îòíîøåíèå íà θh ñà åäèíñòâåíî
∂ζi,k
∂θh

, êîèòî
ñà:

∂ζi,k
∂θh

=
∂ζi,k
∂ei,k

∂ei,k
∂θh

= −γi,kφh,k. (3.64)

Îáîáùàâàéêè çà h = 1, pi (ò.å. çà i-òèÿ MISO ìîäåë), ìîæå äà ñå çàïèøå:

∇θiζi,k = −φi,kγi,k.

Çà ïúëíèÿ ãðàäèåíò íà ïðèíîñà ζk (îáîáùàâàéêè çà i = 1, ℓ) ñå ïîëó÷àâà:

∇θζk =



∇θ1ζ1,k

∇θ2ζ2,k

...

∇θℓζℓ1,k


= −



φ1,k 0 . . . 0

0 φ2,k . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . φℓ,k


= −ΦT

k γk.
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Òîãàâà ãðàäèåíòúò íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ å

g = ∇θF(θ) =
N∑

k=n+1

gk = −
N∑

k=n+1

ΦT
k γk. (3.65)

Íåêà ñå âúâåäàò îòíîøåíèÿòà:

wi,k =
γi,k
ei,k

. (3.66)

Òîãàâà ïðîèçâîäíàòà íà âåêòîðà íà ïðèíîñèòå â k-òèÿ òàêò ìîæå äà ñå
çàïèøå êàòî:

γk = diag(wk)ek.

Òóê îòíîøåíèÿòà wi,k ñà îáåäèíåíè âúâ âåêòîðà:

wk = [w1,k . . . wℓ,k]
T , (3.67)

à (3.65) äîáèâà âèäà:

g = −
N∑

k=n+1

ΦT
k diag(wk)ek.

Ïîñëåäíèÿò èçðàç â êîìïàêòåí âèä å

g = −ΦT We︸︷︷︸
γ

, (3.68)

êúäåòî
e = [eTn+1 . . . eTN ]T , Φ = [ΦT

n+1 . . . ΦT
N ]T ,

W = diag[wT
n+1 . . . wT

N ]. (3.69)

Âèäúò (3.68) íà ãðàäèåíòà íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ ñúâïàäà ñ ãðàäèåíòà
ïî WLS. Íàèñòèíà èçðàçúò çà g îò òî÷êà 3.3.3.2 å

g = −2ΦTWy + 2ΦTWΦθ = −2ΦTWe,

êàòî â (3.68) ìíîæèòåëÿò 2 ñå ïðè÷èñëÿâà êúì åëåìåíòèòå íà W . Òàêà
ìèíèìèçàöèÿòà íà F(θ), ôîðìèðàíà ïî (3.63), âîäè äî

θ̂ = (ΦTWΦ)−1ΦTWy.

Ðàçñúæäåíèÿòà çà ïîëó÷åíîòî ðåøåíèå ñà ñúùèòå, à èìåííî: òåãëîâ-
íàòà ìàòðèöà çàâèñè îò îñòàòúêà, êîéòî çàâèñè îò îöåíêèòå, à òå îò ñâîÿ
ñòðàíà çàâèñÿò îò òåãëàòà. Çàòîâà ðîáàñòíèòå îöåíèòåëè ñå ðåàëèçèðàò
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êàòî èòåðàòèâíè ïðîöåäóðè. Íà âñÿêà èòåðàöèÿ ñå ôîðìèðàò òåãëàòà,
çàâèñåùè îò îñòàòúöèòå îò ïðåäèøíàòà èòåðàöèÿ, è ñå ïðèëàãà ñòàíäàð-
òíèÿò WLS. Ïîëó÷åíèòå îöåíêè ñå èçïîëçâàò çà èç÷èñëÿâàíå íà îñòàòú-
öèòå, êîèòî â ñëåäâàùàòà èòåðàöèÿ ñå èçïîëçâàò ïðè ôîðìèðàíåòî íà
íîâè òåãëà. Òàêúâ àëãîðèòúì å îïèñàí ïî-äîëó.

3.3.7.3 Àëãîðèòúì íà ðîáàñòíèÿ LS

1. Èíèöèàëèçàöèÿ

Çàäàâàò ñå óñëîâèÿòà çà ñïèðàíå, íàïðèìåð òîëåðàíñè íà èçìåíå-
íèå íà F(θ) èëè íà îöåíêèòå â ñúñåäíè èòåðàöèè. Ñúùî òàêà ñå
ôîðìèðà Φ è ñå ïðèëàãà LS:

θ(0) = (ΦTΦ)−1ΦT y.

Òîâà å ðàâíîñèëíî íà WLS ñ òåãëîâíà ìàòðèöà W (0) = I.

2. Îïðåäåëÿíå íà îñòàòúêà

Â i-òàòà èòåðàöèÿ ñå ôîðìèðà âåêòîðúò e(i):

e(i) = y − Φθ(i−1).

3. Ôîðìèðàíå íà òåãëîâíàòà ìàòðèöà

Èç÷èñëÿâàò ñå íîâèòå òåãëà:

w
(i)
j,k = min(1, max(δ, |e(i)j,k|

−1)), (3.70)

êàòî δ å ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, íàïðèìåð δ = 10−8. Òå ñà íå-
îáõîäèìè çà ôîðìèðàíå íà íîâàòà òåãëîâíà ìàòðèöà W (i) ñïîðåä
(3.67) è (3.69).

4. Îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå ïî WLS

Ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà ñà:

θ(i) = (ΦTW (i)Φ)−1ΦTW (i)y.

5. Ïðîâåðêà çà ñïèðàíå

Àêî óñëîâèåòî çà ñïèðàíå å èçïúëíåíî, èòåðàòèâíîòî îöåíÿâàíå ñå
ïðåóñòàíîâÿâà è ñå ïðèåìà, ÷å òúðñåíèòå ïàðàìåòðè ñà θ̂ = θ(i). Â
ïðîòèâåí ñëó÷àé i← i+ 1 è ñå ïðîäúëæàâà îò ñòúïêà 2.
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3.4 ×èñëåíî óñòîé÷èâè ðåàëèçàöèè

íà îöåíèòåëèòå

Ïðè ñèñòåìè ñ ãîëÿì áðîé âõîäîâå è èçõîäè ÷åñòî èìà ñòðåìåæ èäåí-
òèôèêàöèÿòà äà ñå èçâúðøâà, äîêîëêîòî å âúçìîæíî, áåç ÷îâåøêà íà-
ìåñà. Âàæåí ìîìåíò ïðè ïðîåêòèðàíåòî íà îöåíèòåëè íà ïàðàìåòðèòå
(Ôèãóðà 3.9), îñîáåíî êîãàòî èäåíòèôèêàöèÿòà å àâòîìàòèçèðàíà, å ïðè-
ëàãàíåòî íà ÷èñëåíî óñòîé÷èâè ðåàëèçàöèè íà ìåòîäèòå çà îöåíÿâàíå.

Ïî-äîëó ñà ðàçãëåäàíè ÷èñëåíèòå ïðîáëåìè, òåõíèòå èçòî÷íèöè, êàê-
òî è ðàçëè÷íè ïîäõîäè çà èçáÿãâàíåòî èì ïî âðåìå íà ðàáîòà íà îöåíè-
òåëèòå.

Îïèñàíèòå äî ìîìåíòà ìåòîäè ñå ñâåæäàò äî åäíîêðàòíî èëè ìíî-
ãîêðàòíî ïðèëàãàíå íà LS èëè íà ïðåòåãëåíèÿ ìó âàðèàíò WLS. Çàòîâà
â òàçè òåìà ùå áúäå çàñåãíàòî îöåíÿâàíåòî íà ïàðàìåòðè ïî LS.

Ôèãóðà 3.9. Åòàïè â ïðîåêòèðàíåòî íà îöåíèòåëè íà ïàðàìåòðè (ÊÑ � êîì-
ïþòúðíà ñèñòåìà)
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3.4.1 ×èñëåíè ïðîáëåìè ïðè îöåíÿâàíåòî

íà ïàðàìåòðè

Íàé-îáùî ÷èñëåíèòå ïðîáëåìè ïî âðåìå íà èäåíòèôèêàöèÿòà âúç-
íèêâàò ïî äâå ïðè÷èíè. Åäíàòà å, ÷å òîçè ïîäõîä çà ìîäåëèðàíå ñå ðåàëè-
çèðà ñ ïîìîùòà íà êîìïþòðè, êîåòî å ñâúðçàíî ñ ãðåøêè îò èç÷èñëåíèÿ
[25]. Äðóãàòà ïðè÷èíà å èçïîëçâàíåòî íà íåïîäõîäÿùè äàííè.

Ïðè ðåàëèçàöèÿòà íà ìåòîäèòå çà îöåíÿâàíå, íåçàâèñèìî îò äàííèòå,
ñúùåñòâóâàò äâà âèäà ãðåøêè îò èç÷èñëåíèÿ. Òîâà ñà ãðåøêè îò:
• ïðåêúñâàíå;
• çàêðúãëÿíå.

3.4.1.1 Ãðåøêà îò ïðåêúñâàíå

Òàçè ãðåøêà å õàðàêòåðíà çà îïåðàöèèòå, êúäåòî èòåðàòèâíî ñå òúð-
ñè îïòèìàëíî ðåøåíèå. Íàé-îáùî, ïîðàäè íåâúçìîæíîñòòà ÷èñëåíî äà
ñå ñóìèðàò áåçêðàåí áðîé ÷ëåíîâå íà (ñõîäÿùè) ðåäîâå, ñóìèðàíåòî ñå
èçâúðøâà ñàìî ìåæäó îïðåäåëåí áðîé ÷ëåíîâå, ïðåíåáðåãâàéêè îñòàíà-
ëèòå. Òîâà âîäè äî ò.íàð. ãðåøêà îò ïðåêúñâàíå. Òÿ ñå êîíòðîëèðà ñ
ðàçëè÷íè êðèòåðèè çà ñïèðàíå íà ïðîöåñà íà îïòèìèçàöèÿ.

3.4.1.2 Ãðåøêà îò çàêðúãëÿíå

Âñÿêî ÷èñëî x ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà:

x = a1b
n + a2b

n−1 + . . . + ambn−m+1,

êàòî b å îñíîâàòà íà áðîéíàòà (ïîçèöèîííà) ñèñòåìà, ai ñà çíà÷åùèòå
öèôðè, à öÿëîòî ÷èñëî m îïðåäåëÿ áðîÿ íà ðàçðÿäèòå (çíà÷åùèòå öèô-
ðè), ñ êîèòî å çàïèñàíî ÷èñëîòî. Íàïðèìåð äðîáíîòî ÷èñëî 12.35 ìîæå
äà ñå ïðåäñòàâè êàòî 12.35 = 1× 101 + 2× 100 + 3× 10−1 + 5× 10−2.

Ôèãóðà 3.10. Ïðåäñòàâÿíå íà ÷èñëàòà ñ ïëàâàùà çàïåòàÿ â êîìïþòúðíèòå
ñèñòåìè

Â êîìïþòðèòå ÷èñëàòà ñå ïðåäñòàâÿò ñ ìàíòèñà è ïîðÿäúê (Ôèãóðà
3.10). Ìàíòèñàòà ñúäúðæà çíà÷åùèòå öèôðè, à ïîðÿäúêúò îïðåäåëÿ ïî-
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çèöèÿòà íà ïëàâàùàòà çàïåòàÿ. Ïðèåòî å â ìàíòèñàòà äà å çàïèñàíà ñàìî
äðîáíàòà ÷àñò, ò.å. ïëàâàùàòà çàïåòàÿ äà ñå íàìèðà ïðåä íàé-ñòàðøèÿ
ðàçðÿä íà ìàíòèñàòà, êîéòî å ðàçëè÷åí îò íóëà (a1 ̸= 0) (â ñëó÷àÿ 12.35
ñå ïðåäñòàâÿ êàòî 0.1235× 102).

Â ðåçóëòàò îò àðèòìåòè÷íè äåéñòâèÿ ñ ÷èñëà, çàïèñàíè ñ m ðàçðÿäà
ìîæå äà ñå ïîëó÷àò ÷èñëà, êîèòî ñà ñ ïîâå÷å îò m ðàçðÿäà. Òàêà, àêî
÷èñëàòà â êîìïþòúðà ñå ïðåäñòàâÿò ñ m öèôðè, òî âìåñòî ñ òî÷íèÿ
ðåçóëòàò ñå ðàáîòè ñ íåãîâî ïðèáëèæåíèå. Ãðåøêàòà, êîÿòî ñå äîïóñêà
â òîçè ñëó÷àé, å ãðåøêà îò çàêðúãëÿíå.

Ïðèìåð. Çàãóáà íà òî÷íîñò ïðè àðèòìåòè÷íî äåéñòâèå

Âúïðåêè ÷å ÷èñëàòà â êîìïþòúðíèòå ñèñòåìè ñå ïðåäñòàâÿò â äâî-
è÷åí âèä, çà ïðåäñòàâÿíå íà çàãóáàòà íà òî÷íîñò, ñå èçïîëçâàò ÷èñëà
â äåñåòè÷íàòà áðîéíà ñèñòåìà. ×èñëàòà 3 è 4 ñå çàïèñâàò ñàìî ñ åäíà
öèôðà. Âúïðåêè òîâà ÷àñòíîòî èì å

x =
4

3
= 1.333 . . . = 1.3(3).

Àêî x ñå ïðåäñòàâè ñ ÷åòèðè çíà÷åùè öèôðè è ïîðÿäúê, òî

x = 0.1333× 101.

Ñ óâåëè÷àâàíå íà çíà÷åùèòå öèôðè ñå ïîëó÷àâà âñå ïî-áëèçêà ñòîé-
íîñò äî èñòèíñêàòà (ïðè ïåò çíà÷åùè öèôðè x = 0.13333 × 101 è ò.í.),
íî íèêîãà èñòèíñêàòà ñòîéíîñò íå ìîæå äà ñå çàïèøå ñ êðàåí áðîé öèô-
ðè. Ñ äðóãè äóìè ïðè çàïèñâàíå íà x âèíàãè ùå ñúùåñòâóâà ãðåøêà îò
çàêðúãëÿíå. ♢

Àêî äàííèòå, èçïîëçâàíè îò îöåíèòåëÿ, ñà ïîäõîäÿùè çà îáðàáîòêà,
ãðåøêèòå îò èç÷èñëåíèÿ íå âëèÿÿò ÷óâñòâèòåëíî íà êðàéíèÿ ìîäåë. Íî
àêî ñà íåïîäõîäÿùè çà çàäà÷àòà íà îöåíÿâàíåòî (è íå ñà êîðåêòíî îáðà-
áîòåíè), ÷èñëåíèòå ãðåøêè ìîæå äà äîâåäàò äî çíà÷èòåëíî îòêëîíåíèå
íà ïîâåäåíèåòî íà ìîäåëà îò òîâà íà ðåàëíàòà ñèñòåìà.

Îñíîâíèÿò èçòî÷íèê íà ÷èñëåíè ãðåøêè ïðè ðåàëèçàöèÿòà íà LS
(êàêòî è ïî-îáùèòå ñëó÷àè, ðàçãëåäàíè äî ìîìåíòà) å îáðúùàíåòî íà
ìàòðèöàòà íà Ôèøåð ΦTΦ. Òèïè÷íè ñëó÷àè, ïðè êîèòî å âúçìîæíî äà
âúçíèêíå ÷èñëåí ïðîáëåì, ñà:

• ìóëòèêîëèíåàðíîñò ìåæäó ôàêòîðèòå (èçòî÷íèêúò å ñèñòåìàòà è
ïî-òî÷íî íåéíèòå ñâîéñòâà ïî îòíîøåíèå íà âåëè÷èíèòå, èçïîëçâà-
íè êàòî ôàêòîðè);

• íåäîñòàòú÷íî âúçáóäåí îáåêò (èçòî÷íèêúò å åêñïåðèìåíòúò);
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• íåïîäõîäÿùî ïîäáðàíà ñòðóêòóðà íà ìîäåëà (èçòî÷íèêúò å ìîäå-
ëúò, íàïðèìåð ñòàòè÷íà âðúçêà ìåæäó âåëè÷èíè, êîÿòî ñå îïèñâà
ñ äèíàìè÷åí ìîäåë).

Ïðè åäíîìåðíèòå ñèñòåìè, çà äà ñå ãàðàíòèðà ÷èñëåíî óñòîé÷èâî îöå-
íÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå, îáèêíîâåíî å äîñòàòú÷íî åêñïåðèìåíòúò äà å
ïðîâåäåí êîðåêòíî (íàé-âå÷å òàêòúò íà äèñêðåòèçàöèÿ äà å ïîäõîäÿù
è îáåêòúò äà å âúçáóäåí), à ñúùî è ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà äà å ïîäõî-
äÿùà. Ïðè ìíîãîìåðíèòå ñèñòåìè îáà÷å å âúçìîæíî òåçè óñëîâèÿ äà ñà
èçïúëíåíè è âúïðåêè òîâà äà âúçíèêíàò ÷èñëåíè ïðîáëåìè. Òúé êàòî
ïðè MIMO ñèñòåìèòå uk è yk ñà âåêòîðíè ñèãíàëè, å âúçìîæíî íÿêîè
îò êîìïîíåíòèòå èì äà ñà (áëèçêè äî) ëèíåéíî çàâèñèìè.

3.4.2 Ëèíåéíî çàâèñèìè ôàêòîðè

Ñúñ ñëåäâàùèÿ ïðèìåð å ïîêàçàí ïðîáëåìúò, êîéòî ìîæå äà âúçíèê-
íå, êîãàòî ïî åäíà èëè äðóãà ïðè÷èíà ôàêòîðèòå â ìîäåëà ñà ëèíåéíî
çàâèñèìè.

Ïðèìåð. Ìîäåë ñ ëèíåéíî çàâèñèìè ôàêòîðè
Íåêà å äàäåí MISO ìîäåë, çàâèñåù îò äâà ôàêòîðà, è íåêà òúðñåíèòå

ïàðàìåòðè ñà θ∗ = [θ∗1 θ∗2 ]
T . Îïòèìàëíèÿò ìîäåë å

ŷk = θ∗1φ1,k + θ∗2φ2,k. (3.71)

Àêî φ1,k è φ2,k ñà ëèíåéíî çàâèñèìè, êàòî âðúçêàòà å

φ1,k = 2φ2,k,

òîãàâà ìîäåë (3.71) å åêâèâàëåíòåí íà:

ŷk = θ∗1φ1,k + θ∗2φ2,k + αφ1,k − 2αφ2,k︸ ︷︷ ︸
=0

,

çà ïðîèçâîëíî α. Èëè ñ äðóãè äóìè, ñúùåñòâóâàò áåçáðîé ìíîãî ìîäåëè
îò âèäà:

ŷk = (θ∗1 + α)︸ ︷︷ ︸
θ̃1

φ1,k + (θ∗2 − 2α)︸ ︷︷ ︸
θ̃2

φ2,k = φT
k θ̃, (3.72)

êîèòî òåîðåòè÷íî ñúâïàäàò ñ (3.71). Íàïðèìåð çà α = 105 è θ∗ = [0.6 0.4]T ,
ìîäåëèòå:

ŷk = 0.6φ1,k + 0.4φ2,k, (3.73)

ŷk = 100000.6φ1,k − 199999.6φ2,k, (3.74)
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ñà èäåíòè÷íè. Òîâà ïîêàçâà, ÷å α ìîæå äà íàðàñòâà íåîãðàíè÷åíî, êî-
åòî âîäè äî íàðàñòâàíå íà îöåíêèòå ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò. Òàêà ïðè
ïðàêòè÷åñêàòà ðåàëèçàöèÿ íà îöåíèòåëÿ â ñðåäà ñ êðàéíà òî÷íîñò èçõî-
äèòå ìîæå äà ñå ðàçëè÷àâàò, êîåòî ñå äúëæè íà ãðåøêèòå îò èç÷èñëåíèÿ
(ïî-òî÷íî òîâà ñà ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿíå). ♢

Àêî ÷àñò îò ôàêòîðèòå, à òå ñà ñòúëáîâå íà Φ, ñà (áëèçêè äî) ëè-
íåéíî çàâèñèìè, ìàòðèöàòà íà Ôèøåð ΦTΦ å ëîøî îáóñëîâåíà. Â òàêúâ
ñëó÷àé îïðåäåëÿíåòî íà (ΦTΦ)−1 å ñâúðçàíî ñúñ çíà÷èòåëíè ãðåøêè â
èç÷èñëåíèÿòà, êîèòî îáèêíîâåíî âîäÿò äî ìîäåë, êîéòî å íàïúëíî íåèç-
ïîëçâàåì.

Îò ãëåäíà òî÷êà íà ãåîìåòðè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà LS (Ôèãóðà
2.40) ëèíåéíàòà çàâèñèìîñò ìåæäó ôàêòîðèòå îçíà÷àâà, ÷å íàïðàâëåíè-
ÿòà íà ÷àñò îò ñòúëáîâåòå íà Φ ñúâïàäàò, à àêî ôàêòîðèòå íå ñà íàïúëíî,
íî áëèçêè äî ëèíåéíî çàâèñèìè, íàïðàâëåíèÿòà ñúùî ñà ìíîãî áëèçêè.
Òîâà ïîêàçâà, ÷å ÷àñò îò ôàêòîðèòå â ìîäåëà, îñâåí ÷å âëîøàâàò îöåíêè-
òå, ñà íåíóæíè. Èçáîðúò íà çíà÷èìè çà îïèñàíèåòî íà èçõîäà ôàêòîðè
å ðàçãëåäàí â òî÷êà 3.5, à öåëòà íà äîëíèòå èçìåíåíèÿ íà ðåøåíèåòî ïî
LS å äà ñå ãàðàíòèðàò ÷èñëåíî óñòîé÷èâè îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå, íå-
çàâèñèìî îò âèäà íà äàííèòå. Ïðè÷èíà çà òîâà å, ÷å â ïðàêòèêàòà, ïðè
íåäîñòèã íà ôàêòîðè, ìîæå äà ñå íàëîæè äà ñå èçïîëçâàò è âåëè÷èíè,
ìåæäó êîèòî ñúùåñòâóâà èçâåñòíà ìóëòèêîëèíåàðíîñò.

Çà ðàçøèðÿâàíå íà ñëó÷àÿ îò ãîðíèÿ ïðèìåð íåêà rankΦ = r < p,
êàòî ñòúëáîâåòå �è ñà ïðåíàðåäåíè òàêà, ÷å Φ = [Φ1 Φ2], êúäåòî Φ1 ∈
R(N−n)ℓ×r å îò ïúëåí ðàíã (ò.å. íå ñúäúðæà ëèíåéíî çàâèñèìè ôàêòîðè),
à Φ2 ∈ R(N−n)ℓ×p−r ñúäúðæà îñòàíàëèòå ñòúëáîâå, êîèòî ñà ëèíåéíî çà-
âèñèìè ñúñ ñòúëáîâå âúâ Φ1. Àíàëîãè÷íî íà Φ, âåêòîðúò íà ïàðàìåòðèòå
ñå ðàçìåñòâà òàêà, ÷å ïúðâèòå r åëåìåíòà äà ñúîòâåòñòâàò íà Φ1, à îñòà-
íàëèòå p− r ðåäà � íà Φ2, ò.å. θ = [θT1 θT2 ]

T , θ1 ∈ Rr è θ2 ∈ Rp−r.
Òúé êàòî rankΦ = rankΦ1 = r, òî ñòúëáîâåòå íà Φ2 ìîæå äà ñå

ïðåäñòàâÿò êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò ñòúëáîâåòå íà Φ1, ò.å.

Φ2 = Φ1Θ,

êàòî Θ ∈ Rp−r å íåíóëåâà ìàòðèöà. Òîãàâà öåëåâàòà ôóíêöèÿ ìîæå äà
ñå ðàçâèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

F(θ) = ∥y − Φθ∥22
= ∥y − Φ1θ1 − Φ2θ2∥22
= ∥y − Φ1(θ1 +Θθ2)∥22
= ∥Y − Φ1θ3∥22.
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Ïîíåæå Φ1 å îò ïúëåí ðàíã, òî çà îïòèìàëíîòî ðåøåíèå ñå ïîëó÷àâà:

θ̂3 = (ΦT
1 Φ1)

−1ΦT
1 y.

Ïðè òàçè ôîðìóëèðîâêà íà çàäà÷àòà çà êîíêðåòåí èçáîð íà θ̂1 ìîæå äà
ñå íàìåðè òàêúâ âåêòîð θ̂2, ÷å äà å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî θ̂3 = θ̂1 +
Θθ̂2. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ÷àñò îò ïàðàìåòðèòå ñå îöåíÿâàò åäíîçíà÷íî
(åëåìåíòèòå íà θ1), à îñòàíàëèòå (θ2) ñà ñâîáîäíè ïàðàìåòðè. Ñ äðóãè
äóìè çàäà÷àòà çà ìèíèìèçàöèÿ íà F(θ) èìà áåçáðîé ìíîãî ðåøåíèÿ.

Íåêà Ω å ìíîæåñòâîòî îò îöåíêè θ̃, çà êîèòî öåëåâàòà ôóíêöèÿ èìà
ìèíèìàëíà ñòîéíîñò. Â òàêúâ ñëó÷àé, çà äà ñå èçáåðå êîíêðåòíî ðåøå-
íèå, ìîæå äà ñå íàëîæàò äîïúëíèòåëíè èçèñêâàíèÿ. Íàïðèìåð ïîäõî-
äÿùî å 2-íîðìàòà íà θ̃ äà å ìèíèìàëíà [102, 148]. Òîãàâà îïòèìàëíîòî
ðåøåíèå å

θ̂ = argmin
θ̃∈Ω
∥θ̃∥22. (3.75)

Òàêà ñå èçáÿãâà îïàñíîñòòà îò íåîãðàíè÷åíî íàðàñòâàíå íà îöåíêèòå
ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò. Çà ïîäîáðÿâàíå íà ðåçóëòàòà îò îöåíÿâàíåòî
ñå ïðèëàãàò ÷èñëåíî óñòîé÷èâè ðåàëèçàöèè íà ñòàíäàðòíèòå ìåòîäè, ñ
èçâúðøâàíå íà ðåãóëÿðèçàöèè [35] èëè äåêîìïîçèöèè [103, 151]. Òåðìè-
íèòå ôàêòîðèçàöèÿ è äåêîìïîçèöèÿ, êîèòî ñå ñðåùàò â ëèòåðàòóðàòà,
ñà âçàèìîçàìåíÿåìè â ðàçãëåæäàíèÿòà ïî-äîëó. Òóê òå èìàò ñìèñúë íà
ïðåîáðàçóâàíå íà ìàòðèöà â ïðîèçâåäåíèå îò ìàòðèöè (ôàêòîðè) [103].
Âúïðåêè òîâà òåðìèíúò äåêîìïîçèöèÿ å ïî-îáù è ñå èçïîëçâà ñúùî çà
ïðåîáðàçóâàíèÿ íà ìàòðèöè, ïðè êîèòî íå å çàäúëæèòåëíî ôàêòîðè-
òå äà ñå óìíîæàâàò. Â ëèòåðàòóðàòà ñúùî òàêà ñå ñðåùà è òåðìèíúò
òðèàíãóëèçàöèÿ [59], èçïîëçâàí çà îçíà÷àâàíå íà ïðåîáðàçóâàíèå, ïðè
êîåòî äàäåí ôàêòîð å òðèúãúëíà ìàòðèöà. Çà ïðåîáðàçóâàíèÿòà íà ìàò-
ðèöè â äîëíèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñå èçïîëçâà òåðìèíúò äåêîìïîçèöèÿ, à íå
ïî-òî÷íèÿò òåðìèí ôàêòîðèçàöèÿ, êàêòî è ðåçóëòàíòíèòå ìàòðèöè íå
ñå íàðè÷àò ôàêòîðè, çà äà íå ñå ñìåñâàò ïîíÿòèÿòà ñ èçïîëçâàíèòå äî
ìîìåíòà.

Ïo-äîëy ðåàëèçàöèèòå íà LS ñà ïðåäñòàâåíè ïîäðîáíî çà ìîäåë ñ
âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå, ñëåä êîåòî å ïðåäñòàâåí âàðèàíòúò çà ìîäåë ñ
ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå.
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3.4.3 LS ñ ðåãóëÿðèçàöèÿ íà Òèõîíîâ

3.4.3.1 Èäåÿ íà ðåàëèçàöèÿòà

Â îïòèìèçàöèîííèòå ïðîöåäóðè å âúçìîæíî ïðîìÿíàòà â ŷk, äúëæà-
ùà ñå íà ÷èñëåíè ãðåøêè, äà âîäè äî íàìàëÿâàíå íà öåëåâàòà ôóíê-
öèÿ. Ïðè òîâà îöåíèòåëÿò, ìèíèìèçèðàéêè F(θ), ïîãðåøíî áè èçìåíÿë
îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå â ïîñîêà, âîäåùà äî íàðàñòâàíå íà ÷èñëåíèòå
ãðåøêè. Òàêà îöåíêèòå, ñâúðçàíè ñ ëèíåéíî çàâèñèìèòå ôàêòîðè, ÷åñòî
íàðàñòâàò ñ âñÿêà èòåðàöèÿ, ïðè òîâà íåîãðàíè÷åíî. Òàêúâ ïðîöåñ íà
îöåíÿâàíå å ðàçõîäÿù.

Àêî ñå î÷àêâà ïîÿâà íà ÷èñëåíè ïðîáëåìè ïî âðåìå íà îöåíÿâàíåòî
íà ïàðàìåòðè, åäèí íà÷èí çà ïîëó÷àâàíå íà ìîäåë, íå÷óâñòâèòåëåí êúì
ñïîìåíàòèòå ãðåøêè, å äà ñå íàëîæè èçèñêâàíåòî 2-íîðìàòà íà âåêòî-
ðà íà ïàðàìåòðèòå ∥θ∥2, ò.å. äúëæèíàòà íà θ, äà å âúçìîæíî ïî-ìàëêà
[126]. Òîâà å èäåÿòà íà ðåãóëÿðèçàöèÿòà íà Òèõîíîâ (ïî-òî÷íî â íåéíà-
òà ñòàíäàðòíà ôîðìà), èçïîëçâàíà è â ìåòîäà íà Ëåâåíáåðã-Ìàðêóàðä
(Levenberg-Marquardt). Íàïðèìåð çà ìîäåë (3.73) ∥θ∥2 ≈ 0.72, à çà ìîäåë
(3.74) íîðìàòà å ∥θ∥2 ≈ 2.24×105. Òàêà èçìåæäó ìîäåëèòå (3.72) ñå èçáè-
ðà òàêîâà îïèñàíèå íà ñèñòåìàòà, ïðè êîåòî ñòîéíîñòòà íà α îñèãóðÿâà
ìèíèìàëíà 2-íîðìà íà ïàðàìåòðèòå. Ïîäðîáíî ñðàâíåíèå ìåæäó ðåãó-
ëÿðèçàöèÿòà íà Òèõîíîâ è ìåòîäà íà Ëåâåíáåðã-Ìàðêóàðä å èçâúðøåíî
â [89].

3.4.3.2 Ïîêàçàòåë íà êà÷åñòâîòî

Çà ìîäåë ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå, íîðìàòà å

∥θ∥2 =
√
θT θ.

Òîãàâà îãðàíè÷àâàíåòî íà íîðìàòà íà θ ìîæå äà ñå ïîñòèãíå, àêî â öåëå-
âàòà ôóíêöèÿ ñå âúâåäå íàêàçàòåëåí ÷ëåí, êîéòî íàðàñòâà ñ óâåëè÷àâàíå
íà ∥θ∥22. Òàêà F(θ) äîáèâà âèäà:

F(θ) = eT e+ λθT θ, (3.76)

êàòî λ > 0 å òåãëîâåí êîåôèöèåíò, êîéòî îïðåäåëÿ ñ êàêâà òåæåñò ñå
ïðåäïî÷èòà îöåíêèòå äà ìèíèìèçèðàò íîðìàòà íà âåêòîðà íà ïàðàìåò-
ðèòå ñïðÿìî ìèíèìèçàöèÿòà íà êâàäðàòà íà îñòàòúêà. Ìèíèìèçàöèÿòà
íà (3.76) âîäè äî ðåãóëÿðèçàöèÿòà íà Òèõîíîâ.
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3.4.3.3 Îöåíêè ïî LS ñ ðåãóëÿðèçàöèÿ íà Òèõîíîâ

Ãðàäèåíòúò íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ (3.76) å

g = ∇θ

(
(y − Φθ)T (y − Φθ)

)
+∇θ(λθ

T θ)

= −2ΦT y + 2ΦTΦθ + 2λθ.

Ïðèðàâíÿâàéêè g íà íóëà çà îïòèìàëíèòå ðåãóëÿðèçèðàíè îöåíêè ïî
Òèõîíîâ, ñå ïîëó÷àâà:

θ̂ = (ΦTΦ+ λI)−1ΦT y.

Âúâåæäàíåòî íà λ âîäè äî ïîäîáðÿâàíå íà îáóñëîâåíîñòòà íà ìàòðèöàòà,
êîÿòî ñå îáðúùà, íî ñúùî è äî èçìåñòåíîñò íà θ̂. Êîëêîòî ïî-ãîëÿìà å
ñòîéíîñòòà íà λ, òîëêîâà ïî-èçìåñòåíè ñà îöåíêèòå, íî θ̂ å ñ ïî-ìàëêà
íîðìà è ÷èñëåíèòå ãðåøêè íàìàëÿâàò. Îò äðóãà ñòðàíà, êîãàòî λ →
0, èçìåñòåíîñòòà íàìàëÿâà, íî ñå óñèëâàò ÷èñëåíèòå ãðåøêè. Ïî òàçè
ïðè÷èíà èçáîðúò íà λ å îò îñíîâíî çíà÷åíèå çà êîðåêòíîòî ïîëó÷àâàíå
íà îöåíêèòå.

Åäèí åôåêò îò èçïîëçâàíåòî íà ðåãóëÿðèçàöèÿòà å, ÷å ñ íàðàñòâàíå
íà λ åëåìåíòèòå íà θ̂ íàìàëÿâàò è èçõîäúò íà ìîäåëà ñå èçãëàæäà.

3.4.3.4 Ðåãóëÿðèçàöèÿ íà Òèõîíîâ è ìåòîä íà ìàêñèìàëíàòà
àïîñòåðèîðíà ïëúòíîñò

Îïèñàíàòà âðúçêà íÿìà îòíîøåíèå êúì ÷èñëåíèòå ïðîáëåìè, íî ïî-
êàçâà îùå åäíî ïðèëîæåíèå íà îïèñàíàòà òåõíèêà.

Â òî÷êà 2.3.4.2 ñå ñïîìåíàâà çà âðúçêàòà íà ðåãóëÿðèçàöèÿòà ñ ìå-
òîäà íà ìàêñèìàëíàòà àïîñòåðèîðíà ïëúòíîñò (MAP). Â MAP è ìåòîäà
íà Áåéñ ñå îò÷èòàò, îñâåí àïîñòåðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ, ñúäúðæàùà ñå
â äàííèòå, è àïðèîðíèòå çíàíèÿ çà ïàðàìåòðèòå. Êîëêîòî ïî-ãîëÿìà å
íåîïðåäåëåíîñòòà â ïðåäâàðèòåëíàòà èíôîðìàöèÿ çà äàäåí ïàðàìåòúð,
òîëêîâà îöåíêèòå ñà ïî-÷óâñòâèòåëíè êúì äàííèòå, à êîãàòî ïàðàìåòú-
ðúò å èçâåñòåí ñ ïî-ãîëÿìà òî÷íîñò, îöåíêèòå ñà ïî-÷óâñòâèòåëíè êúì
àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ. Òàçè îñîáåíîñò íà MAP (è íà ìåòîäà íà Áåéñ)
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ðåãóëÿðèçàöèÿ íà ðåøåíèåòî. Çà äà ñå îò÷åòå
àïðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ çà ïàðàìåòðèòå θa, öåëåâàòà ôóíêöèÿ (3.76) ñå
ôîðìèðà òàêà:

F(θ) = eT e+ λ(θ − θa)
T (θ − θa), (3.77)

êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà äîïúëíèòåëíî íàìàëÿâàíå íà äúëæèíàòà íà
âåêòîðà θ − θa (ò.å. íà íåãîâàòà 2-íîðìà ∥θ − θa∥22). Òàêà, âìåñòî îöåí-
êèòå äà ñå ½ïðèäúðïâàò� êúì íóëà ñ äîïúëíèòåëíèÿ ÷ëåí, òå ñå ïðèáëè-
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æàâàò êúì àïðèîðíèòå èì ñòîéíîñòè. Ìèíèìèçàöèÿòà íà ïúðâîòî ñúáè-
ðàåìî â (3.77) å ñâúðçàíà ñ îò÷èòàíåòî íà àïîñòåðèîðíàòà èíôîðìàöèÿ,
à âòîðîòî ñúáèðàåìî îòðàçÿâà ïðåäâàðèòåëíàòà èíôîðìàöèÿ çà ìîäåëà.
Êîëêîòî ïî-äîñòîâåðíè ñà åëåìåíòèòå íà θa, òîëêîâà ïàðàìåòúðúò λ å
ïî-ãîëÿì è âòîðîòî ñúáèðàåìî â (3.77) äîìèíèðà.

Ñëåä äèôåðåíöèðàíå íà F(θ) çà ãðàäèåíòà �è ñå ïîëó÷àâà:
g = −2ΦT y + 2ΦTΦθ + 2λθ − 2λθa,

îòêúäåòî îïòèìàëíèòå îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå, ñ îò÷èòàíå íà àïðèîðíà-
òà èíôîðìàöèÿ, ñà:

θ̂ = (ΦTΦ+ λI)−1(ΦT y + λθa).

Àêî íåîïðåäåëåíîñòòà âúâ âñåêè îò åëåìåíòèòå íà θa å ðàçëè÷íà,
öåëåâàòà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå çàäàäå êàòî:

F(θ) = eT e+ (θ − θa)
TΛ(θ − θa).

Ìàòðèöàòà Λ å äèàãîíàëíà ñ òåãëà ïî äèàãîíàëà, îòðàçÿâàùè ñòåïåíòà
íà äîñòîâåðíîñò íà ïðåäâàðèòåëíèòå ñòîéíîñòè íà îòäåëíèòå ïàðàìåòðè.
Â òîçè ñëó÷àé îïòèìàëíèòå îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå ñà:

θ̂ = (ΦTΦ+ Λ)−1(ΦT y + Λθa).

3.4.3.5 Îöåíêè çà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå

Àíàëîãúò íà 2-íîðìàòà, êîãàòî ïàðàìåòðèòå ñà â ìàòðèöà, å Ôðîáå-
íèóñ íîðìàòà:

∥Θ∥F =
√
tr(ΘTΘ).

Òîãàâà îãðàíè÷àâàíåòî íà íîðìàòà íà Θ è ïî òîçè íà÷èí íàìàëÿâàíå-
òî íà åôåêòà îò ÷èñëåíèòå ãðåøêè ìîæå äà ñå ïîñòèãíå, àêî öåëåâàòà
ôóíêöèÿ å

F(Θ) = tr(ETE + λΘTΘ).

Ãðàäèåíòíàòà ìàòðèöà íà F(Θ) å

G = −2ΦTY + 2ΦTΦΘ+ 2λΘ.

Ïðèðàâíÿâàéêè G íà íóëà, çà ðåãóëÿðèçèðàíèòå îöåíêè ïî Òèõîíîâ ñå
ïîëó÷àâà:

Θ̂ = (ΦTΦ+ λI)−1ΦTY.
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Ðàçãëåäàíèòå ðåãóëÿðèçàöèè íà LS âîäÿò äî ÷èñëåíî óñòîé÷èâè îöåí-
êè íà ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà. Äðóã ïîäõîä çà èçáÿãâàíå íà ÷èñëåíèòå
ïðîáëåìè, ïðåäñòàâåí â ñëåäâàùèòå ïîäòî÷êè, å ñâúðçàí ñ èçïîëçâàíå
íà äåêîìïîçèöè íà ìàòðèöè.

Â îáùèÿ ñëó÷àé äåêîìïîçèðàíàòà ìàòðèöà ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ïðîèç-
âåäåíèå îò ìàòðèöè, âñÿêà îò êîèòî èìà ñïåöèôè÷íà ñòðóêòóðà (äèàãî-
íàëíà, òðèúãúëíà è äð.) è ñâîéñòâà (êàòî îðòîãîíàëíîñò). Ñ èçïîëçâàíå-
òî íà îñîáåíîñòèòå íà òåçè ìàòðèöè å âúçìîæíî äà ñå èçáåãíå äèðåêòíîòî
îáðúùàíå íà ìàòðèöàòà íà Ôèøåð.

3.4.4 LS ñ QR äåêîìïîçèöèÿ

Ïðè QR äåêîìïîçèöèÿòà äàäåíà ìàòðèöà A ∈ Rm×n ñå ïðåäñòàâÿ
êàòî ïðîèçâåäåíèå íà äâå ìàòðèöè:

A = QR.

Q ∈ Rm×m å îðòîãîíàëíà, à R ∈ Rm×n å ãîðíà òðèúãúëíà. Ñâîéñòâîòî
íà Q, êîåòî ñå èçïîëçâà ïî-äîëó, å, ÷å çà îðòîãîíàëíèòå ìàòðèöè å â ñèëà
Q−1 = QT . Îò äðóãà ñòðàíà, ñòðóêòóðàòà íà R å óäîáíà çà îòêðèâàíå
íà ÷èñëåíè ïðîáëåìè.

Ñòàíäàðòíèÿò àëãîðèòúì çà QR äåêîìïîçèöèÿ ïðåäñòàâëÿâà ïîñëå-
äîâàòåëíîñò îò òðàíñôîðìàöèè (åëèìèíàöèè) íà Õàóñõîëäåð (Househol-
der) [131]. Ïðè òÿõ ñå ôîðìèðà ìàòðèöà íà Õàóñõîëäåð, êîÿòî, óìíîæåíà
ïî äàäåíà ìàòðèöà, íóëèðà åëåìåíòèòå �è â îïðåäåëåí ñòúëá, êîèòî ñà
ïîä èçáðàí åëåìåíò. Òàêà ïîñëåäîâàòåëíî ìàòðèöàòà A ñå ïðåîáðàçóâà
â òðèúãúëíà. Ìàòðèöàòà Q îò ñâîÿ ñòðàíà å ïðîèçâåäåíèå îò ìàòðèöèòå
íà Õàóñõîëäåð, â ñúîòâåòíèÿ ðåä íà ïðèëàãàíå êúì A. Òîçè àëãîðèòúì
èìà ðàçëè÷íè âàðèàíòè, ÷àñò îò êîèòî çàâèñÿò îò ñâîéñòâàòà íà A. Íî
èçîáùî õàðàêòåðíî çà ìåòîäèòå çà äåêîìïîçèðàíå íà ìàòðèöà å, ÷å ñà
èòåðàòèâíè [26]. Òîâà âîäè äî òðóäíîñòè ïðè ½ðàçïàðàëåëÿâàíåòî� íà èç-
÷èñëèòåëíèÿ ïðîöåñ, êîåòî èìà îòíîøåíèå êúì áúðçîäåéñòâèåòî íà îöå-
íèòåëÿ îñîáåíî êîãàòî áðîÿò íà ôàêòîðèòå å ãîëÿì. Íàïðèìåð èìà ñëó-
÷àè, êîãàòî ñå òúðñè ìîäåë ñ õèëÿäè ôàêòîðè. Òîãàâà ìàòðèöàòà, êîÿòî
ñå äåêîìïîçèðà, ñå ñúñòîè îò ìèëèîíè åëåìåíòè. Ïîðàäè èòåðàòèâíàòà
ðàáîòà íà àëãîðèòìèòå òàçè äåéíîñò íå ìîæå äà ñå óñêîðè ÷óâñòâèòåë-
íî ñ ïîìîùòà íà ïàðàëåëèçúì â èç÷èñëåíèèÿòà. Îò äðóãà ñòðàíà, èìà
áúðçè (íåïàðàëåëíè) ðåàëèçàöèè íà ìåòîäèòå è ðÿäêî äåêîìïîçèöèÿòà
å äåéíîñò, êîÿòî çàáàâÿ èçãðàæäàíåòî íà ìîäåëà.
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Eäíè îò íàé-åôåêòèâíèòå (ñ ïî-ìàëêî èç÷èñëåíèÿ è åäíîâðåìåííî
ñ òîâà ÷èñëåíî óñòîé÷èâè) ðåàëèçàöèè íà LS ñà òåçè, èçïîëçâàùè QR
äåêîìïîçèöèÿ. Ïî-äîëó ñà äàäåíè äâà òàêèâà âàðèàíòà.

3.4.4.1 QR äåêîìïîçèöèÿ íà ìàòðèöàòà íà Ôèøåð

Èìà ðàçëè÷íè ìîäèôèêàöèè íà ñòàíäàðòíîòî ðåøåíèå íà LS. Â åäèí
âàðèàíò QR ñå ïðèëàãà äèðåêòíî êúì èíôîðìàöèîííàòà ìàòðèöà, ò.å.

ΦTΦ = QR,

ïðè êîåòî äåêîìïîçèðàíàòà ìàòðèöà ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå îò
îðòîãîíàëíàòà Q è ãîðíàòà òðèúãúëíà ìàòðèöà R. Îò òîâà, ÷å Q å îðòî-
ãîíàëíà, ñëåäâà, ÷å QTQ = I. Â òàêúâ ñëó÷àé ñèñòåìàòà îò óðàâíåíèÿ:

ΦTΦθ̂ = ΦT y (3.78)

ñå èçìåíÿ òàêà:

QRθ̂ = ΦT y ⇔ QTQRθ̂ = QTΦT y

èëè îêîí÷àòåëíî:

Rθ̂ = QTΦT y.

Òúé êàòî R å òðèúãúëíà ìàòðè-

Ôèãóðà 3.11. Ñòðóêòóðà íà R ïðè
ñúñåäíè ëèíåéíî çàâèñèìè ôàêòîðè
(ñèâàòà îáëàñò ñúäúðæà íåíóëåâèòå
åëåìåíòè)

öà, òî ïîñëåäíèÿò èçðàç å òðèúãúë-
íà ñèñòåìà, êîÿòî ìîæå äà ñå ðåøè
÷ðåç îáðàòíà Ãàóñîâà åëèìèíàöèÿ
[27], êàòî ïî òîçè íà÷èí íå ñå èç÷èñ-
ëÿâà èíâåðñíà ìàòðèöà. Àêî ÷àñò
îò ôàêòîðèòå ñà ëèíåéíî çàâèñèìè
(rank(ΦTΦ) = r < p), òîãàâà ñòðóê-
òóðàòà íà R å ïîêàçàíà íà Ôèãóðà
3.11, êîåòî ïîçâîëÿâà îòêðèâàíåòî
íà ÷èñëåíè ïðîáëåìè è ñúîòâåòíî
òÿõíîòî èçáÿãâàíå.

3.4.4.2 Îöåíêè çà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå

Íÿìà ïðèíöèïíà ðàçëèêà ìåæäó ãîðíîòî èçëîæåíèå è ñëó÷àÿ ñ ìàò-
ðèöà íà ïàðàìåòðèòå. Óðàâíåíèå (3.78) ñúîòâåòñòâà íà:

ΦTΦΘ̂ = ΦTY.
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Îòíîâî, óìíîæàâàéêè îòëÿâî ñ Q, òîâà ðàâåíñòâî ñå èçìåíÿ ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

QRΘ̂ = ΦTY ⇔ QTQRΘ̂ = QTΦTY

èëè îêîí÷àòåëíî:

RΘ̂ = QTΦTY. (3.79)

Ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà å òðèúãúëíà è îòíîâî ìîæå äà ñå ðåøè ÷ðåç îáðàòíà
Ãàóñîâà åëèìèíàöèÿ. Âúïðåêè ÷å Θ̂ å ìàòðèöà, ðåøàâàíåòî íà (3.79)
íå ñå óñëîæíÿâà, ïîíåæå âñåêè ñòúëá íà ìàòðèöàòà íà ïàðàìåòðèòå ñå
îïðåäåëÿ íåçàâèñèìî îò îñòàíàëèòå.

3.4.4.3 QR äåêîìïîçèöèÿ íà ðàçøèðåíà ìàòðèöà íà äàííèòå

Ïðè äðóãà ðåàëèçàöèÿ íà LS ñå ôîðìèðà ðàçøèðåíàòà ìàòðèöà [Φ y],
êúì êîÿòî ñå ïðèëàãà QR. Ïîëó÷àâà ñå:

[Φ y] = QR = Q

R11 R12

0 R22

 .

Îò ãîðíîòî ðàâåíñòâî ìîæå äà ñå çàïèøå, ÷å

QTΦ =

R11

0

 è QT y =

R12

R22

 .

Çà F(θ) âúâ âèä íà íîðìà å â ñèëà:

F(θ) = ∥y − Φθ∥22 = ∥QT y −QTΦθ∥22 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
R12 −R11θ

R22


∥∥∥∥∥∥∥∥
2

2

= ∥R12 −R11θ∥22 + ∥R22∥22.

Â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å îò÷åòåíî, ÷å óìíîæåíèåòî íà e = y − Φθ
ñ îðòîãîíàëíà ìàòðèöà íå ïðîìåíÿ ñòîéíîñòòà íà íîðìàòà. Ïðè÷èíà çà
òîâà å, ÷å åôåêòúò îò óìíîæåíèåòî ñ QT å åäèíñòâåíî çàâúðòàíå íà âåê-
òîðà e â ïðîñòðàíñòâîòî, áåç òîâà äà å ñâúðçàíî ñ ïðîìÿíà íà íåãîâàòà
äúëæèíà. Ïîñëåäíàòà íîðìà å ∥R22∥22 = R22, òúé êàòî ïðè ìîäåë ñ âåê-
òîð íà ïàðàìåòðèòå R22 å ñêàëàð. Îò ðàâåíñòâîòî ñå âèæäà, ÷å R22 íå
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çàâèñè îò θ, à îòðàçÿâà íåîïðåäåëåíîñòòà â ñèñòåìàòà, äúëæàùà ñå íà
ñëó÷àéíè ôàêòîðè. Òîãàâà

F(θ) ∝ ∥R12 −R11θ∥22
è çà îïòèìàëíàòà îöåíêà ñå ïîëó÷àâà:

θ̂ = R−1
11 R12.

R11 å òðèúãúëíà è çàòîâà çà íàìèðàíå íà θ̂ îòíîâî ìîæå äà ñå èçïîëç-
âà îáðàòíà Ãàóñîâà åëèìèíàöèÿ, ïðèëîæåíà êúì ñèñòåìàòà R11θ̂ = R12.
Êàêòî ñå âèæäà, îöåíêèòå çàâèñÿò îò ñòîéíîñòèòå íà ÷àñò îò ìàòðèöàòà
R. Ïîðàäè òîâà ïðè òàçè ìîäèôèêàöèÿ íå å íóæíî äà ñå îïðåäåëÿ ïúë-
íàòà ìàòðèöà R, êàêòî è Q, ñ êîåòî ñå íàìàëÿâà áðîÿò íà èç÷èñëåíèÿòà.
Òàçè ÷èñëåíî óñòîé÷èâà ðåàëèçàöèÿ íà LS å èçïîëçâàíà â Matlab.

3.4.4.4 Îöåíêè çà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå

Ïðè òîçè âàðèàíò ðàçøèðåíàòà ìàòðèöà å [Φ Y ], à íåéíàòà QR äå-
êîìïîçèöèÿ å

[Φ y] = QR = Q

R11 R12

0 R22

 .

Çà F(Θ), çàïèñàíà âúâ âèä íà íîðìà, å â ñèëà:

F(Θ) = ∥Y − ΦΘ∥2F = ∥R12 −R11Θ∥2F + ∥R22∥2F .
Â ñëó÷àÿ R22 å ℓ× ℓ ìåðíà ìàòðèöà, êîÿòî îòíîâî íå çàâèñè îò ìîäåëà,
à îò ñëó÷àéíèòå ôàêòîðè â ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìàòà. Òîãàâà

F(Θ) ∝ ∥R12 −R11Θ∥22
è çà îïòèìàëíàòà îöåíêà ñå ïîëó÷àâà:

Θ̂ = R−1
11 R12.

3.4.5 LS ñ SVD äåêîìïîçèöèÿ

Äåêîìïîçèöèÿòà ïî ñèíãóëÿðíè ñòîéíîñòè (SVD � Singular Value De-
composition) íà ìàòðèöàòà A ∈ Rm×n å

A = USV T ,

êúäåòî U ∈ Rm×m è V ∈ Rn×n ñà îðòîãîíàëíè, à S ∈ Rm×n å äèàãî-
íàëíà, ñ åëåìåíòè ïî äèàãîíàëà, ðàâíè íà ñèíãóëÿðíèòå ÷èñëà íà A, ò.å.



264 Ãëàâà 3. Îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè è èçáîð íà ñòðóêòóðà

diagS = [s1 s2 . . . sh], çà h = min(m, n), ïðè òîâà � ïîäðåäåíè â íà-
ìàëÿâàùà ïîñëåäîâàòåëíîñò. Ïî-äîëó ñå èçïîëçâà èêîíîìè÷íàòà SVD,
ïðè êîÿòî, àêî m > n, à òàêúâ å ðàçãëåæäàíèÿò ñëó÷àé, ìàòðèöèòå ñà ñ
ðàçìåðíîñò U ∈ Rm×n è V ∈ Rn×n è S ∈ Rn×n.

Ìàòðèöàòà íà Ôèøåð, êîÿòî ñå îáðúùà â LS, å ðåàëíà è ñèìåòðè÷-
íà. Çà íåéíàòà äèàãîíàëèçàöèÿ ìîæå äà ñå èçïîëçâà ìåòîäúò íà ßêîáè
(Jacobi), ïðè êîéòî ñå èçïúëíÿâà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ò.íàð. ðàâíèííè
ðîòàöèè [131]. Âñÿêà îò òåçè îðòîãîíàëíè òðàíñôîðìàöèè íóëèðà íåäè-
àãîíàëåí åëåìåíò, êàòî ñëåäâàùàòà ðîòàöèÿ âîäè äî íåíóëåâè ñòîéíîñòè
íà íóëèðàíèòå äî ìîìåíòà åëåìåíòè. Âúïðåêè òîâà ïðè ìíîãîêðàòíî
ïðèëàãàíå íà ðîòàöèèòå íåäèàãîíàëíèòå åëåìåíòè ñòàâàò âñå ïî-ìàëêè.
Êàêòî ñå âèæäà, òîçè ìåòîä ñúùî å èòåðàòèâåí, à áðîÿò íà èòåðàöèèòå
ìíîãî çàâèñè îò ìàòðèöàòà, êîÿòî ñå äåêîìïîçèðà. Åôåêòèâíè àëãîðèò-
ìè çà SVD ñå ïîëó÷àâàò, àêî ìàòðèöàòà (ðåàëíà è ñèìåòðè÷íà) ïúðâî ñå
ïðèâåäå â òðèäèàãîíàëíà ôîðìà (ñ íåíóëåâè åëåìåíòè ïî ãëàâíèÿ äèàãî-
íàë, íàä è ïîä íåãî), à ñëåä òîâà ñå ðåäóöèðà äî äèàãîíàëíà. Çà ïúðâàòà
÷àñò ìîæå äà ñå èçïîëçâàò ñïîìåíàòèòå â ïðåäèøíàòà òî÷êà òðàíñôîð-
ìàöèè íà Õàóñõîëäåð èëè ðîòàöèèòå íà Ãèâúíñ (Givens). Â îñíîâàòà íà
âòîðèòå å ìåòîäúò íà ßêîáè, íî òúé êàòî ïðè Ãèâúíñ íà÷àëíàòà ìàòðèöà
å â òðèäèàãîíàëíà ôîðìà, ïðè ïîäõîäÿùà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ðîòàöèè,
ñëåä âñÿêà íîâà ðîòàöèÿ, íóëèðàíèòå âå÷å åëåìåíòè íå ñå ïðîìåíÿò. Âúï-
ðåêè òîâà ðåäóêöèÿòà íà Õàóñõîëäåð å ïðåäïî÷èòàíà ïîðàäè ïî-ìàëêèÿ
áðîé èòåðàöèè (çà ìàòðèöàòà íà Ôèøåð F ∈ Rp×p, áðîÿò èì å p− 1).

Ñïîìåíàòèòå åôåêòèâíè àëãîðèòìè îòíîâî çàâèñÿò îò èòåðàòèâíè
äåéñòâèÿ, à òîâà îãðàíè÷àâà âúçìîæíîñòèòå çà ïàðàëåëíî èçïúëíåíèå.

3.4.5.1 SVD äåêîìïîçèöèÿ íà ìàòðèöàòà íà äàííèòå

Êîãàòî ÷àñò îò ôàêòîðèòå ñà ëèíåéíî çàâèñèìè, ñúùåñòâóâàò áåçá-
ðîé ìîäåëè, ìèíèìèçèðàùè öåëåâàòà ôóíêöèÿ. Òîãàâà, çà äà ñå èçáåðå
ïîäõîäÿù ìîäåë, ñå íàëàãàò äîïúëíèòåëíè èçèñêâàíèÿ êàòî (3.75). Òàçè
îöåíêà, êîÿòî ìèíèìèçèðà F(θ) è ñúùåâðåìåííî å ñ ìèíèìàëíà 2-íîðìà,
ìîæå äà ñå îïðåäåëè ñ èçïîëçâàíå íà SVD äåêîìïîçèöèÿòà, ïðèëîæåíà
êúì ìàòðèöàòà íà äàííèòå [61, 85, 146]. Òúé êàòî â çàäà÷àòà çà îöåíÿ-
âàíå (N − n)ℓ≫ p, òî ìîæå äà ñå ôîðìèðà èêîíîìè÷íàòà SVD:

Φ = USV T . (3.80)

Ìàòðèöèòå U ∈ R(N−n)ℓ×p è V ∈ Rp×p ñà îðòîãîíàëíè, à S ∈ Rp×p

å êâàäðàòíà è äèàãîíàëíà, ñ íåîòðèöàòåëíè åëåìåíòè, ðàâíè íà ñèíãó-
ëÿðíèòå ÷èñëà íà Φ, ïîäðåäåíè òàêà, ÷å s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sp. Êîãàòî
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s1 ≫ sp, ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò å condΦ = condS = s1
sp
≫ 1, à òîâà

å èíäèêàöèÿ çà âúçíèêâàíå íà ÷èñëåíè ïðîáëåìè. Ïðè ïúëíà ëèíåéíà
çàâèñèìîñò ìåæäó ñòúëáîâå íà Φ, ÷àñò îò ñèíãóëÿðíèòå ÷èñëà ñà 0, ò.å.
sp = 0 è condS =∞).

Íåêà sl å äîëíà ãðàíèöà íà ñèíãóëÿðíèòå ÷èñëà íà Φ, ïîä êîÿòî ñå
ïðèåìà, ÷å ñòîéíîñòèòå èì ñà íåçíà÷èìè. Ïî-äîëó ñå ïîêàçâà, ÷å èìåííî
áëèçêèòå èëè ðàâíè íà íóëà ñèíãóëÿðíè ÷èñëà âîäÿò äî ÷èñëåíè ïðîáëå-
ìè [52, 85, 86]. Íåêà ñ ïîìîùòà íà sl ñå îïðåäåëè S1 ∈ Rr×r � äèàãîíàëíà
ïîäìàòðèöà íà S, êîÿòî ñúäúðæà äîìèíèðàùèòå, à ñúùî è ïîäìàòðèöàòà
S2 îò íåçíà÷èìèòå ñèíãóëÿðíè ÷èñëà. Òîãàâà condS1 = s1

sr
å îãðàíè÷åíî

ñ ïîìîùòà íà ïðàãîâàòà ñòîéíîñò sl (ïîíåæå sr ≥ sl), êîåòî îñèãóðÿâà
÷èñëåíî óñòîé÷èâè îöåíêè. Íà ïðàêòèêà S1 îòðàçÿâà íàëè÷èåòî íà ïî-
ëåçíàòà (òúðñåíà) ñúñòàâêà â äàííèòå, à S2 çàâèñè îò íåîïðåäåëåíîñòòà.
Êîëêîòî ïî-âèñîêî å íèâîòî íà ñìóùåíèÿòà â äàííèòå, òîëêîâà äèàãî-
íàëíèòå åëåìåíòè íà S2 ñà ïî-ãîëåìè. Ñ èçïîëçâàíå íà òîâà ðàçäåëÿíå
íà S (3.80) ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî

Φ = [U1 U2]

S1 0

0 S2


V T

1

V T
2

 .

Çà äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà LS ïî ÷èñëåíî óñòîé÷èâ íà÷èí, ñå âúâåæäà
äèàãîíàëíàòà ìàòðèöà S̃. Íåéíèòå äèàãîíàëíè åëåìåíòè ñå çàäàâàò ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

s̃i

{
si, çà si ≥ sl,

0, çà si < sl,

çà i = 1, p. Â òàêúâ ñëó÷àé öåëåâàòà ôóíêöèÿ, çàïèñàíà êàòî 2-íîðìà íà
îñòàòúêà, å

F(θ) = ∥y − Φθ∥22 = ∥y − USV T θ∥22.

Ïîíåæå åëåìåíòèòå íà S2 ñà íåçíà÷èìè, òî

F(θ) ≈ ∥y − US̃V T θ∥22

=

∥∥∥∥∥∥∥∥y − [U1 U2]

S1 0

0 0


V T

1

V T
2

 θ

∥∥∥∥∥∥∥∥
2

2

= ∥y − U1S1θv1 − 0θv2∥22. (3.81)
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Â ãîðíîòî ïðåîáðàçóâàíå å ïîëîæåíî:θv1
θv2

 =

V T
1

V T
2

 θ. (3.82)

Ïðèåìàíåòî, ÷å S2 = 0, å ðàâíîñèëíî íà äîïóñêàíåòî, ÷å p− r ñòúëáà
íà ìàòðèöàòà Φ ñà ëèíåéíî çàâèñèìè, à îñòàíàëèòå r ñòúëáà ïðåäîñòà-
âÿò çíà÷èìî (ñïîðåä ïðàãà sl) êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèÿ çà îïèñàíèåòî íà
èçõîäèòå. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å â S1 íÿìà ñèíãóëÿðíè ñòîéíîñòè, êîèòî ñà
áëèçêè äî 0.

Ìèíèìàëíàòà ñòîéíîñò íà F(θ) ñå äîñòèãà, êîãàòî θ̃v1 = S−1
1 UT

1 y, à
âåêòîðúò θ̃v2 å ïðîèçâîëåí (òúé êàòî íå âëèÿå íà íîðìàòà (âèæ (3.81))).
Äî òîçè èçâîä ñå ñòèãà è â òî÷êà 3.4.2. Òàêà çà îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå
íà ìíîæåñòâîòî Ω îò áåçáðîé ìíîãî ìîäåëè, ìèíèìèçèðàùè F(θ), ñå
ïîëó÷àâà:

θ̃ = [V1 V2]

θ̃v1
θ̃v2

 = V1S
−1
1 UT

1 y + V2θ̃v2. (3.83)

Òúé êàòî V T
2 V1 = 0, íîðìàòà íà θ̃ å

∥θ̃∥22 = ∥V1S
−1
1 UT

1 y∥22 + ∥V2θ̃v2∥22.
Î÷åâèäíî íîðìàòà ∥θ̃∥22 å ìèíèìàëíà, êîãàòî âåêòîðúò íà ñâîáîäíèòå ïà-
ðàìåòðè å θ̃v2 = 0 è òàêà çà îïòèìàëíîòî ðåøåíèå íà (3.75) ñå ïîëó÷àâà:

θ̂ = V1S
−1
1 UT

1 y.

Ïîñëåäíèÿò èçðàç îòãîâàðÿ íà ÷èñëåíî óñòîé÷èâà ðåàëèçàöèÿ íà LS ñ
èçïîëçâàíå íà èêîíîìè÷íàòà SVD.

Â äåéñòâèòåëíîñò ïî÷òè âèíàãè S2 ̸= 0. Òúé êàòî condS1 = s1
sr

ñå
êîíòðîëèðà ñ ïðàãà sl, òîé ñå èçáèðà òàêà, ÷å îáðúùàíåòî íà S1 (ïðàê-
òè÷åñêè èç÷èñëÿâàíåòî íà s−1

i ) äà íå âîäè äî ÷èñëåíè ïðîáëåìè ïðè

ôîðìèðàíåòî íà θ̂.

Ïðåäèìñòâî íà òàçè ðåàëèçàöèÿ å, ÷å èçîëèðàíåòî íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâîòî, êîåòî ñúäúðæà çíà÷èìàòà èíôîðìàöèÿ çà îáåêòà, ñå ïîñòèãà ñ
ïðîñòî ñðàâíåíèå íà ñèíãóëÿðíèòå ÷èñëà ñ âúâåäåíèÿ ïðàã sl. Òàêà òúð-
ñåíåòî íà îïòèìàëíèòå îöåíêè ñå èçâúðøâà â ïîäïðîñòðàíñòâî íà òîâà
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íà ïàðàìåòðèòå, â êîåòî íÿìà îïàñíîñò îò âúçíèêâàíå íà ÷èñëåíè ïðîá-
ëåìè [36, 97, 130].

3.4.5.2 Îöåíêè çà ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå

Ïðè òîâà ïðåäñòàâÿíå Φ èìà ðàçëè÷íà ñòðóêòóðà, íî òîâà íå ïðîìåíÿ
èäåÿòà íà ðåàëèçàöèÿòà. Íåêà îòíîâî â èêîíîìè÷íàòà SVD íà ìàòðèöàòà
íà äàííèòå ñå èçâúðøè ðàçäåëÿíåòî:

Φ = [U1 U2]

S1 0

0 S2


V T

1

V T
2

 ,

êàòî å èçïîëçâàí ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíèÿò ïðàã íà çíà÷èìîñò sl. Öå-
ëåâàòà ôóíêöèÿ, çàïèñàíà êàòî Ôðîáåíèóñ íîðìà, å

F(Θ) = ∥Y − ΦΘ∥2F .

Ñëåä àíàëîãè÷íè ðàçñúæäåíèÿ êàòî ïðè ìîäåëà ñ âåêòîð íà ïàðà-
ìåòðèòå, ñå äîñòèãà äî

F(Θ) ≈ ∥Y − U1S1Θv1 − 0Θv2∥22
êàòî å ïîëîæåíî Θv1 = V T

1 Θ è Θv2 = V T
2 Θ. Ìèíèìóìúò íà F(Θ) ñå

ïîëó÷àâà çà Θ̃v1 = S−1
1 UT

1 Y è ïðîèçâîëíà ìàòðèöà Θ̃v2, ò.å. ñúùåñòâóâàò

áåçáðîé ìíîãî ìîäåëè, ìèíèìèçèðàùè F(Θ). Îò òÿõ çà ìàòðèöàòà Θ̂ ñ
ìèíèìàëíà Ôðîáåíèóñ íîðìà ñå ïîëó÷àâà:

Θ̂ = V1S
−1
1 UT

1 Y.

È äðóãè äåêîìïîçèöèè, îñâåí ðàçãëåäàíèòå QR è SVD, ñå èçïîëç-
âàò ïðè èçãðàæäàíåòî íà ÷èñëåíî óñòîé÷èâè ðåàëèçàöèè íà ìåòîäèòå çà
îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè. Íàïðèìåð äåêîìïîçèöèÿòà ïî ñîáñòâåíè ñòîé-
íîñòè (EVD � Eigenvalue Decomposition) å ïðèëîæèìà êúì íÿêîè âèäîâå
êâàäðàòíè ìàòðèöè, êúì êîèòî ñïàäà è ìàòðèöàòà íà Ôèøåð. Âúïðåêè
÷å SVD ìîæå äà ñå ïðèëàãà êúì ïðîèçâîëíè m×n ìåðíè ìàòðèöè, òÿ å
ìíîãî ñõîäíà ñ EVD, êîãàòî äåêîìïîçèðàíàòà ìàòðèöà å ñèìåòðè÷íà è
ñ ðåàëíè åëåìåíòè. Çàòîâà EVD, çà êîÿòî èìà áúðçè àëãîðèòìè, ÷åñòî
ñå èçïîëçâà çà ÷èñëåíà ðåàëèçàöèÿ íà LS. Äåêîìïîçèöèÿòà íà Õîëåñêè
(Cholesky) [98, 118, 45], UD äåêîìïîçèöèÿòà (èçâåñòíà îùå êàòî äåêîì-
ïîçèöèÿ íà Áèðìàí (Bierman)) [51] è äð. ñúùî íàìèðàò ïðèëîæåíèå ïðè
ðåàëèçàöèÿòà íà îöåíèòåëèòå.
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3.5 Èçáîð íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà

Èçõîäèòå íà ñèñòåìàòà îòðàçÿâàò íåéíàòà ðåàêöèÿ. Òå ñå îïðåäåëÿò
îùå â íà÷àëîòî íà èäåíòèôèêàöèÿòà, êîãàòî ñå êîíêðåòèçèðà ñèñòåìàòà,
è çàâèñÿò îò öåëòà, çà êîÿòî ùå ñå èçïîëçâà ìîäåëúò. Íî òúé êàòî èçòî÷-
íèêúò íà èíôîðìàöèÿ â èäåíòèôèêàöèÿòà îñíîâíî ñà äàííèòå, â ñëó÷àé
÷å èìà èçõîäè, êîèòî íå ñà âúçáóäåíè (è íå ìîæå äà ñå ïðîâåäàò äî-
ïúëíèòåëíè åêñïåðèìåíòè), òå ñå ïðåìàõâàò â òðåòèÿ åòàï (ñúáèðàíåòî
è ïîäãîòîâêàòà íà äàííèòå çà ñúùèíñêîòî ìîäåëèðàíå). Òàêà â íàáîðà,
ïîäãîòâåí çà èçãðàæäàíåòî íà ìîäåëà, ñå ñúäúðæàò ñàìî èçõîäè, ÷èèòî
ñòîéíîñòè ñå èçìåíÿò.

Õàðàêòåðíî çà òåõíè÷åñêàòà îáëàñò å íàëè÷èåòî íà àïðèîðíà èíôîð-
ìàöèÿ çà âõîäíèòå âåëè÷èíè. Â òåçè ñëó÷àè è âúçäåéñòâèÿòà ìîæå äà
ñå êîíêðåòèçèðàò ïðåäè ñúùèíñêîòî ìîäåëèðàíå. Îò äðóãà ñòðàíà, â
ïàçàðíèÿ ñåêòîð, ñîöèîëîãèÿòà, ìåäèöèíàòà è äðóãè îáëàñòè ÷åñòî âõî-
äîâåòå íå ñà ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòíè. Â òîçè ñëó÷àé ïî âðåìå íà ïúðâèÿ
åòàï îò èäåíòèôèêàöèÿòà ñå èçáèðà ìíîæåñòâî îò ïîòåíöèàëíè âúçäåéñ-
òâèÿ, îò êîåòî âïîñëåäñòâèå ñå êîíêðåòèçèðà ïîäìíîæåñòâîòî îò âõîäîâå
íà ìîäåëà, ÷èåòî êîìáèíèðàíî âëèÿíèå âúðõó èçõîäèòå å äîìèíèðàùî.
À ïðåíåáðåãíàòèòå âåëè÷èíè, êîèòî íå ó÷àñòâàò â êðàéíèÿ ìîäåë, ñå
ðàçãëåæäàò êàòî ñìóùåíèÿ îò îêîëíàòà ñðåäà. Óòî÷íÿâàíåòî íà ïîäì-
íîæåñòâîòî îò çíà÷èìè âúçäåéñòâèÿ å ÷àñò îò äåéíîñòèòå ïî èçáîðà íà
ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà, îïèñàíè â òàçè òî÷êà.

Áðîÿò íà ôàêòîðèòå â åäíà äèíàìè÷íà ñèñòåìà å ïî-ãîëÿì îò áðîÿ
íà âõîäîâåòå. Ïðè÷èíàòà å, ÷å â îïèñàíèåòî íà äèíàìèêàòà ó÷àñòâàò
ïðåäèøíè ñòîéíîñòè íà ñèãíàëèòå. Àêî íàïðèìåð äàäåíà ñèñòåìà å ñ 5
âõîäà è 5 èçõîäà è ñå îïèñâà ñ ARX ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå,
êàòî âñè÷êè ïîëèíîìè â A(q−1) è B(q−1) ñà îò ïúðâè ðåä, òî áðîÿò íà
ðåãðåñîðèòå å z = 10, à ïàðàìåòðèòå ñà p = 50, íî àêî ïîëèíîìèòå ñà îò
âòîðè ðåä, òî ôàêòîðèòå ñòàâàò 20, à ïàðàìåòðèòå 100.

Öåëòà íà ðàçãëåäàíàòà ïî-äîëó ÷àñò îò èçãðàæäàíåòî íà ìîäåëà å
äà ñå îïðåäåëè ìíîæåñòâî îò ïîäõîäÿùè âúçäåéñòâèÿ, à àêî ñèñòåìàòà
å äèíàìè÷íà, äà ñå èçáåðàò ñúùî ñòåïåíè íà ïîëèíîìèòå â ïîëèíîìíèòå
ìàòðèöè, êàêòî è äà ñå îïðåäåëÿò åâåíòóàëíèòå çàêúñíåíèÿ â ñèñòåìàòà.
Òúé êàòî èçõîäèòå ñå óòî÷íÿâàò â ïðåäèøíè åòàïè îò èäåíòèôèêàöèÿòà,
îïðåäåëÿíåòî èì íå ñå ðàçãëåæäà ïî-äîëó.
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3.5.1 Îïòèìèçèðàíå íà ñòðóêòóðàòà

Îáèêíîâåíî èçáîðúò íà ñòðóêòóðàòà ñå ðåàëèçèðà êàòî îïòèìèçàöè-
îííà çàäà÷à. Îñâåí òîâà, êîãàòî å ãîëÿì áðîÿò íà ïîòåíöèàëíèòå ôàêòî-
ðè, ìåæäó êîèòî ìîæå äà èìà íåèíôîðìàòèâíè èëè ìóëòèêîëèíåàðíè
(êîåòî å õàðàêòåðíî çà ìíîãî MIMO ñèñòåìè), å óäà÷íî îïðåäåëÿíåòî
íà ñòðóêòóðàòà äà ñå àâòîìàòèçèðà, êàòî ñå òúðñè îïòèìóì íà îïðåäå-
ëåí ïîêàçàòåë. Â íÿêîè ñëó÷àè óòî÷íÿâàíåòî íà ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåò-
ðè å ïðîäèêòóâàíî è îò áèçíåñ íóæäèòå, ôèçè÷åñêàòà ðåàëèçàöèÿ íà
ñèñòåìèòå è äð. Òåçè èçèñêâàíèÿ èãðàÿò ðîëÿ íà îãðàíè÷åíèÿ èëè íà
äîïúëíèòåëíè êðèòåðèè â çàäà÷àòà çà èçáîð íà ñòðóêòóðà.

×åñòî ïðè÷èíàòà çà ãîëåìèÿ áðîé ïîòåíöèàëíè ôàêòîðè å ëèïñàòà
íà àïðèîðíà èíôîðìàöèÿ çà òîâà, êîè âåëè÷èíè ñà çíà÷èìè. Ôàêòî-
ðèòå äîïúëíèòåëíî íàðàñòâàò ñëåä ïðèëàãàíåòî íà íÿêîè òåõíèêè ïî
âðåìå íà ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîòêà íà äàííèòå. Ïðèìåðè çà òîâà ñà
êàòåãîðèçàöèÿòà, êúäåòî ôàêòîðúò ñå çàìåñòâà ñ ìíîæåñòâî ôèêòèâíè
ïðîìåíëèâè, èãðàåùè ðîëÿòà íà íîâè ôàêòîðè; òðàíñôîðìàöèÿ, êàòî
ñå çàïàçâàò îòäåëíèòå íåëèíåéíè òðàíñôîðìàöèè íà ôàêòîðèòå, ñ öåë
âïîñëåäñòâèå àâòîìàòè÷íî äà ñå èçáåðå íàé-ïîäõîäÿùàòà, è äð. Â ðå-
çóëòàò îò òåçè äåéíîñòè áðîÿò íà ôàêòîðèòå ìîæå äà íàðàñíå äåñåòêè
ïúòè. Òàêúâ å ñëó÷àÿò ïðè èçãðàæäàíåòî íà ìîäåë çà îöåíêà íà êðå-
äèòíèÿ ðèñê, êúäåòî ôàêòîðèòå ñëåä ñïîìåíàòàòà îáðàáîòêà ìîæå äà
ñòàíàò õèëÿäè.

Íàìàëÿâàíåòî íà áðîÿ ôàêòîðè îùå ïî âðåìå íà ïðåäâàðèòåëíàòà îá-
ðàáîòêà ìîæå çíà÷èòåëíî äà ïîâèøè åôåêòèâíîñòòà íà öÿëîñòíèÿ ïðî-
öåñ íà èäåíòèôèêàöèÿ. Òîâà å åäíà îò ïðè÷èíèòå çà àíàëèçà íà äàííèòå,
êîéòî ñå èçâúðøâà ïðåäè ñúùèíñêîòî ìîäåëèðàíå.

Òúðñåíåòî íà îïòèìàëíà, â îïðåäåëåí ñìèñúë, ñòðóêòóðà å ñâúðçàíî
êàêòî ñ ìàêñèìèçèðàíå íà äîñòîâåðíîñòòà íà ìîäåëà, òàêà è ñ îïðîñ-
òÿâàíå íà íåãîâàòà ñòðóêòóðà. Èçïîëçâàíåòî íà ìîäåë ñ ïîëèíîìè îò
ïî-íèñúê ðåä è/èëè ñ ïî-ìàëêî âõîäîâå îïðîñòÿâà ñòðóêòóðàòà íà äðóãè
åëåìåíòè îò ïî-ìàùàáíè ñèñòåìè. Íàïðèìåð åëåìåíòè íà ñèñòåìèòå çà
óïðàâëåíèå, êîèòî çàâèñÿò îò ìîäåëà, ñà íàáëþäàòåëè íà ñúñòîÿíèåòî,
êîìïåíñàòîðè, ðåãóëàòîðè è äð.

Îò÷èòàíåòî íà òî÷íî îïðåäåëåíè âúçäåéñòâèÿ â íÿêîè ñëó÷àè ñå íà-
ëàãà ïî èêîíîìè÷åñêè ïðè÷èíè, êàòî öåëòà å íàìàëÿâàíå íà âëàãàíèòå
ñðåäñòâà. Òîâà ìîæå äà äîâåäå äî óñëîæíÿâàíå íà ìîäåëà, êîåòî ïîêàç-
âà, ÷å èçáîðúò íà ñòðóêòóðàòà å ìíîãîêðèòåðèàëíà çàäà÷à. Íàïðèìåð,
âúçìîæíî å íÿêîè òåõíè÷åñêè ñðåäñòâà çà àâòîìàòèçàöèÿ (èçïúëíèòåë-
íè ìåõàíèçìè, ðåãóëèðàùè îðãàíè, äàò÷èöè è äð.) äà ñà ïðåäïî÷èòà-
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íè ïðåä äðóãè. Äðóã ïðèìåð å îãðàíè÷àâàíåòî íà õàðàêòåðèñòèêèòå íà
êëèåíòèòå, êîèòî áàíêàòà êóïóâà îò êðåäèòíè áþðà. Òóê èìà ñòðåìåæ
â ìîäåëà äà ó÷àñòâàò âúçìîæíî ïî-ìàëêî ôàêòîðè, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ
îòäåëÿíåòî íà çíà÷èòåëíè ñðåäñòâà çà ñìåòêà íà èçïîëçâàíåòî íà äðóãè
(÷åñòî ïîâå÷å) ôàêòîðè, ÷èåòî ïîëçâàíå íå èçèñêâà ìíîãî ñðåäñòâà.

Íå íà ïîñëåäíî ìÿñòî, ñ ïðåíåáðåãâàíåòî íà âåëè÷èíè, êîèòî íå äîï-
ðèíàñÿò çà òî÷íîñòòà íà ìîäåëà, ìîæå äà ñå èçáåãíå ïðåîðàçìåðÿâàíåòî
íà îïèñàíèåòî. Äîïúëíèòåëåí åôåêò å íàìàëÿâàíåòî íà âåðîÿòíîñòòà îò
÷èñëåíè ïðîáëåìè.

3.5.2 Ñòðóêòóðíè ïàðàìåòðè íà ìíîãîìåðíè

ìîäåëè

Ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà ñå äåôèíèðà ñ ïîìîùòà íà íàáîð îò ò.íàð.
ñòðóêòóðíè ïàðàìåòðè, ÷èèòî îïòèìàëíè (â îïðåäåëåí ñìèñúë) ñòîé-
íîñòè ñå òúðñÿò. Â äîëíèòå ðàçãëåæäàíèÿ ñå ïðèåìà, ÷å ïî âðåìå íà
ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîòêà è àíàëèç íà äàííèòå âñè÷êè èçõîäè, êîèòî
íå ñà ïîäõîäÿùè çà ìîäåëèðàíå, ñà ïðåìàõíàòè.

3.5.2.1 Âõîäíè âåëè÷èíè

Åäíà ãðóïà ñòðóêòóðíè ïàðàìåòðè ñà èíäåêñèòå íà âúçäåéñòâèÿòà,
êîèòî ó÷àñòâàò â ìîäåëà. Ïî îòíîøåíèå íà âõîäîâåòå öåëòà å äà ñå ïîä-
áåðàò ñàìî òåçè, êîìáèíàöèÿòà îò êîèòî îïèñâà ìàêñèìàëíî òî÷íî èçõî-
äèòå. Íåêà ïðåäè êîíêðåòèçèðàíåòî íà âõîäíèòå ñèãíàëè ïúðâîíà÷àëíî
äà ñà íàëè÷íè äàííè çà m̃ ïîòåíöèàëíè âõîäîâå (ïî-äîëó òå ñå îçíà÷àâàò
ñ âåêòîðà ũk ∈ Rm̃). Ñúùî òàêà íåêà ñëåä èçáîðà íà âõîäíèòå âåëè÷èíè,
èíäåêñèòå íà ó÷àñòâàùèòå â îïèñàíèåòî äà ñà:

hi çà i = 1,m è m ≤ m̃.

Òàêà, àêî èçìåæäó âñè÷êè âúçäåéñòâèÿ (êîìïîíåíòè íà ũk), çà âõîäîâå
íà ìîäåëà ñà èçáðàíè 2-è, 5-è è 7-è ñèãíàë, òî m = 3, à h1 = 2, h2 = 5 è
h3 = 7 è ñúîòâåòíî uk = [ũ2,k ũ5,k ũ7,k]

T . Â îáùèÿ ñëó÷àé

uk = [u1,k . . . um,k]
T

= [ũh1,k . . . ũhm,k]
T .

Ïî òîçè íà÷èí òúðñåíèòå ñòðóêòóðíè ïàðàìåòðè, ñ êîèòî ñå îïèñâàò
âõîäîâåòå íà ìîäåëà, ñà èíäåêñèòå hi. Ïîíÿêîãà êàòî ïàðàìåòúð, êîéòî
õàðàêòåðèçèðà ñòðóêòóðàòà íà MIMO ìîäåëà, ñå ðàçãëåæäà è áðîÿò íà
âõîäîâåòå m.
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Åäíî ïðèëîæåíèå íà ïðåäñòàâÿíåòî íà ìîäåëà ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåò-
ðèòå å, êîãàòî áðîÿò íà âõîäîâåòå òðÿáâà äà ñå ìèíèìèçèðà (íàïðèìåð
ïî èêîíîìè÷åñêè ïðè÷èíè). Â òîçè ñëó÷àé ìîæå ïúðâî äà ñå ïîòúðñè ìî-
äåë, îïèñàí ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå. Èäåÿòà å, ÷å àêî çà îïèñàíèåòî
íà åäèí èçõîä å äîáàâåíî îïðåäåëåíî âúçäåéñòâèå â ìîäåëà, òî å óäà÷íî
òî äà ñå èçïîëçâà, äîêîëêîòî å âúçìîæíî, çà îïèñàíèåòî è íà äðóãèòå
èçõîäè.

3.5.2.2 Ñòåïåíè íà ïîëèíîìèòå

Êîãàòî áðîÿò íà âõîäîâåòå è èçõîäèòå å ãîëÿì è íÿìà ïúðâîíà÷àëíà
èíôîðìàöèÿ çà ìàêñèìàëíèòå ñòåïåíè íà ïîëèíîìèòå, ìîæå ïúðâî äà ñå
ïîòúðñè ìîäåë ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå, ïðè êîåòî ñå óòî÷íÿâàò äâàòà
ïàðàìåòúðà na è nb (èëè nai è nbj , çà i = 1, ℓ è j = 1,m). Ñëåä òàçè,
ïúðâîíà÷àëíî ãðóáà, îðèåíòàöèÿ ïî îòíîøåíèå íà ñòðóêòóðàòà òðÿáâà
äà ñå ïðèñòúïè êúì òî÷íîòî îïðåäåëÿíå íà ñòåïåíèòå naij è nbij íà
îòäåëíèòå ïîëèíîìè, êàòî ñå èçïîëçâà îïèñàíèå íà ìîäåëà ñ âåêòîð íà
ïàðàìåòðèòå.

3.5.2.3 Çàêúñíåíèå

Èíòåðâàëúò îò âðåìå îò èçìåíåíèåòî íà äàäåí ôàêòîð äî íàáëþäà-
âàíåòî íà ðåàêöèÿòà îò òîâà èçìåíåíèå å çàêúñíåíèå â ñèñòåìàòà. Òàçè
îñîáåíîñò íà äèíàìè÷íèòå ñèñòåìè ìîæå äà ñå îò÷åòå, êàòî â ìîäåëà ñå
âúâåäàò ñòðóêòóðíè ïàðàìåòðè, îòãîâàðÿùè íà çàêúñíåíèÿòà. Ïîðàäè
èíåðöèîííîñòòà íà íÿêîè ñèñòåìè ðåàêöèÿòà îò èçìåíåíèåòî íà äàäåí
ôàêòîð ìîæå äà å ïëàâíà, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 3.12 (à).

Ôèãóðà 3.12. Çàêúñíåíèå â ñèñòåìà, äúëæàùî ñå íà èíåðöèîííîñò (à) è ÷èñòî
çàêúñíåíèå (á)
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Ñ öåë îïðîñòÿâàíå íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà ïúðâîíà÷àëíîòî áàâíî
èçìåíåíèå íà èçõîäà, äîêàòî å íåçíà÷èòåëíî, ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êà-
òî ÷èñòî çàêúñíåíèå. Äðóã òèï çàêúñíåíèå, äàäåíî íà Ôèãóðà 3.12 (á),
å òðàíñïîðòíîòî (íàïðèìåð äúëæàùî ñå íà ïîòî÷íà ëèíèÿ çà ïðåíîñ íà
ìàòåðèàë); çàêúñíåíèå, äúëæàùî ñå íà çàáàâÿíå â êîìóìèêàöèè è ò.í.
Èêîíîìè÷åñêè îáåêòè ñúñ çàêúñíåíèå ñà ïðèìåðíî ñâúðçàíè ñ âúçâðú-
ùàåìîñòòà íà èíâåñòèöèè, â ìåäèöèíàòà � îïèñâàùè åôåêòà îò ëåêàðñ-
òâî è ò.í.

Òúé êàòî çàêúñíåíèåòî å ñâúðçàíî ñ ïàðàìåòðè â ìîäåëà, ÷èèòî ñòîé-
íîñòè ñà íóëà (èçâåñòíî âðåìå íå ñå íàáëþäàâà ðåàêöèÿ) èëè ñà ïðåíåáðå-
æèìè, îïðåäåëÿíåòî ìó å âàæíî çà ïîëó÷àâàíåòî íà ñòðóêòóðà, â êîÿòî
íå ñå ñúäúðæàò èçëèøíè ïàðàìåòðè. Íàïðèìåð, àêî ðåàêöèÿòà íà äàäåí
èçõîä ïðè èçìåíåíèåòî íà âõîä ñå íàáëþäàâà ñëåä d+ 1 òàêòà, òî îñâåí
ñâîáîäíèÿ ïàðàìåòúð bij,0 ñëåäâàùèòå d ïàðàìåòúðà íà ñúîòâåòíèÿ ïî-
ëèíîì íà B(q−1) ñà íóëè è íå òðÿáâà äà ñå îöåíÿâàò. Òàêà â ìîäåëà íå
ñå äîáàâÿò èçêóñòâåíî ñòåïåíè íà ñâîáîäà ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòðè,
êîèòî òðÿáâà äà ñà íóëà, è ïî òîçè íà÷èí ñå íàìàëÿâà âåðîÿòíîñòòà îò
ïðåîðàçìåðÿâàíå.

3.5.3 Ñòúïêîâè ìåòîäè

Àêî ñà èçâåñòíè ãðàíè÷íèòå ñòîéíîñòè íà ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåòðè
íà MIMO ìîäåëà, òåîðåòè÷íî ìîæå äà ñå ôîðìèðàò âñè÷êè âúçìîæíè
ìîäåëè è îò òÿõ äà ñå èçáåðå òîçè ñ íàé-äîáðà, â îïðåäåëåí ñìèñúë,
ñòðóêòóðà. Íî íà ïðàêòèêà, êîãàòî ñèñòåìàòà å ñ ìíîãî ñòðóêòóðíè ïà-
ðàìåòðè ïîðàäè îãðîìíèÿ áðîé êîìáèíàöèè ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà òåçè
ïàðàìåòðè, ïîäõîäúò ñ ôîðìèðàíåòî íà âñè÷êè âúçìîæíè ìîäåëè å íåï-
ðèëîæèì.

Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ïîäõîäè çà èçáîð íà ñòðóêòóðà [11, 147, 126,
62], ïðè êîèòî íå ñå îöåíÿâàò âñè÷êè ïîòåíöèàëíè ìîäåëè. Îáèêíîâå-
íî ìåòîäèòå âîäÿò äî ðàçëè÷åí ðåçóëòàò. Çàòîâà ÷åñòî ñå ãîâîðè íå çà
îïòèìàëíà, à çà ïîäõîäÿùà ñòðóêòóðà íà ìîäåëà, êàòî â ïðàêòèêàòà
ñå èçáèðà òàêúâ ïîäõîä, êîéòî îïðåäåëÿ çàäîâîëèòåëíî ñòðóêòóðàòà íà
ìîäåëà ñ âúçìîæíî ïî-ìàëêî îöåíåíè ìîäåëè.

3.5.3.1 Èäåÿ íà ìåòîäèòå

Â ïîâå÷åòî ñëó÷àè ìåòîäèòå çà èçáîð íà ñòðóêòóðà ñà ñòúïêîâè, êà-
òî íà âñÿêà ñòúïêà ñå ñðàâíÿâà ïîäîáðåíèåòî/âëîøàâàíåòî íà äîñòîâåð-
íîñòòà íà ìîäåëà ïðè ïðîìÿíà íà íÿêîé îò ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåòðè.
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Íà ïðàêòèêà ïðîìÿíàòà íà òåçè ïàðàìåòðè (íåçàâèñèìî äàëè ñà çàêúñ-
íåíèÿ, ñòåïåíè íà ïîëèíîìè èëè áðîé âõîäíè âúçäåéñòâèÿ) å ðàâíîñèëíà
íà äîáàâÿíå èëè ïðåìàõâàíå íà ôàêòîðè â ìîäåëà.

Àêî êúì ôàêòîðèòå, îïèñâàùè äàäåí èçõîä, ñå äîáàâè/ïðåìàõíå ôàê-
òîð, â çàâèñèìîñò îò ïðîìÿíàòà â äîñòîâåðíîñòòà íà ìîäåëà ìîæå äà ñå
îïðåäåëè äîêîëêî ôàêòîðúò å çíà÷èì çà îïèñàíèåòî íà äàäåí èçõîä. Òî-
çè ñòúïêîâ ïðîöåñ ïðîäúëæàâà, äîêàòî íå ñå èçïúëíÿò îïðåäåëåíè óñëî-
âèÿ, ñâúðçàíè ñúñ çíà÷èìîñòòà íà ôàêòîðèòå èëè ñúîòâåòíî ñúñ ñòåïåíòà
íà èçìåíåíèå íà äîñòîâåðíîñòòà íà ìîäåëà.

Ïðè MIMO ñèñòåìèòå, êîãàòî ìîäåëúò å ïðåäñòàâåí ñ ìàòðèöà íà
ïàðàìåòðèòå, âñÿêà ïðîìÿíà âúâ âåêòîðà íà ðåãðåñîðèòå âîäè äî èçìå-
íåíèå íà ìîäåëà ïî âñè÷êè èçõîäè. Íî êîãàòî ïðåäñòàâÿíåòî å ñ âåêòîð
íà ïàðàìåòðèòå, äîáàâÿíåòî/ïðåìàõâàíåòî íà ôàêòîð ïî îòíîøåíèå íà
åäèí èçõîä íå âëèÿå íà êà÷åñòâîòî íà ìîäåëà ïî îòíîøåíèå íà îñòàíàëè-
òå èçõîäè. Çàòîâà â òîçè ñëó÷àé íà âñÿêà ñòúïêà å óäà÷íî äà ñå èçâúðøâà
åäíîâðåìåííî ïî åäíà ïðîìÿíà âúâ âñåêè MISO ïîäìîäåë (ò.å. îáùî ℓ
èçìåíåíèÿ â îïðåäåëåíè ÷àñòè íà MIMO ìîäåëà). Òîâà ìîæå çíà÷èòåëíî
äà íàìàëè âðåìåòî çà óòî÷íÿâàíå íà ñòðóêòóðàòà îñîáåíî àêî íàáîðúò
îò âõîäíî-èçõîäíè äàííè å ãîëÿì è íà âñÿêà ñòúïêà å íåîáõîäèìî òîé äà
ñå ïðî÷èòà (÷åòåíåòî íà äàííè å çíà÷èòåëíî ïî-áàâíà îïåðàöèÿ â ñðàâíå-
íèå ñ èç÷èñëèòåëíèòå îïåðàöèè). Êàêòî ùå áúäå ïîêàçàíî, ïðè ëèíåéíî
ïàðàìåòðèçèðàíèòå ìîäåëè å âúçìîæíî ñòúïêîâèÿò ìåòîä äà ñå èçïúëíè
ñ åäíî ïðî÷èòàíå íà äàííèòå. Íî àêî ìîäåëúò å íåëèíååí ïî ïàðàìåòðè,
îáèêíîâåíî íà âñÿêà èòåðàöèÿ íà ìåòîäà ñå íàëàãà äàííèòå ìíîãîêðàòíî
äà ñå ïðî÷èòàò.

3.5.3.2 Âèäîâå ñòúïêîâè ìåòîäè

Òåçè ìåòîäè ìîæå äà ñå êëàñèôèöèðàò ñïîðåä íà÷èíà, ïî êîéòî ñå
èçìåíÿò òúðñåíèòå ñòðóêòóðíè ïàðàìåòðè (äàëè íàðàñòâàò, íàìàëÿâàò
èëè ïðîìÿíàòà å â äâåòå ïîñîêè). Ñúùî ìåòîäèòå ñå îòëè÷àâàò è ñïî-
ðåä êëàñà íà ìîäåëà, êàêòî è ïî êðèòåðèÿ çà èçáîð íà íàé-ïîäõîäÿùà
ïðîìÿíà íà ñòðóêòóðàòà. Òåçè êëàñèôèêàöèè ñà ðàçãëåäàíè ïî-äîëó.

Èçìåíåíèå íà ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåòðè

Ñïîðåä òàçè êëàñèôèêàöèÿ ìåòîäèòå ñå äåëÿò íà:

• ïðàâà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ;
• îáðàòíà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ;
• êîìáèíèðàíà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ;
• ðåãðåñèÿ ñ ïúëíî ìíîæåñòâî îò ìîäåëè.
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Ïîñëåäíèÿò âàðèàíò íå å ñòúïêîâ â èñòèíñêèÿ ñìèñúë íà äóìàòà,
òúé êàòî íÿìà çíà÷åíèå êàêâà å ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà èçìåíåíèå íà
ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà. Èçáðàíàòà ñòðóêòóðà âèíàãè å åäíà è ñúùà �
îïòèìàëíà, ñïîðåä çàäàäåíèÿ êðèòåðèé è ôèêñèðàíèòå ãðàíèöè íà èç-
ìåíåíèå íà ïàðàìåòðèòå.

Çà ðàçëèêà îò ôîðìèðàíåòî íà ïúëíî ìíîæåñòâî îò ìîäåëè ïúðâèòå
òðè ìåòîäà ñà èòåðàòèâíè, â ñìèñúë ÷å òåêóùèÿò ðåçóëòàò îò äàäåíà
èòåðàöèÿ îêàçâà âëèÿíèå íà ñëåäâàùèòå èòåðàöèè è ñúîòâåòíî íà êðàé-
íàòà ñòðóêòóðà íà ìîäåëà. Îáèêíîâåíî òåçè ìåòîäè âîäÿò äî ôîðìè-
ðàíåòî íà ðàçëè÷íè ìîäåëè. Ñàìî ïðè ðåãðåñèÿòà ñ ïúëíî ìíîæåñòâî
îò ìîäåëè ñå ãàðàíòèðà, ÷å èçìåæäó âúçìîæíèòå ñòðóêòóðè å èçáðàíà
íàé-äîáðàòà. Çàòîâà, êîãàòî ñòàâà äóìà çà ñòúïêîâ ìåòîä (êúäåòî íå ñå
îáõîæäàò âñè÷êè âúçìîæíè ñòðóêòóðè), ïîä îïòèìàëíà ñå èìà ïðåäâèä
ñòðóêòóðàòà, êîÿòî å èçáðàíà îò êîíêðåòíèÿ ìåòîä.

Àêî ñòðóêòóðàòà ñå èçìåíÿ òàêà, ÷å ôàêòîðèòå ñå äîáàâÿò è/èëè
ïðåìàõâàò íà ãðóïè, òî ðåãðåñèÿòà å ãðóïîâà (ñúîòâåòíî ïðàâà, îáðàòíà
èëè êîìáèíèðàíà).

Êëàñ íà ìîäåëà

Â çàâèñèìîñò îò òîâà, äàëè ìîäåëúò å ëèíååí ïî îòíîøåíèå íà ïàðà-
ìåòðèòå, ìåòîäèòå íàé-îáùî áèâàò:
• ñòúïêîâà ëèíåéíà ðåãðåñèÿ;
• ñòúïêîâà íåëèíåéíà ðåãðåñèÿ.

Çà äà ñå îïðåäåëè íàé-ïîäõîäÿùàòà ïðîìÿíà â òåêóùàòà ñòðóêòóðà, ïðè
ñòúïêîâàòà ëèíåéíà ðåãðåñèÿ ñå ôîðìèðàò ìíîæåñòâî îò ñúðåâíîâàâà-
ùè ñå ìîäåëè, áåç äà å íåîáõîäèìî íàáîðúò îò äàííè äà ñå ïðî÷èòà çà
âñåêè ìîäåë, êàêòî å îïèñàíî â òî÷êà 3.5.5.3. Îò ïîëó÷åíèòå ìîäåëè ñå
èçáèðà òåêóùèÿò íàé-ïîäõîäÿù è ïðîöåäóðàòà ïðîäúëæàâà ñúñ ñëåä-
âàùàòà ñòúïêà íà èçìåíåíèå íà ñòðóêòóðàòà. Íî êîãàòî îïèñàíèåòî å
íåëèíåéíî ïî ïàðàìåòðè, â îáùèÿ ñëó÷àé çà ôîðìèðàíåòî íà ìîäåë, íà
äàäåíà ñòúïêà ñå èçïúëíÿâà (èòåðàòèâåí) ìåòîä çà îïòèìèçàöèÿ. Òî-
âà îçíà÷àâà, ÷å äàííèòå ñå ïðî÷èòàò íà âñÿêà èòåðàöèÿ çà ôîðìèðàíå
íà ìîäåë, êàòî òàçè äåéíîñò ïðîäúëæàâà, äîêàòî îöåíêèòå íå ñõîäÿò.
Àêî íà âñÿêà ñòúïêà ñå èçãðàæäàò ñúðåâíîâàâàùè ñå ìîäåëè, ò.å. îïòè-
ìèçàöèÿòà ñå ñòàðòèðà ìíîãîêðàòíî, âðåìåòî çà èçáîð íà ñòðóêòóðà áè
íàðàñíàëî äðàñòè÷íî. Ïî òàçè ïðè÷èíà ïðèíöèïúò íà ðàáîòà íà ìåòîäè-
òå çà íåëèíåéíè ìîäåëè å ðàçëè÷åí îò òîçè çà ëèíåéíè (ïî ïàðàìåòðè).
Òóê íå ñå ôîðìèðàò ñúðåâíîâàâàùè ñå ìîäåëè, à íà áàçàòà íà òåêóùèÿ
ìîäåë ñå èçâúðøâà áúðç àíàëèç íà ïîâúðõíèíàòà íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ,
â ñìèñúë � êàê òÿ ñå èçìåíÿ, àêî ñòðóêòóðàòà ñå ïðîìåíè. Ñëåä òîâà ñå
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èçáèðà òàçè íîâà ñòðóêòóðà, çà êîÿòî ñå î÷àêâà, ÷å ïîäîáðåíèåòî ùå å
íàé-ãîëÿìî (àêî ñå äîáàâÿ íîâ ôàêòîð) èëè âëîøàâàíåòî ùå å íàé-ìàëêî
(ïðè ïðåìàõâàíå íà ôàêòîð). Íàêðàÿ åäíîêðàòíî ñå ïðèëàãà ìåòîä çà
îïòèìèçàöèÿ, ñ êîéòî ñå íàìèðà ìîäåë ñ ïîäîáðåíàòà ñòðóêòóðà.

Êðèòåðèè çà îöåíêà íà òåêóùàòà ñòðóêòóðà

Çà äà ìîæå ñòúïêîâèòå àëãîðèòìè äà ôóíêöèîíèðàò êîðåêòíî, å
íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëíî äà ñå óòî÷íÿò ãðàíèöèòå íà èçìåíåíèå íà
ñòðóêòóðíèòå ïàðàìåòðè. Òàêà ïðåäâàðèòåëíî ùå å èçâåñòíî ìíîæåñ-
òâîòî îò ïîòåíöèàëíè ôàêòîðè, êîèòî ìîãàò äà ó÷àñòâàò â ìîäåëà è
èçìåæäó êîèòî ùå ñå èçáèðà ïîäõîäÿùî ïîäìíîæåñòâî. Â ñòúïêîâèòå
ìåòîäè ñå èçïîëçâàò êðèòåðèè çà èçáîð íà òåêóù íàé-çíà÷èì ôàêòîð
çà äîáàâÿíå â ìîäåëà èëè íàé-íåçíà÷èì ôàêòîð çà ïðåìàõâàíå îò ìîäå-
ëà (ò.å. çà ïðîìÿíà íà ñòðóêòóðàòà). Çà òàçè öåë ìîæå äà ñå èçïîëçâàò
òåñòîâå çà ñòàòèñòè÷åñêà ïðîâåðêà íà õèïîòåçè. Çà ëèíåéíè ìîäåëè è
ïðè íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå íà èçõîäà (ñúîòâåòíî è íà îñòàòúêà) íà-
ìèðàò ïðèëîæåíèå F è t-òåñòúò. Ìîæå áè íàé-ðàçïðîñòðàíåíèÿò òåñò â
ïðàêòèêàòà, èçïîëçâàí çà îöåíêà íà çíà÷èìîñòòà íà ôàêòîð, å F-òåñòúò
[80, 11, 5] è çàòîâà ïî-äîëó ñà èçëîæåíè ñòúïêîâè ìåòîäè, èçïîëçâàùè
òîçè òåñò.

Êîãàòî îïèñàíèåòî å íåëèíåéíî, â çàâèñèìîñò îò ôóíêöèÿòà íà ïðàâ-
äîïîäîáèå ñå èçïîëçâàò ðàçëè÷íè òåñòîâå. Íàïðèìåð ïðè áèíîìíî ðàçï-
ðåäåëåíèå (èçõîäúò ïðèåìà äâå âúçìîæíè ñòîéíîñòè) òåñòîâàòà ñòàòèñ-
òèêà å ñ χ2 ðàçïðåäåëåíèå.

Ðåøåíèå çà ïðîìÿíà â ñòðóêòóðàòà ìîæå äà ñå âçåìå ñ ïîìîùòà íà
êîåôèöèåíòà íà êîðåëàöèÿ ìåæäó îñòàòúêà íà òåêóùèÿ ìîäåë è âñè÷êè
íåó÷àñòâàùè â ìîäåëà ôàêòîðè. Ñïîðåä òîçè âàðèàíò (óäà÷åí çà ëè-
íåéíè ïî ïàðàìåòðè ìîäåëè) íàé-ïîäõîäÿù çà äîáàâÿíå å òîçè ôàêòîð,
êîéòî å íàé-ñèëíî êîðåëèðàí ñ îñòàòúêà, ò.å. îïèñâà â íàé-ãîëÿìà ñòåïåí
ïîâåäåíèåòî íà ñèñòåìàòà, êîåòî âñå îùå íå å îò÷åòåíî îò ìîäåëà.

Îñâåí îïðåäåëÿíåòî íà íàé-ïîäõîäÿùàòà ïðîìÿíà â ñòðóêòóðàòà å
íåîáõîäèìî è äà ñå ñëåäè äîêîëêî òàçè ïðîìÿíà ïîäîáðÿâà ìîäåëà, è
ñúîòâåòíî äà ñå âçåìå ðåøåíèå äàëè äà ñå ïðîäúëæè ñ èçìåíåíèåòî íà
ñòðóêòóðàòà, èëè ñòúïêîâàòà ïðîöåäóðà äà ñå ïðåêðàòè. Îò åäíà ñòðàíà,
çà òîâà ñå èçïîëçâàò äîâåðèòåëíèòå âåðîÿòíîñòè îò ñïîìåíàòèòå òåñòî-
âå çà çíà÷èìîñò (èçïîëçâàíåòî èì å ïîêàçàíî ïî-äîëó). Ñúùî òàêà å
âúçìîæíî äà ñå èçïîëçâàò êðèòåðèè, ñ êîèòî ñå áàëàíñèðà ìåæäó äîñòî-
âåðíîñò è ñëîæíîñò íà ìîäåëà, ò.å. íàé-äîáðàòà ñòðóêòóðà ñïîðåä äàäåí
êðèòåðèé ìîæå äà íå îòãîâàðÿ íà íàé-äîñòîâåðíèÿ ìîäåë, à íà òàêúâ,
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êîéòî å åäíîâðåìåííî óäîáåí (ñ ïðîñòà ñòðóêòóðà) è äîñòàòú÷íî òî÷åí
çà ïðèëîæåíèåòî, çà êîåòî ñå èçãðàæäà. Ïîäõîäÿùè êðèòåðèè ñà AIC,
BIC, à ñúùî ÷åñòî èçïîëçâàíà å è Ìàëîó ñòàòèñòèêàòà (Cp) (îïèñàíè â
òî÷êà 2.4.6).

Â äîïúëíåíèå îáèêíîâåíî ñå ñëåäÿò ðàçëè÷íè ñïîìàãàòåëíè ñòàòèñ-
òèêè. ×àñò îò òÿõ õàðàêòåðèçèðàò äîñòîâåðíîñòòà íà òåêóùèÿ ìîäåë
êàòî öÿëî, íàïðèìåð êîåôèöèåíòúò íà îïðåäåëåíîñò, ñðåäíîêâàäðàòè÷-
íàòà ãðåøêà è äð., êàêòî è ñòàòèñòèêè, ñâúðçàíè ñ îöåíêèòå íà ïàðà-
ìåòðèòå ïîîòäåëíî êàòî ñòàíäàðòíà ãðåøêà, ÷àñòè÷íàòà F-ñòàòèñòèêà è
íåéíàòà äîâåðèòåëíà âåðîÿòíîñò è äð.

Äîáðå å ñúùî òàêà äà ñå ñëåäè äîêîëêî âñåêè îò íåó÷àñòâàùèòå â
ìîäåëà ôàêòîðè ñå îïèñâà ñ èçáðàíèòå äî ìîìåíòà. Çà öåëòà ñå èçïîëç-
âà ñòàòèñòèêàòà VIF (Variance In�ation Factor), îïèñàíà â òî÷êà 2.4.4.2.
Êîëêîòî ïî-ìàëêà å ñòîéíîñòòà íà VIF, òîëêîâà ïîâå÷å óíèêàëíà èí-
ôîðìàöèÿ ñå ñúäúðæà â èçñëåäâàíèÿ ôàêòîð.

Íå íà ïîñëåäíî ìÿñòî, ïðè èçáîðà íà ñòðóêòóðàòà å âàæíî äà ñå îò-
÷åòå è ïðåäâàðèòåëíîòî çíàíèå çà ñèñòåìàòà (àêî òàêîâà ñúùåñòâóâà),
ñâúðçàíî ñ íåñòàòèñòè÷åñêè èçèñêâàíèÿ êúì ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà. Ïî-
íÿêîãà (ñòàòèñòè÷åñêè) çíà÷èì ñïîðåä èçáðàíèÿ êðèòåðèé ôàêòîð ìîæå
äà ñå ïðåìàõíå îò ìîäåëà, àêî ó÷àñòèåòî ìó íå å ëîãè÷íî îò ãëåäíà òî÷êà
íà àïðèîðíîòî çíàíèå.

3.5.4 Ðåãðåñèÿ ñ ïúëíî ìíîæåñòâî îò ìîäåëè

Òîçè ìåòîä å ïðèëîæèì ïðè ðàçóìåí áðîé íà âúçìîæíèòå ñòðóêòóðè
íà ìîäåëà. Ñëåäíèÿò ïðèìåð å äàäåí, çà äà ñå äîáèå ïðåäñòàâà çà áðîÿ
íà ìîäåëèòå, êîèòî òðÿáâà äà ñå ôîðìèðàò ñïîðåä òîçè ìåòîä.

Ïðèìåð. Ôîðìèðàíå íà ïúëíî ìíîæåñòâî îò ìîäåëè íà ìíîãîìåðíà
ñèñòåìà

Íåêà å äàäåíà ñòàòè÷íà MISO ñèñòåìà ñ m̃ = 3 ïîòåíöèàëíè âõîäà,
èçìåæäó êîèòî òðÿáâà äà ñå îïðåäåëè ïîäìíîæåñòâî, êîåòî å ïîäõîäÿùî
çà îïèñàíèå íà èçõîäà. Òîãàâà âúçìîæíèòå ìîäåëè èìàò ñëåäíèòå âõîäî-
âå: {u1,k}, {u2,k}, {u3,k}, {u1,k, u2,k}, {u1,k, u3,k}, {u2,k, u3,k} è {u1,k, u2,k,
u3,k}. Ñ äðóãè äóìè ïðè 3 ïîòåíöèàëíè âõîäà ìîäåëèòå ñà n3 = 23−1 = 7
íà áðîé.

Íåêà ñèñòåìàòà å ñ m̃ = 20 ïîòåíöèàëíè âõîäà. Òîãàâà áðîÿò íà âúç-
ìîæíèòå ìîäåëè å

n20 = 220 − 1 ≈ 1.0485× 106.
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Àêî áðîÿò íà ïîòåíöèàëíèòå ôàêòîðè å m̃ = 50, òîãàâà n50 ≈ 1.1259 ×
1015. Êàêòî íåâåäíúæ áåøå ñïîìåíàòî, èìà îáëàñòè, êúäåòî ïîòåíöèàë-
íèòå âõîäîâå ñà ñòîòèöè èëè õèëÿäè. Ñúùî òàêà, àêî ñå òúðñè äèíàìè÷åí
ìîäåë, áðîÿò íà ïîòåíöèàëíèòå ñòðóêòóðè íàðàñòâà çíà÷èòåëíî. ♢

Èìà áúðçè ðåàëèçàöèè íà òîçè ïîäõîä, íàïðèìåð êàòî ñå ôîðìè-
ðàò ïîñëåäîâàòåëíîñòè îò ìîäåëè, êîèòî ñå ðàçëè÷àâàò ñ ïî åäèí ôàê-
òîð. Ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ çà òàêàâà ðåàëèçàöèÿ å äàäåíà â [124]. Â òî÷êà
3.5.5.3 å ïðåäñòàâåí íà÷èí çà èìïëåìåíòàöèÿ íà àëãîðèòúìà íà ïðàâàòà
ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ. Îïèñàíàòà èäåÿ ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà åôåêòèâíà
ðåàëèçàöèÿ è íà ìåòîäà ñ ïúëíî ìíîæåñòâî îò ìîäåëè.

3.5.5 Ïðàâà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ

Ïðè ãîëÿì áðîé ôàêòîðè çà ïðåäïî÷èòàíå å äà ñå èçïîëçâà ïðàâàòà
ïðåä îáðàòíàòà (òî÷êà 3.5.6) ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ. Ïðè ïðàâàòà ñòðóêòó-
ðàòà ïîñòåïåííî ñå óñëîæíÿâà, äîêàòî ïîäîáðåíèåòî å çíà÷èìî, è òàêà
íå ñå íàëàãà äà ñå ïîñòðîÿâàò ìîäåëè ñ íåíóæíî ãîëÿìà ðàçìåðíîñò.

3.5.5.1 Èäåÿ íà ìåòîäà

Ôèãóðà 3.13. Ïðàâà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ

Àëãîðèòúìúò íà ïðàâàòà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ ñòàðòèðà ñ ïðàçåí ìîäåë
(ò.å. ìîäåë ñàìî ñúñ ñâîáîäíè ÷ëåíîâå), êàòî íà âñÿêà ñòúïêà ñå äîáà-
âÿ íîâ ôàêòîð èëè ôàêòîðè â çàâèñèìîñò îò ïðåäñòàâÿíåòî íà ìîäåëà
(Ôèãóðà 3.13). Ïî òîçè íà÷èí, àêî íå ñúùåñòâóâà ìóëòèêîëèíåàðíîñò
â äàííèòå, ñå äîáàâÿò ôàêòîðè, êîèòî îïèñâàò èçõîäà âúâ âñå ïî ìàë-
êà ñòåïåí, è òàêà ïîäîáðåíèåòî â ìîäåëà íàìàëÿâà. Èçïúëíåíèåòî íà
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ñòúïêîâèÿ àëãîðèòúì ñå ïðåêðàòÿâà ïðè äîñòèãàíå äî îïðåäåëåí ïðàã
íà çíà÷èìîñò èëè äî èç÷åðïâàíå íà ôàêòîðèòå. Ïðàãúò íà çíà÷èìîñò çà
äîáàâÿíå íà ôàêòîðè â ìîäåëà τe â äîëíèÿ àëãîðèòúì èìà ñìèñúë íà äî-
âåðèòåëíàòà âåðîÿòíîñò, íàä êîÿòî ïîäîáðåíèåòî â îïèñàíèåòî íà yk ïðè
äîáàâÿíå íà íîâ ôàêòîð ñå ïðèåìà, ÷å ñå äúëæè íà ñëó÷àéíîñòòà (ò.å.
å íåçíà÷èòåëíî). Ñìèñúëúò íà τe ñå èçÿñíÿâà â ïðåäñòàâåíèÿ ïî-äîëó
àëãîðèòúì.

Ïðè äèíàìè÷íè ñèñòåìè äàäåí ôàêòîð, êîéòî ïîñòúïâà â ìîäåëà,
ìîæå äà å íîâ âõîä çà òåêóùîòî îïèñàíèå, íî ìîæå äà áúäå è äîïúëíè-
òåëíî èçìåñòåí âúâ âðåìåòî ñèãíàë, êîéòî âå÷å ó÷àñòâà â ìîäåëà. Òàêà
ñ ïîìîùòà íà ñòúïêîâèÿ àëãîðèòúì ñå îïðåäåëÿò çíà÷èìèòå âõîäîâå íà
ìîäåëà, à ñúùî è ñòåïåíèòå íà ïîëèíîìèòå è ÷èñòèòå çàêúñíåíèÿ.

3.5.5.2 Àëãîðèòúì íà ìåòîäà

Çà äîáèâàíå íà ïî-ÿñíà ïðåäñòàâà êàê ñå èçïúëíÿâà ïðàâàòà ñòúïêîâà
ðåãðåñèÿ, å îïèñàí àëãîðèòúì çà ïðåäñòàâÿíå ñ âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå.
Îñâåí òîâà ìîäåëèòå ñà MISO, çàùîòî ïðè ïîâå÷å èçõîäè âñÿêà ñòúïêà,
áåç èíèöèàëèçèðàùàòà, ñå èçïúëíÿâà ℓ ïúòè. Àëãîðèòúìúò íà ïðàâàòà
ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ, èçïîëçâàù F-òåñò çà îïðåäåëÿíå íà çíà÷èìîñòòà íà
ôàêòîðèòå, å ñëåäíèÿò.

1. Èíèöèàëèçàöèÿ
Çàäàâà ñå ïðàãúò íà çíà÷èìîñò çà äîáàâÿíå íà ôàêòîðè τe (÷åñòî
ñå îçíà÷àâà êàòî SLE � Signi�cance Level to Enter [62]). Àêî íÿìà
ñïåöèôè÷íè èçèñêâàíèÿ, ïîäõîäÿùà ñòîéíîñò íà òîçè ïàðàìåòúð
å τe = 0.05. Àêî èìà ñòðåìåæ ìîäåëúò äà å ñ ïî-ïðîñòà ñòðóêòóðà
(ïî-ìàëúê áðîé ïàðàìåòðè), ñå èçáèðà ïî-ìàëêà ñòîéíîñò, íî òîâà
âîäè äî ïî-íåòî÷íî îïèñàíèå íà èçõîäà. Àêî îñíîâíàòà öåë å èçõî-
äúò äà ñå îïèøå ïî-òî÷íî èëè àêî èçñëåäîâàòåëÿò ïðåäïî÷èòà äà
èçáåðå ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà, ñå çàäàâà ïî-ãîëÿì ïðàã, íàïðèìåð
τe = 0.15. Òàêà ñëåä ïðåêðàòÿâàíåòî íà èòåðàòèâíàòà ïðîöåäóðà
èçñëåäîâàòåëÿò ìîæå äà èçáåðå íÿêîé îò ìåæäèííèòå íàé-äîáðè
ìîäåëè, êîèòî ñà ñ ïî-ïðîñòà ñòðóêòóðà, êàòî ïðè èçáîðà îò÷èòà
ñòàòèñòèêèòå, ñâúðçàíè ñ ìîäåëà è èçâåñòíàòà ìó àïðèîðíà èíôîð-
ìàöèÿ.
Ñúùî ïî âðåìå íà èíèöèàëèçàöèÿòà ñå çàäàâàò ìàêñèìàëíèòå ñòå-
ïåíè íà ïîëèíîìèòå namax = max(naj) è nbmax = max(nbj), àêî å
èçáðàí ARX ìîäåë, à ñúùî è ÷èñòèòå çàêúñíåíèÿ dy,j è du,j (àêî
ñà èçâåñòíè). Òåçè âåëè÷èíè ñà âñúùíîñò ãðàíèöèòå íà èçìåíå-
íèå íà îòìåñòâàíåòî íà ñèãíàëèòå âúâ âðåìåòî è îò òÿõ çàâèñè
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áðîÿò íà ïîòåíöèàëíèòå ôàêòîðè. Â äîïúëíåíèå ìîæå äà ñå èíè-
öèàëèçèðàò è äðóãè ïàðàìåòðè, èìàùè îòíîøåíèå êúì ÷èñëåíàòà
ðåàëèçàöèÿ íà îöåíèòåëÿ (íàïðèìåð ìèíèìàëíàòà çíà÷èìà ñèíãó-
ëÿðíà/ñîáñòâåíà ñòîéíîñò, àêî ñå èçïîëçâà SVD èëè EVD äåêîì-
ïîçèöèÿ è ò.í.).

2. Ìíîæåñòâî îò ñúðåâíîâàâàùè ñå ìîäåëè

Íåêà â i-òàòà èòåðàöèÿ èìà nout ôàêòîðà èçâúí ìîäåëà. Òîãàâà ñå
ôîðìèðàò nout ñúðåâíîâàâàùè ñå ìîäåëà. Òå ñúäúðæàò âêëþ÷åíè-
òå äî ìîìåíòà ôàêòîðè è ïî åäèí ôàêòîð èçâúí ìîäåëà. Çà i-òàòà
èòåðàöèÿ òå ñà

y
(i)
+j = Φ

(i)
+jθ

(i)
+j , çà j = 1, nout,

êúäåòî ìàòðèöàòà íà ôàêòîðèòå çà j-òèÿ ìîäåë å Φ
(i)
+j = [Φ(i−1) φj ].

Ñòúëáîâåòå íà Φ(i−1) ñå ñúñòîÿò îò ñòîéíîñòèòå íà ó÷àñòâàùèòå
ôàêòîðè â ìîäåëà îò ïðåäèøíàòà ñòúïêà, à âåêòîðúò φj ñúäúðæà
ñòîéíîñòèòå íà j-òèÿ íåâêëþ÷åí â ìîäåëà ôàêòîð (êàíäèäàò çà
âêëþ÷âàíå), ò.å.

φj = [φj,n+1 φj,n+2 . . . φj,N ]T . (3.84)

Îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå íà j-òèÿ ñúðåâíîâàâàù ñå ìîäåë ñà

θ
(i)
+j = (Φ

(i)T
+j Φ

(i)
+j)

−1Φ
(i)T
+j y.

3. Çíà÷èìîñò íà ïîòåíöèàëíèòå ôàêòîðè

Êðèòåðèÿò çà çíà÷èìîñò å

F
(i)
+j =

v2
v1 − v2

SSR
(i)
+j − SSR(i−1)

SSE
(i)
+j

, (3.85)

êúäåòî

SSR
(i)
+j = y

(i)T
+j y

(i)
+j , SSE

(i)
+j = e

(i)T
+j e

(i)
+j .

Âåëè÷èíàòà F
(i)
+j å ÷àñòè÷íàòà F ñòàòèñòèêà çà ìîäåëà è îòðàçÿâà

ïîäîáðåíèåòî ìó ïðè äîáàâÿíåòî íà ôàêòîð. Ñòåïåíèòå íà ñâîáîäà
íà òåêóùèÿ íàé-äîáúð ìîäåë (ñ p ïàðàìåòúðà), èçáðàí â i − 1-òà
èòåðàöèÿ, ñà v1 = N − p, à íà ñúðåâíîâàâàùèòå ñå ìîäåëè (ñ p+ 1
ïàðàìåòðè), îïðåäåëåíè â i-òà èòåðàöèÿ, ñà v2 = N − (p+ 1). Çíà-
ìåíàòåëÿò v1 − v2 å 1, ïîíåæå íà âñÿêà ñòúïêà ñå äîáàâÿ ïî åäèí
íîâ ôàêòîð. Àêî ôàêòîðèòå ñå äîáàâÿò íà ãðóïè (âèæ òî÷êà 3.5.8),
v1−v2 å áðîÿò íà ôàêòîðèòå â äîáàâåíàòà ãðóïà. Îò (3.85) ñå âèæ-
äà, ÷å ñ íàðàñòâàíå (íàìàëÿâàíå) íà çíà÷èìîñòòà íà ôàêòîðà φj
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ðàçëèêàòà ìåæäó SSR(i−1) è SSR
(i)
+j íàðàñòâà (íàìàëÿâà), îòêúäåòî

è F(i,j) ñúùî íàðàñòâà (íàìàëÿâà).

4. Èçáîð íà íàé-çíà÷èìèÿ ôàêòîð
Òóê ñå îïðåäåëÿ íîâèÿò íàé-äîáúð (ñïîðåä F êðèòåðèÿ) ìîäåë îò
âñè÷êè ïîòåíöèàëíè ìîäåëè, èëè ñ äðóãè äóìè íà òàçè ñòúïêà îò
íåó÷àñòâàùèòå â ìîäåëà ôàêòîðè ñå èçáèðà òîçè, êîéòî ìàêñèìèçè-
ðà ñòîéíîñòòà íà ÷àñòè÷íàòà F ñòàòèñòèêà. Íåêà òúðñåíèÿò ôàêòîð
å ñ èíäåêñ

j∗ = argmax
j

F
(i)
+j .

5. Ïðîâåðêà çà êðàé

Ñòàòèñòèêàòà F (i) = F
(i)
+j∗ èìà F-ðàçïðåäåëåíèå è ñå èçïîëçâà çà

âçåìàíå íà ðåøåíèå äàëè ïîäîáðåíèåòî íà ìîäåëà ñ äîáàâÿíå íà íî-
âèÿ j-òè ôàêòîð å çíà÷èìî, èëè ñå äúëæè íà ñëó÷àéíîñòòà. Çà òàçè
öåë ñå ïðèëàãà F-òåñòúò, ïðè êîéòî ñå çàäàâà íóëåâàòà õèïîòåçà,
êîÿòî ãëàñè, ÷å ïðè äîáàâÿíå íà íîâèÿ j∗-òè ôàêòîð, ïîäîáðåíèå-
òî â ìîäåëà ñå äúëæè íà ñëó÷àéíîñòòà. Ñúîòâåòíàòà àëòåðíàòèâíà
õèïîòåçà å, ÷å ïîäîáðåíèåòî íå ñå äúëæè íà ñëó÷àéíîñòòà (ôàêòî-
ðúò å çíà÷èì).

F
( )i

p

p
( )i

F

Ôèãóðà 3.14. Âåðîÿòíîñò ïîäîáðåíèåòî â ìîäåëà äà ñå äúëæè íà ñëó÷àé-
íîñòòà

Èç÷èñëÿâà ñå äîâåðèòåëíàòà âåðîÿòíîñò p(i), ïîêàçàíà íà Ôèãóðà
3.14. Òÿ îòðàçÿâà ðèñêà äà ñå äîïóñíå ãðåøêà, êàòî ñå ïðèåìå, ÷å
àëòåðíàòèâíàòà õèïîòåçà å âÿðíà, è ñå íàðè÷à îùå ðàâíèùå íà
çíà÷èìîñò. Â [131] å îïèñàí àëãîðèòúì çà èç÷èñëÿâàíå íà p(i), êàêòî
è ñâúðçàíàòà ñ íåãî òåîðèÿ.
Íà ôèãóðàòà ñå âèæäà, ÷å êîëêîòî ñòîéíîñòòà íà F(i) å ïî-ãîëÿìà
(ôàêòîðúò å ïî-çíà÷èì), òîëêîâà ïëîùòà p(i) íà îïàøêàòà íà ðàç-
ïðåäåëåíèåòî, îïðåäåëåíà îò F(i), å ïî-ìàëêà, ò.å. ïî-òðóäíî ìîæå
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äà ñå ïðèåìå íóëåâàòà õèïîòåçà. Íà ïðàêòèêà â íà÷àëîòî íà ïðîöå-
äóðàòà âëèçàò íàé-çíà÷èìèòå ôàêòîðè, à ñ íàðàñòâàíå íà ñòúïêèòå
(ñúîòâåòíî è íà áðîÿ íà ôàêòîðèòå â ìîäåëà) òåíäåíöèÿòà å èçâúí
ìîäåëà äà îñòàâàò âñå ïî-íåçíà÷èìè ôàêòîðè. Ïðè òîâà ïîëîæåíèå
ñ íàðàñòâàíå íà i F(i) íàìàëÿâà, à p(i) ðàñòå. Â ãðàíè÷íèÿ ñëó÷àé,
àêî íîâèÿò ôàêòîð å íàïúëíî íåçíà÷èì, F(i) = 0, à p(i) = 1 (âå-
ðîÿòíîñòòà ïîäîáðåíèåòî äà ñå äúëæè íà ñëó÷àéíîñòòà å 1, ò.å.
ôàêòîðúò å íàïúëíî íåçíà÷èì). Ïðè èçáîðà íà ñòðóêòóðà äî òà-
êúâ ñëó÷àé íå ñå äîñòèãà, òúé êàòî óñëîâèåòî çà êðàé íà ñòúïêîâèÿ
àëãîðèòúì å

p(i) > τe.

Àêî òîâà óñëîâèå å èçïúëíåíî, òî íàé-çíà÷èìîòî ïîäîáðåíèå â ìî-
äåëà íå å äîñòàòú÷íî çíà÷èìî è ïðîöåäóðàòà ñå ïðåêðàòÿâà. Ïðè-
åìà ñå, ÷å

θ̂ ← θ(i−1), Φ← Φ(i−1) è p← i− 1.

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé i← i+ 1 è nout ← nout − 1 è ñå ïðîäúëæàâà îò
ñòúïêà 2.

Ïîíÿêîãà å æåëàòåëíî íÿêîè ôàêòîðè, ìàêàð è íå ìíîãî çíà÷èìè, äà
ó÷àñòâàò â ìîäåëà (ïîðàäè èçèñêâàíèÿ, êîèòî íÿìàò îáùî ñúñ ñòàòèñ-
òè÷åñêèòå õàðàêòåðèñòèêè íà ôàêòîðèòå). Òîãàâà íà÷àëíèÿò ìîäåë, îò
êîéòî ñòàðòèðà àëãîðèòúìúò, ñúäúðæà èìåííî òåçè ôàêòîðè.

×àñò îò èçèñêâàíèÿòà êúì ìîäåëà ñå äåôèíèðàò ñ ïîìîùòà íà ñòà-
òèñòè÷åñêè âåëè÷èíè, õàðàêòåðèçèðàùè íåãîâîòî ïîâåäåíèå. Ïî òàçè
ïðè÷èíà ñúùèíñêèÿò èçáîð íà òîâà � êîé ìîäåë (ñòðóêòóðà) å íàé-
ïîäõîäÿù, ñå èçâúðøâà ñëåä àíàëèçà íà äîñòîâåðíîñòòà íà ìîäåëà â
ñìèñúë íà òåçè õàðàêòåðèñòèêè. Âúïðåêè íóæäàòà îò òàçè äîïúëíèòåë-
íà äåéíîñò, êàòî öÿëî ïðîöåñúò íà èçáîð íà ñòðóêòóðàòà å óäîáåí çà
àâòîìàòèçàöèÿ.

3.5.5.3 Åôåêòèâíà ðåàëèçàöèÿ íà àëãîðèòúìà

Íåêà ïîòåíöèàëíèòå ôàêòîðè ñà 100, à ñèñòåìàòà å MISO. Òîâà îçíà-
÷àâà, ÷å â ïúðâàòà èòåðàöèÿ íà ñòúïêîâèÿ ìåòîä òðÿáâà äà ñå ôîðìèðàò
100 ìîäåëà ñúñ ñâîáîäåí ÷ëåí è åäèí ôàêòîð (îò âèäà ŷk = θ0 + θ1φ1,k).
Àêî ñå ñòàðòèðàò 100 îöåíèòåëè íà ïàðàìåòðèòå, òî äàííèòå ùå áúäàò
ïðî÷åòåíè 100 ïúòè. Ñúîòâåòíî â ñëåäâàùàòà èòåðàöèÿ ìîäåëèòå ùå ñà
99 îò âèäà ŷk = θ0 + θ1φ1,k + θ2φ2,k, à äàííèòå ùå áúäàò ïðî÷åòåíè 99
ïúòè è ò.í., äîêàòî ñòúïêîâèÿò àëãîðèòúì íå ñå ïðåêðàòè.



282 Ãëàâà 3. Îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè è èçáîð íà ñòðóêòóðà

Â îáùèÿ ñëó÷àé, êîãàòî ñå ïðèëàãà LS, îöåíêèòå íà ìîäåëà ìîæå äà
ñå çàïèøàò êàòî:

θ̂ = (ΦTΦ)−1ΦT y = F−1b. (3.86)

Âúçìîæíî å ìíîæåñòâàòà ìîäåëè îò âñè÷êè ñòúïêè äà ñå ôîðìèðàò ñà-
ìî ñ åäèí ïðî÷èò íà äàííèòå, â íà÷àëîòî íà ñòúïêîâèÿ àëãîðèòúì. Çà
öåëòà ñå ôîðìèðà âåêòîðúò bfull = ΦT

fully ∈ Rpfull è ïúëíàòà ìàòðèöà íà

Ôèøåð Ffull = ΦT
fullΦfull ∈ Rpfull×pfull , çàâèñåùè îò âñè÷êè âúçìîæíè,

pfull íà áðîé, ôàêòîðè. Êàêòî ñå âèæäà, ðàçìåðíîñòèòå íà Ffull è bfull
íå çàâèñÿò îò áðîÿ íà íàáëþäåíèÿòà, ò.å. òå ñà ñúñ çíà÷èòåëíî ïî-ìàëúê
áðîé åëåìåíòè îò Φfull ∈ R(N−n)ℓ×pfull . Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âåäíúæ èç-
÷èñëåíè, ìîæå äà îñòàíàò çàðåäåíè â îïåðàòèâíàòà ïàìåò èëè â áúðçàòà
ëîêàëíà ïàìåò íà âèäåîêàðòàòà. Ñëåä òîâà, êîãàòî òðÿáâà äà ñå îïðåäå-
ëÿò îöåíêèòå íà ìîäåë ñ êîíêðåòíè ôàêòîðè, îò Ffull è bfull ñå èçâëè÷àò
ñúîòâåòíèòå ðåäîâå è ñòúëáîâå è ñå ôîðìèðàò ñúîòâåòíèòå ïîäìàòðèöè
F è b. Ñëåä òîâà îöåíêèòå ñå îïðåäåëÿò îò (3.86).

Íàïðèìåð íåêà â íà÷àëîòî íà òðåòà ñòúïêà ôàêòîðèòå, ó÷àñòâàùè
â ìîäåëà (îò ïðåäõîäíàòà ñòúïêà), ñà φ2 è φ5, à òåêóùèÿò ñúðåâíîâà-
âàù ñå ìîäåë å ñ äîïúëíèòåëåí ôàêòîð φ1. Òîãàâà F ∈ R3×3 ñúäúðæà
åëåìåíòèòå íà 2-è, 5-è è 1-è ðåä è 2-è, 5-è è 1-è ñòúëá íà ìàòðèöàòà
Ffull, à b ∈ R3 ñúäúðæà 2-è, 5-è è 1-è åëåìåíò íà âåêòîðà bfull. Ïî òîçè
íà÷èí çà ôîðìèðàíå íà F è b çà âñåêè ìîäåë, à îòòàì è çà îïðåäåëÿíå
íà ñúîòâåòíèòå îöåíêè θ̂, íå å íóæíî äà ñå ïðî÷èòàò âõîäíî-èçõîäíèòå
äàííè.

Âúçìîæíè ñà äîïúëíèòåëíè ïîäîáðåíèÿ ñ èçáÿãâàíå íà ÿâíîòî îá-
ðúùàíå íà ìàòðèöèòå íà Ôèøåð çà ñúðåâíîâàâàùèòå ñå ìîäåëè, ïðè
ïîëîæåíèå ÷å å èçâåñòíà F−1 çà ìîäåëà îò ïðåäèøíàòà èòåðàöèÿ. Ñúùî

òàêà èç÷èñëÿâàíåòî íà ñòàòèñòèêèòå (íàïðèìåð íà SSR
(i)
+j è SSE

(i)
+j) ìîæå

äà ñå èçâúðøè áåç îáõîæäàíå íà äàííèòå.

3.5.6 Îáðàòíà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ

Òàçè ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ å ïîäõîäÿùà, êîãàòî ïîòåíöèàëíèÿò áðîé
ôàêòîðè å ñðàâíèòåëíî ìàëúê (îò ïîðÿäúêà íà äåñåòêè ôàêòîðè), òúé
êàòî òÿ ñòàðòèðà ñ ïúëíèÿ ìîäåë, ñëåä êîåòî ñòðóêòóðàòà ñå îïðîñòÿ-
âà. Àêî âñå ïàê òÿ å èçáðàíà, à ôàêòîðèòå ñà ìíîãî, òî ïîäõîäÿùî å äà
ñå ïðèëîæàò òåõíèêè çà ðåäóöèðàíå íà áðîÿ èì ïðåäè ñòàðòèðàíå íà
ñòúïêîâèÿ àëãîðèòúì. Çà öåëòà â ïðàêòèêàòà ñå èçïîëçâàò ìåòîäè, êà-
òî ñòúïêîâ äèñêðèìèíàíòåí àíàëèç [137, 136], êëúñòåðèçàöèÿ è äð. èëè
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íÿêîè îò îïèñàíèòå äåéíîñòè, ïî âðåìå íà ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîòêà
íà äàííèòå.

3.5.6.1 Èäåÿ íà ìåòîäà

Ôèãóðà 3.15. Îáðàòíà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ

Ïðè îáðàòíàòà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ ñå ñòàðòèðà ñ ïúëíèÿ ìîäåë, à ñëåä
òîâà íà âñÿêà ñòúïêà ñå ïðåìàõâàò ôàêòîðè (Ôèãóðà 3.15). Àêî íå ñúùåñ-
òâóâà ìóëòèêîëèíåàðíîñò â äàííèòå, òî ïúðâî ñå ïðåìàõâàò íàé-ìàëêî
èíôîðìàòèâíèòå ôàêòîðè, êàòî íà âñÿêà ñëåäâàùà ñòúïêà â ìîäåëà îñ-
òàâàò âñå ïî-çíà÷èìè ôàêòîðè. Èçïúëíåíèåòî íà ñòúïêîâèÿ àëãîðèòúì
ñå ïðåêðàòÿâà, êîãàòî âëîøàâàíåòî íà ìîäåëà îò ïðåìàõâàíåòî íà ïî-
ðåäíèÿ ôàêòîð å ïî-ãîëÿìî îò äîïóñòèìîòî. Ïðàãúò íà çíà÷èìîñò íà
ôàêòîðèòå, îñòàâàùè â ìîäåëà, å îçíà÷åí ñ τs è ïî ïîäîáèå íà τe â äîë-
íèÿ àëãîðèòúì èìà ñìèñúë íà äîâåðèòåëíàòà âåðîÿòíîñò, íàä êîÿòî âëî-
øàâàíåòî â îïèñàíèåòî íà yk ïðè ïðåìàõâàíå íà ôàêòîð ñå ïðèåìà, ÷å
ñå äúëæè íà ñëó÷àéíîñòòà. Ñìèñúëúò íà τs ñå èçÿñíÿâà â ïðåäñòàâåíèÿ
ïî-äîëó àëãîðèòúì.

3.5.6.2 Àëãîðèòúì íà ìåòîäà

Çà äîáèâàíå íà ïî-ÿñíà ïðåäñòàâà êàê ñå èçïúëíÿâà îáðàòíàòà ñòúï-
êîâà ðåãðåñèÿ, îòíîâî å îïèñàí àëãîðèòúì çà ïðåäñòàâÿíå ñ âåêòîð íà
ïàðàìåòðèòå. Ñúùî òàêà ìîäåëèòå ñà MISO, çàùîòî ïðè ïîâå÷å èçõîäè
âñÿêà ñòúïêà îñâåí èíèöèàëèçèðàùàòà ñå èçïúëíÿâà ℓ ïúòè.

1. Èíèöèàëèçàöèÿ
Çàäàâà ñå ïðàãúò íà çíà÷èìîñò íà ôàêòîðèòå, îñòàâàùè â ìîäå-
ëà, îçíà÷åí ñ τs (÷åñòî ñå îçíà÷àâà êàòî SLS � Signi�cance Level to
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Stay). Ïîäõîäÿùà ñòîéíîñò çà íåãî å τs = 0.05. Ñúùî ñå çàäàâàò
ãðàíèöèòå íà èçìåíåíèå íà èçìåñòâàíåòî íà ñèãíàëèòå âúâ âðåìå-
òî, òúé êàòî îò òÿõ çàâèñè ñòðóêòóðàòà íà ïúëíèÿ ìîäåë (ñ òÿõíà
ïîìîù ñå ôîðìèðàò Ffull è bfull).

2. Ìíîæåñòâî îò ñúðåâíîâàâàùè ñå ìîäåëè

Íåêà â i-òàòà èòåðàöèÿ èìà nin ôàêòîðà â ìîäåëà. Òîãàâà ñå ôîðìè-
ðàò nin ñúðåâíîâàâàùè ñå ìîäåëè, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò îò òåêóùèÿ
ìîäåë (îò ïðåäèøíàòà èòåðàöèÿ) ñ ïðåìàõâàíå íà åäèí ôàêòîð. Çà
i-òàòà èòåðàöèÿ òå ñà:

y
(i)
−j = Φ

(i)
−jθ

(i)
−j , çà j = 1, nin,

êúäåòî ìàòðèöàòà íà ôàêòîðèòå çà j-òèÿ ìîäåë å

Φ
(i)
−j = [1N−n φ

(i−1)
1 . . . φ

(i−1)
j−1 φ

(i−1)
j+1 . . . φ(i−1)

nin
]. (3.87)

Ïúðâèÿò ñòúëá íà Φ
(i)
−j ñå ñúñòîè îò åäèíèöè ïîðàäè íàëè÷èåòî íà

ñâîáîäåí ÷ëåí â ìîäåëà. Òàêà, àêî â íàáîðà îò äàííè íÿìà çíà÷èìè
ôàêòîðè, àëãîðèòúìúò ùå îïðåäåëè êàòî íàé-äîáúð ïðàçíèÿ ìî-
äåë, ò.å. òîçè, êîéòî ñå ñúñòîè ñàìî îò ñâîáîäåí ÷ëåí. Îñòàíàëèòå
ñòúëáîâå â (3.87) ñà äåôèíèðàíè â (3.84). Îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå
íà j-òèÿ ñúðåâíîâàâàù ñå ìîäåë ñà:

θ
(i)
−j = (Φ

(i)T
−j Φ

(i)
−j)

−1Φ
(i)T
−j y.

3. Çíà÷èìîñò íà ïîòåíöèàëíèòå ôàêòîðè

Êðèòåðèÿò çà çíà÷èìîñò å

F
(i)
−j =

v

v2 − v1

SSR(i−1)− SSR
(i)
−j

SSE(i−1)
, (3.88)

êúäåòî

SSR
(i)
−j = y

(i)T
−j y

(i)
−j , SSE(i−1) = e(i−1)T e(i−1).

Âåëè÷èíàòà F
(i)
−j å ÷àñòè÷íàòà F ñòàòèñòèêà çà ìîäåëà è îòðàçÿâà

âëîøàâàíåòî ìó ïðè ïðåìàõâàíåòî íà ôàêòîð. Ñòåïåíèòå íà ñâîáî-
äà íà òåêóùèÿ íàé-äîáúð ìîäåë (ñ p ïàðàìåòúðà), èçáðàí â i−1-àòà
èòåðàöèÿ, ñà v1 = N − p, à íà ñúðåâíîâàâàùèòå ñå ìîäåëè (ñ p− 1
ïàðàìåòúðà), îïðåäåëåíè â i-òà èòåðàöèÿ, ñà v2 = N − (p− 1). Çíà-
ìåíàòåëÿò v2 − v1 îòíîâî å 1, ïîíåæå íà âñÿêà ñòúïêà ñå ïðåìàõâà
ïî åäèí ôàêòîð. Àêî ôàêòîðèòå ñå ïðåìàõâàò íà ãðóïè, çíàìåíà-
òåëÿò å áðîÿò íà ôàêòîðèòå â ïðåìàõíàòàòà ãðóïà.

Ñòàòèñòèêàòà F
(i)
−j ñå òúëêóâà ïî ñúùèÿ íà÷èí êàòî F

(i)
+j , îïðåäå-
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ëåíà îò (3.85), â ñìèñúë ÷å, êîëêîòî ïî-ãîëÿìà å ñòîéíîñòòà �è,
òîëêîâà ïî-çíà÷èì å ôàêòîðúò (êîéòî â ñëó÷àÿ ñå èçêëþ÷âà îò
ìîäåëà).

4. Èçáîð íà íàé-íåçíà÷èìèÿ ôàêòîð

Òóê ñå îïðåäåëÿ íàé-íåíóæíèÿò (ñïîðåä F-êðèòåðèÿ) ôàêòîð â ìî-
äåëà îò ïðåäèøíàòà èòåðàöèÿ. Òîâà å ôàêòîðúò, ïðè êîéòî ñòîé-
íîñòòà íà ÷àñòè÷íàòà F ñòàòèñòèêà å ìèíèìàëíà. Íåêà òúðñåíèÿò
ôàêòîð å ñ èíäåêñ

j∗ = argmin
j

F
(i)
−j .

5. Ïðîâåðêà çà êðàé

Ñòàòèñòèêàòà F(i) = F
(i)
−j∗ èìà F-ðàçïðåäåëåíèå è ñå èçïîëçâà çà

âçåìàíå íà ðåøåíèå äàëè âëîøàâàíåòî íà ìîäåëà ñ èçêëþ÷âàíå íà
j∗-òè ôàêòîð å äîñòàòú÷íî íåçíà÷èìî (äúëæè ñå íà ñëó÷àéíîñòòà).
Çà òàçè öåë ñå ïðèëàãà F-òåñòúò (ñúùèÿò êàòî ïðè ïðàâàòà ñòúï-
êîâà ðåãðåñèÿ). Òóê óñëîâèåòî çà êðàé íà ñòúïêîâèÿ àëãîðèòúì
å

p(i) < τs.

Êîãàòî òîâà óñëîâèå ñå èçïúëíè, òî íàé-íåçíà÷èìèÿò ôàêòîð ñå
î÷àêâà, ÷å å ïî-çíà÷èì îò äîïóñòèìîòî (ïðåìàõâàíåòî ìó áè âëî-
øèëî ÷óâñòâèòåëíî ìîäåëà) è â òàêúâ ñëó÷àé ïðîöåäóðàòà ñå ïðåê-
ðàòÿâà. Ïðèåìà ñå, ÷å

θ̂ ← θ(i−1), Φ← Φ(i−1) è p← pfull − (i− 1).

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé i ← i + 1 è nin ← nin − 1 è ñå ïðîäúëæàâà îò
ñòúïêà 2.

3.5.7 Êîìáèíèðàíà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ

Ïðàâàòà è îáðàòíàòà ñòúïêîâè ðåãðåñèè ñà ïîäõîäÿùè, êîãàòî ïî-
òåíöèàëíèòå ôàêòîðè çàâèñÿò ñëàáî åäèí îò äðóã (àêî òå ñà íàïúëíî
íåçàâèñèìè, äâàòà ìåòîäà âîäÿò äî åäèí è ñúùè ðåçóëòàò � òîâà ùå
áúäå èçÿñíåíî ïî-äîëó).

Ñ ïîìîùòà íà êîìáèíèðàíàòà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ ñå îò÷èòà åâåíòó-
àëíàòà ìóëòèêîëèíåàðíîñò ìåæäó ôàêòîðèòå â ìîäåëà. Òåìàòà çà ìóë-
òèêîëèíåàðíîñòòà è ëèíåéíàòà çàâèñèìîñò å ðàçãëåäàíà â òî÷êà 2.2.3.3,
îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðåäâàðèòåëíàòà îáðàáîòêà íà äàííèòå. Ïî-äîëó àê-
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öåíòúò å âúðõó îò÷èòàíåòî íà òàçè îñîáåíîñò â äàííèòå, íî ïî âðåìå íà
óòî÷íÿâàíåòî íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà.

3.5.7.1 Ìóëòèêîëèíåàðíè ôàêòîðè

Â ìíîãî ðåàëíè ñèòóàöèè ïîòåíöèàëíèòå ôàêòîðè ñúäúðæàò îáùà
èíôîðìàöèÿ çà èçõîäà íà ñèñòåìàòà. Ïðè ïîäãîòîâêàòà íà äàííèòå å æå-
ëàòåëíî äà ñå ïðåìàõíàò ëèíåéíî çàâèñèìèòå ôàêòîðè. Îò äðóãà ñòðàíà,
÷åñòî ñå ïðåäïî÷èòà â íàáîðà äà ñå çàïàçÿò ôàêòîðè, êîèòî íå ñà íà-
ïúëíî ëèíåéíî çàâèñèìè. Ïðè÷èíàòà å, ÷å íà òîçè ïðåäâàðèòåëåí åòàï,
êúäåòî àêöåíòúò ñà ñâîéñòâàòà íà äàííèòå, íåâèíàãè å ÿñíî êîè îò áëèç-
êèòå ôàêòîðè å íàé-äîáðå äà ó÷àñòâàò â êðàéíèÿ ìîäåë. Îòãîâîðúò íà
òîçè âúïðîñ å åñòåñòâåíî äà áúäå ïîëó÷åí, êîãàòî ñå ïðèñòúïè êúì èçã-
ðàæäàíå íà îïèñàíèåòî.

Íà Ôèãóðà 3.16 å ïðåäñòàâåíà èäåÿòà íà êîìáèíèðàíàòà ñòúïêîâà
ðåãðåñèÿ è íàé-âå÷å êàê îò ìíîæåñòâî ôàêòîðè, ñðåä êîèòî èìà ìóëòè-
êîëèíåàðíè, ñå èçâëè÷à ïîäìíîæåñòâî, â êîåòî âñåêè ôàêòîð äîïðèíàñÿ
ñúùåñòâåíî çà îïèñàíèåòî íà èçõîäà íà ñèñòåìàòà. Ïðè òîçè ñòúïêîâ
ìåòîä ôîðìèðàíåòî íà ìîäåë ñ ïîäõîäÿùà ñòðóêòóðà îòíîâî ñå ïîñòèãà
ñ ìíîãîêðàòíî îöåíÿâàíå íà ìîäåëè ñ ðàçëè÷íà ñòðóêòóðà, êàòî ñå ñëå-
äè ïðîìÿíàòà â òÿõíîòî êà÷åñòâî, íî åäíîâðåìåííî ñ òîâà ñå îò÷èòà è
åâåíòóàëíàòà ìóëòèêîëèíåàðíîñò.

Òúé êàòî ìóëòèêîëèíåàðíîñòòà å õàðàêòåðíà çà MIMO ñèñòåìèòå,
êîìáèíèðàíàòà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ ñå å óòâúðäèëà â ðàçëè÷íè ïðèëîæíè
îáëàñòè êàòî îñíîâåí ìåòîä çà îïðåäåëÿíå íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà.

Ôèãóðà 3.16. Êîìáèíèðàíà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ
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3.5.7.2 Èäåÿ íà ìåòîäà

Ïðè êîìáèíèðàíàòà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ ñå ðåäóâàò äâåòå ñòúïêè, ðàç-
ãëåäàíè äî ìîìåíòà, à èìåííî:

• ïðàâà ñòúïêà (èçáîð íà ôàêòîð);
• îáðàòíà ñòúïêà (åëèìèíàöèÿ íà ôàêòîð),

êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 3.16. Íà÷èíúò, ïî êîéòî ìåòîäúò îò÷èòà
åâåíòóàëíàòà çàâèñèìîñò ìåæäó ôàêòîðèòå, å îïèñàí ïî-äîëó è ïðåäñ-
òàâåí ãðàôè÷íî íà Ôèãóðà 3.17 ñ ïîìîùòà íà äèàãðàìèòå íà Âåí.

Ôèãóðà 3.17. Íóæäà îò ïðàâà è îáðàòíà ñòúïêà ïðè çàâèñèìè ôàêòîðè

Íåêà ñà íàëèöå òðè ôàêòîðà, êîèòî îïèñâàò îïðåäåëåíè àñïåêòè îò
ïîâåäåíèåòî íà äàäåí èçõîä. Ïëîùòà íà ïðàâîúãúëíèêà íà Ôèãóðà 3.17
ïðåäñòàâëÿâà èíôîðìàöèÿòà, ñúäúðæàùà ñå â y, à ïëîùèòå íà òðèòå
åëèïñè (äèàãðàìà (a)) îòðàçÿâàò ïîëåçíàòà èíôîðìàöèÿ âúâ âñåêè ôàê-
òîð. Ïðè òàçè ïîñòàíîâêà, àêî äâà ôàêòîðà íå ñà êîðåëèðàíè, òå íÿìà äà
èìàò îáùà ïëîù (ò.å. íÿìà äà ñúäúðæàò îáùà èíôîðìàöèÿ, ñ êîÿòî äà
îáÿñíÿâàò çàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà). Îò äðóãà ñòðàíà, àêî äâà ôàêòîðà
ñà ëèíåéíî çàâèñèìè, òî ïëîùèòå íà ñúîòâåòíèòå ôèãóðè íàïúëíî ùå ñå
ïðèïîêðèâàò. (Âúçìîæíî å ôàêòîðèòå äà ñúäúðæàò èíôîðìàöèÿ, êîÿòî
íÿìà îòíîøåíèå êúì èçõîäà, è òîãàâà ÷àñò îò ïëîùòèòå èì ùå ñà èçâúí
ïðàâîúãúëíèêà, íî òîçè ñëó÷àé íå å îò èíòåðåñ çà ðàçãëåæäàíèÿòà.)

Íåêà ñòúïêîâàòà ðåãðåñèÿ ñòàðòèðà ñ ïðàçåí ìîäåë. Â ïðîöåñà íà ðà-
áîòà íà àëãîðèòúìà ñå ãåíåðèðàò ñëåäíèòå ìîäåëè. Ïúðâî ñå èçïúëíÿâà
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ïðàâàòà ñòúïêà, â ðåçóëòàò íà êîåòî ñå èçáèðà ôàêòîð `1' (ñëó÷àé (á)),
òúé êàòî òîé å íàé-èíôîðìàòèâåí (ïîêðèâà íàé-ãîëÿìà ïëîù). Ïîíåæå â
ìîäåëà íÿìà íåçíà÷èìè ôàêòîðè, èçïúëíåíèåòî íà îáðàòíàòà ñòúïêà íå
ïðîìåíÿ ñòðóêòóðàòà ìó. Ïðè èçâúðøâàíå íà ñëåäâàùàòà ïðàâà ñòúïêà
ñå äîáàâÿ âòîðèÿò ôàêòîð (ñëó÷àé (â)). Ïðè÷èíàòà å, ÷å ïðè êîìáèíèðà-
íåòî ìó ñ ïúðâèÿ ôàêòîð îáùàòà ïîâúðõíîñò (èíôîðìàöèÿ) å ïî-ãîëÿìà
â ñðàâíåíèå ñ îáùàòà ïîâúðõíîñò ìåæäó ïúðâèÿ è òðåòèÿ ôàêòîð. Ñëåä
òîâà îòíîâî ñå ïðàâè îïèò çà åëèìèíàöèÿ, êîéòî å íåóñïåøåí ïîðàäè çíà-
÷èìîñòòà è íà äâàòà ó÷àñòâàùè â ìîäåëà ôàêòîðà. Íà òðåòàòà ñòúïêà,
êîÿòî å ïðàâà, òúé êàòî òðåòèÿò ôàêòîð ñúäúðæà çíà÷èìà èíôîðìàöèÿ,
êîÿòî íå ñå ïðèïîêðèâà ñ òàçè íà âëåçëèòå äî ìîìåíòà, â ñòðóêòóðàòà íà
ìîäåëà ñå âêëþ÷âà è òîçè ôàêòîð. Êàêòî ñå âèæäà îò ñëó÷àé (ã), ïëîùòà
íà íàé-çíà÷èìèÿ ôàêòîð (äîáàâåí íà ïúðâà ñòúïêà) ïî÷òè ñå ïðèïîêðè-
âà îò äâàòà íå òîëêîâà çíà÷èìè ôàêòîðà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å â òåêóùèÿ
ìîäåë òîçè ôàêòîð âå÷å íå äîïðèíàñÿ ÷óâñòâèòåëíî êúì îïèñàíèåòî íà
y. Òàêà, ñëåä äîáàâÿíåòî íà òðåòèÿ ôàêòîð, íàé-èíôîðìàòèâíèÿò (ïîîò-
äåëíî) ôàêòîð ñòàâà íåçíà÷èì. Çàòîâà íà ñëåäâàùàòà ñòúïêà (îáðàòíà)
ïúðâèÿò ôàêòîð ñå ïðåìàõâà îò ìîäåëà (ñëó÷àé (ä)).

3.5.7.3 Àëãîðèòúì íà ìåòîäà

Ïðåäñòàâåíèÿò àëãîðèòúì å êîìáèíàöèÿ îò îïèñàíèòå àëãîðèòìè çà
ïðàâà è îáðàòíà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ.

1. Èíèöèàëèçàöèÿ
Çàäàâàò ñå ïðàãîâåòå τe è τs, êàêòî è ãðàíèöèòå íà èçìåíåíèå íà
ñòåïåíèòå íà ïîëèíîìèòå (çà äèíàìè÷íè ñèñòåìè). Ñ òÿõ ñå äåôè-
íèðà ìíîæåñòâîòî îò nout ïîòåíöèàëíè ôàêòîðè. Àêî èìà àïðèîð-
íà èíôîðìàöèÿ çà î÷àêâàíè çíà÷èìè ôàêòîðè, òî òå ñå äîáàâÿò â
íà÷àëíèÿ ìîäåë è àëãîðèòúìúò ïðîäúëæàâà îò ñòúïêà 6, êàòî ñå
ïðîâåðÿâà äàëè íÿêîè îò òåçè íà÷àëíè ôàêòîðè ñà íåíóæíè. Àêî
çíà÷èìîñòòà íà ôàêòîðèòå ïðåäâàðèòåëíî íå å èçâåñòíà, ïðåäñòà-
âåíèÿò àëãîðèòúì ñòàðòèðà ñ ïðàçåí ìîäåë è ñå ïðîäúëæàâà îò
ñòúïêà 2.

2. Ïðàâà ðåãðåñèÿ: ñúðåâíîâàâàùè ñå ìîäåëè
Òàçè è ñëåäâàùèòå òðè òî÷êè ñå èçïúëíÿâàò, àêî ïðåäèøíàòà ñòúï-
êà å èíèöèàëèçèðàùà (è â ìîäåëà íÿìà ôàêòîðè, à ñàìî ñâîáîäåí
÷ëåí) èëè àêî ïîñëåäíàòà äåéíîñò å îáðàòíà ðåãðåñèÿ, êîÿòî å íå-
óñïåøíà, ò.å. íÿìà ôàêòîðè â ìîäåëà, êîèòî äà ñà íåçíà÷èìè.
Â i-òàòà èòåðàöèÿ ñå ôîðìèðàò nout ñúðåâíîâàâàùè ñå ìîäåëè:

y
(i)
+j = Φ

(i)
+jθ

(i)
+j , çà j = 1, nout,
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ñúäúðæàùè âêëþ÷åíèòå äî ìîìåíòà ôàêòîðè è ïî åäèí ôàêòîð
(j-òèÿò), êîéòî å èçâúí ìîäåëà. Îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå íà j-òèÿ
ìîäåë ñà

θ
(i)
+j = (Φ

(i)T
+j Φ

(i)
+j)

−1Φ
(i)T
+j y.

3. Ïðàâà ðåãðåñèÿ: çíà÷èìîñò íà ïîòåíöèàëíèòå ôàêòîðè

Èç÷èñëÿâà ñå êðèòåðèÿò çà çíà÷èìîñò:

F
(i)
+j =

v

v1 − v2

SSR
(i)
+j − SSR(i−1)

SSE
(i)
+j

.

4. Ïðàâà ðåãðåñèÿ: íàé-çíà÷èì ôàêòîð

Îò âñè÷êè ïîòåíöèàëíè ìîäåëè ñå èçáèðà òîçè, ïðè êîéòî ñå ìàê-
ñèìèçèðà ñòîéíîñòòà íà ÷àñòè÷íàòà F-ñòàòèñòèêà. Íåêà òúðñåíèÿò
íàé-çíà÷èì ôàêòîð èçìåæäó òåçè, êîèòî âñå îùå íå ñà â ìîäåëà, å
ñ èíäåêñ

j∗ = argmax
j

F
(i)
+j .

5. Ïðàâà ðåãðåñèÿ: ïðîâåðêà çà êðàé

Íåêà F(i) = F
(i)
+j∗ è ñå èç÷èñëè ñúîòâåòíàòà äîâåðèòåëíà âåðîÿòíîñò

p(i). Ïðèëàãà ñå F-òåñòúò. Àêî óñëîâèåòî

p(i) ≤ τe (3.89)

å èçïúëíåíî è ìîäåë ñúñ ñúùàòà ñòðóêòóðà êàòî íîâîèçáðàíàòà
íå å ôîðìèðàí äî ìîìåíòà, çà òåêóù ìîäåë ñå èçáèðà j∗-òèÿò, à
i← i+1 è nout ← nout−1 è ñå ïðîäúëæàâà îò ñòúïêà 6 ñ ïðîâåðêà
äàëè ìóëòèêîëèíåàðíîñòòà ìåæäó ôàêòîðèòå â íîâèÿ ìîäåë å íå-
äîïóñòèìî âèñîêà. Àêî íîâîèçáðàíàòà ñòðóêòóðà å ôîðìèðàíà è â
ïðåäèøíà èòåðàöèÿ, òî ìîäåëúò íå ñå àêòóàëèçèðà è àëãîðèòúìúò
ñå ïðåêðàòÿâà. Òàêà ñå èçáÿãâà öèêëè÷íîòî äîáàâÿíå è ïðåìàõâàíå
íà åäíè è ñúùè ôàêòîðè.

Àêî (3.89) íå å èçïúëíåíî, òî íàé-çíà÷èìèÿò ôàêòîð îò òåçè èç-
âúí ìîäåëà íå äîïðèíàñÿ ÷óâñòâèòåëíî çà äîñòîâåðíîñòòà íà îïè-
ñàíèåòî. Îñâåí òîâà â ìîäåëà íÿìà íåçíà÷èìè ôàêòîðè (çàùîòî
ïîñëåäíàòà îáðàòíà ðåãðåñèÿ å áèëà íåóñïåøíà). Â òàêúâ ñëó÷àé
ìîäåëúò íå ñå ïðîìåíÿ, à ñòúïêîâèÿò àëãîðèòúì ñå ïðåêðàòÿâà è
ñå ïðèåìà, ÷å

θ̂ ← θ(i−1), Φ← Φ(i−1).
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6. Îáðàòíà ðåãðåñèÿ: ñúðåâíîâàâàùè ñå ìîäåëè

Òàçè è ñëåäâàùèòå òðè òî÷êè ñå èçïúëíÿâàò, àêî ïîñëåäíàòà (ïðà-
âàòà èëè îáðàòíàòà) ðåãðåñèÿ å óñïåøíà èëè àëãîðèòúìúò ñòàðòèðà
ñ íà÷àëåí ìîäåë, ñúäúðæàù èçâåñòåí áðîé ôàêòîðè. Àêî ïîñëåäíî
å äîáàâåí ôàêòîð, òî òðÿáâà äà ñå ïðîâåðè äàëè íÿêîé îò ïðåäèø-
íèòå ôàêòîðè â ìîäåëà å ñòàíàë íåçíà÷èì. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî
ïðåäèøíàòà ðåãðåñèÿ å îáðàòíà, òî ôàêòîð å ïðåìàõíàò îò ìîäå-
ëà è àëãîðèòúìúò ïðîäúëæàâà îò òàçè òî÷êà ñ ïðîâåðêà äàëè èìà
îùå ôàêòîðè, êîèòî ñà íåçíà÷èìè.

Ôîðìèðàò ñå nin ñúðåâíîâàâàùè ñå ìîäåëè:

y
(i)
−j = Φ

(i)
−jθ

(i)
−j , çà j = 1, nin,

êîèòî ñå ïîëó÷àâàò îò òåêóùèÿ ñ ïðåìàõâàíå íà åäèí ôàêòîð.
Îöåíêèòå íà ïàðàìåòðèòå ñà:

θ
(i)
−j = (Φ

(i)T
−j Φ

(i)
−j)

−1Φ
(i)T
−j y.

7. Îáðàòíà ðåãðåñèÿ: çíà÷èìîñò íà ïîòåíöèàëíèòå ôàêòîðè

Èç÷èñëÿâà ñå êðèòåðèÿò çà çíà÷èìîñò:

F
(i)
−j =

v

v2 − v1

SSR(i−1)− SSR
(i)
−j

SSE(i−1)
.

8. Îáðàòíà ðåãðåñèÿ: íàé-íåçíà÷èì ôàêòîð

Òóê ñå îïðåäåëÿ íàé-íåíóæíèÿò (ñïîðåä F-êðèòåðèÿ) ôàêòîð, èç-
ìåæäó âñè÷êè, êîèêòî ó÷àñòâàò â òåêóùèÿ ìîäåë. Òîâà å ôàêòîðúò,
ïðè êîéòî ñòîéíîñòòà íà ÷àñòè÷íàòà F-ñòàòèñòèêà å ìèíèìàëíà.
Íåêà òúðñåíèÿò ôàêòîð å ñ èíäåêñ

j∗ = argmin
j

F
(i)
−j .

9. Îáðàòíà ðåãðåñèÿ: ïðîâåðêà çà êðàé

Íåêà F(i) = F
(i)
−j∗ è ñå èç÷èñëè ñúîòâåòíàòà äîâåðèòåëíà âåðîÿòíîñò

p(i). Ïðèëàãà ñå F-òåñòúò. Àêî óñëîâèåòî

p(i) ≥ τs. (3.90)

å èçïúëíåíî è àêî ìîäåë ñúñ ñúùàòà ñòðóêòóðà êàòî íîâîèçáðà-
íàòà íå å ôîðìèðàí â ïðåäèøíè ñòúïêè, òî çà òåêóù ìîäåë ñå
èçáèðà ðåäóöèðàíèÿò ñ ïðåìàõíàò j∗-òè ôàêòîð, à i ← i + 1 è
nout ← nout + 1 è ñå ïðîäúëæàâà îò ñòúïêà 6 ñ ïðîâåðêà äàëè
ìóëòèêîëèíåàðíîñòòà ìåæäó ôàêòîðèòå â íîâèÿ ìîäåë âñå îùå å
íåäîïóñòèìî âèñîêà. Àêî íîâîèçáðàíàòà ñòðóêòóðà å ôîðìèðàíà â
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ïðåäèøíà èòåðàöèÿ, òî ìîäåëúò íå ñå àêòóàëèçèðà è àëãîðèòúìúò
ñå ïðåêðàòÿâà (èçáÿãâàéêè öèêëè÷íîòî äîáàâÿíå è ïðåìàõâàíå íà
åäíè è ñúùè ôàêòîðè).
Àêî (3.90) íå èçïúëíåíî, òî ìîäåëúò íå ñå ïðîìåíÿ, i ← i + 1 è
ñå ïðîäúëæàâà îò ñòúïêà 2 ñ ïðîâåðêà äàëè èìà ôàêòîðè èçâúí
ìîäåëà, êîèòî å óäà÷íî äà ñå äîáàâÿò.

Ïîâåäåíèåòî íà àëãîðèòúìà çàâèñè îò äâàòà ïðàãà íà çíà÷èìîñò τe
è τs. Êîëêîòî ïî-ìàëêè ñà òå, òîëêîâà ïî-íèñêî å íèâîòî íà ìóëòèêîëè-
íåàðíîñò ìåæäó ôàêòîðèòå â êðàéíèÿ ìîäåë.

Êîãàòî ìîäåëúò å MIMO, ïðè îïðåäåëÿíåòî íà ñòåïåíèòå íà ñâîáî-
äà âúâ ôîðìóëàòà çà ÷àñòè÷íàòà F-ñòàòèñòèêà å íóæíî çà âñåêè èçõîä
äà ñå ñëåäè òåêóùèÿò áðîé ïàðàìåòðè. Ïðè÷èíàòà å, ÷å ìîæå ïî åäíè
èçõîäè äà ñå äîáàâÿò ôàêòîðè, à â ñúùàòà èòåðàöèÿ, ïî äðóãè � äà ñå
ïðåìàõâàò. Ñúùî å âàæíî ìîäåëúò äà ñå ïðîâåðÿâà ïî âñåêè èçõîä çà
ïðåîðàçìåðÿâàíå. Ïðè MIMO ìîäåëè, àëãîðèòúìúò ñïèðà, êîãàòî íÿìà
èçõîä, ÷èéòî MISO ìîäåë äà ìîæå äà ñå ïîäîáðè.

3.5.8 Ãðóïîâà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ

Ïîíÿêîãà íàáîðèòå îò äàííè ìîæå äà ñúäúðæàò ãðóïè îò ôàêòîðè,
êîèòî ïî âðåìå íà ìîäåëèðàíåòî ñå ðàçãëåæäàò êàòî íåäåëèìè ìíîæåñ-
òâà. Íàïðèìåð ìîæå äà áúäå íàëîæåíî èçèñêâàíåòî, àêî íÿêîè ôèêòèâ-
íè ïðîìåíëèâè ñå âêëþ÷àò â ìîäåëà, òî çàäúëæèòåëíî äà ñå äîáàâÿò è
îñòàíàëèòå ôèêòèâíè ïðîìåíëèâè, îïèñâàùè ñúîòâåòíàòà ïðîìåíëèâà.
Ñìèñúëúò íà òîâà å, ÷å íàëè÷èåòî äîðè íà åäíà ôèêòèâíà ïðîìåíëèâà
â ìîäåëà ïðåäïîëàãà íàáàâÿíåòî íà äàííè çà ïúðâîíà÷àëíàòà ïðîìåí-
ëèâà. Òîãàâà (îñîáåíî àêî òîâà å ñâúðçàíî ñ îòäåëåíè ñðåäñòâà) áè òðÿá-
âàëî öÿëàòà îñèãóðåíà èíôîðìàöèÿ äà ó÷àñòâà â ìîäåëà (ïðè óñëîâèå
÷å íå âúçíèêâàò ÷èñëåíè ïðîáëåìè). Âàæåí åôåêò îò ðàáîòàòà ñ íåäå-
ëèìè ãðóïè îò ôàêòîðè å, ÷å òàêà íàìàëÿâà áðîÿò íà ïúðâîíà÷àëíèòå
ïðîìåíëèâè â ìîäåëà. Ïðèëîæåíèåòî íà ãðóïîâàòà ñòúïêîâà ðåãðåñèÿ â
ïàçàðíèÿ ñåêòîð å ïîäðîáíî îáñúäåíî â [19, 18].
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Ìîíîãðàôèÿòà çàñÿãà èäåíòèôèêàöèÿòà íà ñèñòåìè, êàòî àêöåíòúò å
âúðõó ìíîãîìåðíîñòòà è äèíàìèêàòà. Ðàçãëåæäàíåòî íà òåçè äâå ñâîéñ-
òâà íà ñèñòåìèòå å åñòåñòâåí ðåçóëòàò îò èçèñêâàíèÿòà, íàëîæåíè îò
ìíîãî ïðàêòè÷åñêè çàäà÷è, ðåøàâàíåòî íà êîèòî å ñâúðçàíî ñ èçïîëçâà-
íåòî íà ìîäåë. Â îñíîâàòà íà èçèñêâàíèÿòà å ñòðåìåæúò äà ñå ïîñòðîè
âúçìîæíî ïî-òî÷íî îïèñàíèå íà èçñëåäâàíèÿ àñïåêò îò ðåàëíîñòòà. Ñúñ
ñúâðåìåííèòå òåõíè÷åñêè ñðåäñòâà èçïîëçâàíåòî íà ìíîãîìåðåí ìîäåë
å íàïúëíî äîñòúïíî è íå çàòðóäíÿâà íåãîâàòà óïîòðåáà. Îò äðóãà ñòðà-
íà, îò÷èòàíåòî íà ôàêòà, ÷å ìíîãî âåëè÷èíè ñà âçàèìíîñâúðçàíè, âîäè
äî êà÷åñòâåíî ïîäîáðåíèå íà êðàéíèÿ ðåçóëòàò îò èäåíòèôèêàöèÿòà (â
ñðàâíåíèå ñ åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé).

Âúïðåêè ÷å ñòàòè÷íèòå ñèñòåìè ñà ÷àñòåí ñëó÷àé íà äèíàìè÷íèòå,
êàòî öÿëî äåéíîñòèòå â èäåíòèôèêàöèÿòà íà äèíàìè÷íè ñèñòåìè íå ìî-
ãàò äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî îáîáùåíèå íà òåçè, èçïîëçâàíè çà ñòàòè÷íè
ñèñòåìè. Â ìîíîãðàôèÿòà ñà îïèñàíè è òåõíèêè, õàðàêòåðíè çà èçãðàæ-
äàíåòî íà ñòàòè÷íè ìîäåëè, êîèòî íå ñà äèðåêòíî ïðèëîæèìè ïðè îò÷è-
òàíåòî íà äèíàìèêà.

Â îáëàñòè, êúäåòî åêñïåðèìåíòàëíèÿò ïîäõîä å äîìèíèðàù, à ìîäå-
ëèòå � ïî ïðàâèëî ñòàòè÷íè, âíèìàíèåòî âñå ïî-÷åñòî ñå íàñî÷âà êúì
èçïîëçâàíåòî íà äèíàìè÷íè îïèñàíèÿ. Ïðèìåðè çà òîâà ñà ðàçëè÷íè
ñåêòîðè íà èêîíîìèêàòà êàòî òúðãîâèÿ, òóðèçúì, ôèíàíñè è ò.í.

Â ìîíîãðàôèÿòà ñå ðàçãëåæäàò è ðåøåíèÿ çà îáðàáîòêà íà ãîëåìè íà-
áîðè îò äàííè. Âúïðåêè ÷å ñòàòèñòè÷åñêè îò åäèí ìîìåíò, ñ óâåëè÷àâàíå
íà íàáëþäåíèÿòà, íå ñå ïîñòèãà ïîäîáðåíèå â ìîäåëà, èìà ñëó÷àè êîãà-
òî, ïî åäíà èëè äðóãà ïðè÷èíà íå å æåëàòåëíî äàííèòå äà ñå ðåäóöèðàò
� íàïðèìåð, àêî íèâîòî íà íåîïðåäåëåíîñòòà å âèñîêî èëè ñå íàáëþäà-
âàò ñåãìåíòè â äàííèòå, îòðàçÿâàùè ðàçëè÷íî ïîâåäåíèå íà ñèñòåìàòà
(êàòî ðåæèìè íà ðàáîòà, ðàçëè÷íè ãðóïè îò íàñåëåíèåòî, ïðîäóêòè ñ
õàðàêòåðíî ïîâåäåíèå íà ïðîäàæáèòå è äð.). Êàòî ñå äîáàâè ãîëÿìàòà
ðàçìåðíîñò íà íÿêîè ñèñòåìè, êàêòî è ìàëêîòî àïðèîðíà èíôîðìàöèÿ,
âúçíèêâà íóæäàòà èäåíòèôèêàöèÿòà äà ñå àâòîìàòèçèðà. Òàêà íàìåñà-
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òà íà åêñïåðò ñå èçìåñòâà îò àíàëèçà íà êîíêðåòíè ñèãíàëè è âçåìàíå
íà ðóòèííè ðåøåíèÿ, êúì ôîðìóëèðàíå íà ïîäõîäÿùà ìåòîäîëîãèÿ çà
èçâëè÷àíå íà ïîëåçíàòà èíôîðìàöèÿ îò äàííèòå, êàêòî è ãëîáàëíà íàñ-
òðîéêà íà äåéíîñòèòå, îáõâàùàíè îò èäåíòèôèêàöèÿòà. Òîâà ïîçâîëÿâà
ìíîãîêðàòíî äà ñå ïðåìèíå ïðåç öåëèÿ ïðîöåñ íà ìîäåëèðàíå, êàòî ïîñ-
ëåäîâàòåëíî ìåòîäîëîãèÿòà ñå ïîäîáðÿâà, à ïàðàìåòðèòå (íàïðèìåð ïðà-
ãîâè ñòîéíîñòè ïðè àâòîìàòèçèðàíîòî âçåìàíå íà ðåøåíèÿ) ñå ïðåöèçè-
ðàò. Â ðåçóëòàò íà òîâà êîíñòðóèðàíàòà ½ïîòî÷íà ëèíèÿ� çà èçãðàæäàíå
íà ìîäåë ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà ïðîèçâîäñòâîòî íà áúäåùè ìîäåëè.

Äðóã àñïåêò îò ðàáîòàòà ñ ãîëåìè íàáîðè îò äàííè, êîéòî å çàñåãíàò â
òðóäà, å åôåêòèâíîòî èçïîëçâàíå íà âúçìîæíîñòèòå íà èç÷èñëèòåëíèòå
ñèñòåìè, íàïðèìåð èçïîëçâàíåòî íà ãðàôè÷íèòå ïðîöåñîðè íà âèäåîêàð-
òèòå. Ñúùî òàêà òåíçîðíîòî ïðåäñòàâÿíå è ïîäõîäÿùîòî ñúõðàíÿâàíå íà
ðàçðåäåíè ìàòðèöè â ïàìåòòà äîïúëíèòåëíî ïîäîáðÿâàò èçïúëíåíèåòî
íà íÿêîè äåéíîñòè â èäåíòèôèêàöèÿòà.

Õàðàêòåðíî çà ìíîãîìåðíèòå ñèñòåìè å âúçíèêâàíåòî íà ÷èñëåíè
ïðîáëåìè. Òî ñå äúëæè íà íàëè÷èåòî íà ìóëòèêîëèíåàðíîñò ìåæäó ôàê-
òîðèòå. Çàòîâà å îòäåëåíî âíèìàíèå è íà ÷èñëåíî óñòîé÷èâèòå ðåàëèçà-
öèè íà ìåòîäèòå çà îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè.

Â òåîðåòè÷íî îòíîøåíèå â ìîíîãðàôèÿòà å èçâúðøåíî îáîáùåíèå íà
âúçìîæíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà ðåãðåñèîííèòå ìîäåëè â îáù âèä, êîãàòî òå
ñà èëè ñå ðàçãëåæäàò êàòî ëèíåéíî ïàðàìåòðèçèðàíè. Åäíîòî ïðåäñòà-
âÿíå å ïàðàìåòðèòå äà ñå ãðóïèðàò â ìàòðèöà (Θ ∈ Rz×ℓ), à ðåãðåñîðèòå
âúâ âåêòîð. Äðóãîòî å ïàðàìåòðèòå äà ñà ïîäðåäåíè âúâ âåêòîð (θ ∈ Rp),
à ðåãðåñîðèòå â ìàòðèöà. Â çàâèñèìîñò îò òîâà, êàê ñà ðàçïðåäåëåíè ïà-
ðàìåòðèòå è ðåãðåñîðèòå â ñúîòâåòíèòå ìàòðèöè è âåêòîðè, å âúçìîæíî
äà ñå ïîëó÷àò ðàçëè÷íè âàðèàíòè íà îáùèòå ïðåäñòàâÿíèÿ. Òîâà âîäè äî
ïðîìÿíà íà ñâîéñòâàòà íà ïðåäñòàâÿíèÿòà èëè äî ïî-óäîáíà ñòðóêòóðà
íà ìîäåëà çà êîíêðåòíî íåãîâî ïðèëîæåíèå.

Ïðè èçïîëçâàíåòî íà îïèñàíèå ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå îáèêíîâåíî
ïî-áúðçî ñå óòî÷íÿâà ñòðóêòóðàòà ìó. Îñíîâíèÿò íåäîñòàòúê å, ÷å èìà
âåðîÿòíîñò òàçè ñòðóêòóðà äà å íåíóæíî óñëîæíåíà. Ïðè÷èíàòà çà òîâà
å, ÷å ïîäðåäáàòà íà ïàðàìåòðèòå â Θ îãðàíè÷àâà ñâîáîäàòà ïðè èçáîðà
íà ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà. Òîâà ñå äúëæè íà èçèñêâàíåòî âñè÷êè ïîëè-
íîìè â êîÿ äà å ïîëèíîìíà ìàòðèöà (èëè â íåèí ñòúëá) äà ñà îò åäèí è
ñúùè ðåä. Òîçè íåäîñòàòúê ñå èçáÿãâà, êîãàòî ìîäåëúò ñå îïèñâà ñ âåê-
òîð íà ïàðàìåòðèòå è ðåäúò íà âñåêè ïîëèíîì ñå çàäàâà íåçàâèñèìî îò
îñòàíàëèòå. Òîâà ïðåäñòàâÿíå å ïîäõîäÿùî çà ïðåöèçíî îïðåäåëÿíå íà
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ñòðóêòóðàòà íà ìîäåëà.

Êîãàòî ñòðóêòóðàòà íå å èçâåñòíà, íå ñàìî â ñìèñúë íà ñòåïåíè íà
ïîëèíîìè, à è íà òîâà � êîè âõîäíè âúçäåéñòâèÿ äà ó÷àñòâàò â îïè-
ñàíèåòî, ïîäõîäÿùî å ïúðâî äà ñå èçïîëçâà ïðåäñòàâÿíåòî ñ ìàòðèöà
íà ïàðàìåòðèòå. Ñëåä ïúðâîíà÷àëíîòî áúðçî, íî ïî-ãðóáî îïðåäåëÿíå
íà ñòðóêòóðàòà å äîáðå äà ñå èçïîëçâà âòîðîòî ïðåäñòàâÿíå, çà äà ñå
äîóòî÷íÿò ðåäîâåòå íà ïîëèíîìèòå â ìîäåëà. Ñúùî òàêà ïîíÿêîãà íå-
äîñòàòúêúò íà îáùèÿ âèä ñ ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå å æåëàí åôåêò,
íàïðèìåð àêî ó÷àñòèåòî íà âñÿêà âåëè÷èíà â ìîäåëà å ñâúðçàíî ñ âëà-
ãàíå íà ñðåäñòâà. Òîãàâà, àêî ñå âçåìå ðåøåíèå äàäåíà âåëè÷èíà äà å
ôàêòîð çà îïèñàíèå íà íÿêîé èçõîä, òî áè òðÿáâàëî îò íåÿ äà ñå èçâëå÷å
ìàêñèìàëíà ïîëçà, êàòî òÿ ñå äîáàâè â ìîäåëà çà îïèñàíèå è íà äðóãèòå
èçõîäè.

Â ìîíîãðàôèÿòà å ðàçãëåäàíî ïîëó÷àâàíåòî íà ìîäåë, êîéòî å ëèíåé-
íî ïàðàìåòðèçèðàí, à ñúùî è íà òàêúâ, êîéòî å íåëèíååí ïî ïàðàìåòðè,
íî çà öåëèòå íà îöåíÿâàíåòî ñå ïðèåìà çà ëèíååí. Â îòäåëåí òðóä ùå
áúäå ðàçøèðåíà çàäà÷àòà íà èäåíòèôèêàöèÿòà, â ò.÷. è îöåíÿâàíåòî íà
ïàðàìåòðè è èçáîðúò íà ñòðóêòóðà íà ìîäåëè, êîèòî ñà íåëèíåéíè ïî
ïàðàìåòðè.
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Ïðèëîæåíèå

Óìíîæåíèÿ íà òåíçîð è ìàòðèöà

Òåíçîð å îáîáùåíî ïîíÿòèå, êîåòî âêëþ÷âà â ñåáå ñè ïîíÿòèÿòà ñêàëàð,
âåêòîð è ìàòðèöà. Ïî-òî÷íî òåíçîðúò îò íóëåâ ðåä å ñêàëàð, îò ïúðâè
ðåä å âåêòîð, à îò âòîðè ðåä � ìàòðèöà. Êîãàòî ðàçìåðíîñòèòå íà òåíçîðà
ñà òðè, òîé å îò òðåòè ðåä è ò.í.

Ôèãóðà Ï.1. Òåíçîð îò òðåòè ðåä T ∈ Rq×r×s è ðàçìåðíîñòè

Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè óìíîæåíèÿ, ñâúðçàíè ñ òåíçîðè. Â ìîíîãðà-
ôèÿòà ñå èçâúðøâàò äâà òèïà óìíîæåíèå ìåæäó òåíçîð è ìàòðèöà, êàòî
åäíîòî å ñòàíäàðòíîòî, à äðóãîòî å âúâåäåíî çà îïðîñòÿâàíå íà çàïèñà
íà íÿêîè èçðàçè. Çàòîâà â ïðèëîæåíèåòî å îáúðíàòî âíèìàíèå íà òåçè
äâå äåéñòâèÿ.

Ñòàíäàðòíî óìíîæåíèå íà òåíçîð è ìàòðèöà

Ïðè ìàòðèöèòå íà÷èíúò, ïî êîéòî ñå èçâúðøâà óìíîæåíèåòî, ñå îï-
ðåäåëÿ åäíîçíà÷íî: åëåìåíòèòå íà ðåçóëòàíòíàòà ìàòðèöà ñå ïîëó÷àâàò
â ðåçóëòàò îò ñêàëàðíîòî óìíîæåíèå íà ðåäîâåòå íà ïúðâàòà ìàòðèöà è
ñòúëáîâåòå íà âòîðàòà. Îò äðóãà ñòðàíà, ïðè óìíîæåíèåòî ìåæäó òåí-
çîð ñ ïîâå÷å îò äâå ðàçìåðíîñòè è ìàòðèöà å íóæíî äà ñå óòî÷íè ñïðÿìî
êîÿ ðàçìåðíîñò íà òåíçîðà ñå èçâúðøâà óìíîæåíèåòî.

Íåêà T å òåíçîð îò òðåòè ðåä ñ ðàçìåðíîñò q × r × s (Ôèãóðà Ï.1),
ñ ðåàëíè åëåìåíòè, êîåòî ñå çàïèñâà íàêðàòêî êàòî T ∈ Rq×r×s. Òîé ñå
ñúñòîè îò q íà áðîé r×s ìåðíè ìàòðèöè, à ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà è êàòî
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(а) (б) (в)

Ôèãóðà Ï.2. Òåíçîðúò T ∈ Rq×r×s ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî îáåêò, ñúñòîÿù
ñå îò ìàòðèöèòå Ti1.. ∈ Rr×s, çà i1 = 1, q (à), îò ìàòðèöèòå T.i2. ∈ Rq×s, çà
i2 = 1, r (á) èëè îò ìàòðèöèòå T..i3 ∈ Rq×r, çà i3 = 1, s (â)

îáåêò, ñúñòîÿù ñå îò r íà áðîé q × s ìåðíè ìàòðèöè èëè îò s íà áðîé
q × r ìåðíè ìàòðèöè, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà Ï.2.

Ôèãóðà Ï.3. Óìíîæåíèåòî Ta = T ◦1 A íà òåíçîð îò òðåòè ðåä è ìàòðèöà.
Ïðåäñòàâÿíå ñ îáõîæäàíå ïî âòîðàòà è ïî òðåòàòà ðàçìåðíîñò íà T.

Â ìîíîãðàôèÿòà ñòàíäàðòíîòî óìíîæåíèå íà òåíçîðà T ñ ìàòðèöàòà
M [47] ñïðÿìî íåãîâàòà i-òà ðàçìåðíîñò ñå îçíà÷àâà êàòî

T ◦i M. (3.91)
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Ïðèåòî å âèíàãè òåíçîðúò äà ñå çàïèñâà ïðúâ. Ïðè óìíîæåíèå íà äâå
ìàòðèöè âòîðàòà ðàçìåðíîñò íà ïúðâàòà ìàòðèöà ñúâïàäà ñ ïúðâàòà
ðàçìåðíîñò íà âòîðàòà, íàïðèìåð ïðè óìíîæåíèåòî XY ìåæäó ìàòðè-
öèòå X ∈ Rm×n è Y ∈ Rp×q å íóæíî n = p. Ïî-ñúùèÿ íà÷èí ïðè çàïèñà
(3.91) çàäúëæèòåëíî âòîðàòà ðàçìåðíîñò íà ìàòðèöàòà òðÿáâà äà ñúâ-
ïàäà ñ i-òàòà ðàçìåðíîñò íà T.

Íåêà A ∈ Rh×q, B ∈ Rh×r, C ∈ Rh×s. Òåíçîðúò Ta ∈ Rh×r×s, ïîëó-
÷åí îò óìíîæåíèåòî íà T ñ A ïî íåãîâàòà ïúðâà ðàçìåðíîñò, ñå çàïèñâà
òàêà:

Ta = T ◦1 A,
(àêî D ∈ Rq×h, òî Td = T ◦1 DT , êàòî D å òðàíñïîíèðàíà, ïîíåæå
âòîðàòà ðàçìåðíîñò íà DT å q). Ðåçóëòàòúò îò óìíîæåíèåòî îòíîâî å
òåíçîð, çà êîéòî ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà:

Ta,.i2. = AT.i2., çà i2 = 1, r, (3.92)

(T.i2. å ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò q × s). Òå ñà åêâèâàëåíòíè íà

Ta,..i3 = AT..i3 , çà i3 = 1, s. (3.93)

Òåçè äåéñòâèÿ ãðàôè÷íî ñà ïîêàçàíè íà Ôèãóðà Ï.3. Ïî ïîäîáåí íà÷èí,
òåíçîðúò Tb ∈ Rq×h×s, ïîëó÷åí îò óìíîæåíèåòî íà T ñ B ïî íåãîâàòà
âòîðà ðàçìåðíîñò, ñå çàïèñâà òàêà:

Tb = T ◦2 B.

Òîâà äåéñòâèå ñúùî å âúçìîæíî, çàùîòî âòîðàòà ðàçìåðíîñò íà T å
ñúùàòà êàòî âòîðàòà íà B. Ðåçóëòàòúò îòíîâî å òåíçîð, çà êîéòî å â
ñèëà:

Tb,i1.. = BTi1.. ⇔ Tb,..i3 = T..i3B
T . (3.94)

Ñúîòâåòíî òåíçîðúò Tc ∈ Rq×r×h, ïîëó÷åí îò óìíîæåíèåòî íà T ñ C ïî
íåãîâàòà òðåòà ðàçìåðíîñò, å

Tc = T ◦3 C,
êàòî å â ñèëà:

Tc,i1.. = Ti1..C
T ⇔ Tc,.i2. = T.i2.C

T . (3.95)

Òóê îòíîâî å èçïúëíåíî íåîáõîäèìîòî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó ðàçìåðíîñ-
òèòå, â ñìèñúë ÷å òîçè ïúò òðåòàòà ðàçìåðíîñò íà T ñúâïàäà ñ âòîðàòà
íà C.

Íà Ôèãóðà Ï.4 è Ï.5. ãðàôè÷íî ñà ïîêàçàíè ñúîòâåòíî äåéñòâèÿòà
(3.94) è (3.95).
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Ôèãóðà Ï.4. Óìíîæåíèåòî Tb = T ◦2 B íà òåíçîð îò òðåòè ðåä è ìàòðèöà.
Ïðåäñòàâÿíå ñ îáõîæäàíå ïî ïúðâàòà è ïî òðåòàòà ðàçìåðíîñò íà T.

Ôèãóðà Ï.5. Óìíîæåíèåòî Tc = T ◦3 C íà òåíçîð îò òðåòè ðåä è ìàòðèöà.
Ïðåäñòàâÿíå ñ îáõîæäàíå ïî ïúðâàòà è ïî âòîðàòà ðàçìåðíîñò íà T.
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Â íÿêîè ñëó÷àè îïèñàíîòî óìíîæåíèå ñå èçâúðøâà ìåæäó òåíçîðà
è íÿêîëêî ìàòðèöè ïî ðàçëè÷íè íåãîâè ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, àêî T
ñå óìíîæè ñ A ïî ïúðâàòà ðàçìåðíîñò è ñ B ïî âòîðàòà, ðåçóëòàòúò å
Tab ∈ Rh×h×s. Äåéñòâèåòî ñå çàïèñâà òàêà:

Tab = T ◦1 A ◦2 B.

Ôèãóðà Ï.6. Ñâèâàùîòî ïîâåêòîðíî óìíîæåíèå Ta = T◦̄13A íà òåíçîð îò
òðåòè ðåä è ìàòðèöà

Ñâèâàùî ïîâåêòîðíî óìíîæåíèå íà òåíçîð è ìàòðèöà

Äðóãèÿò òèï óìíîæåíèå å âúâåäåíî â ìîíîãðàôèÿòà çà îïðîñòÿâàíå
íà èçëîæåíèåòî. Òî å ò.íàð. ñâèâàùî ïîâåêòîðíî óìíîæåíèå íà òåíçîð
è ìàòðèöà è å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà Ï.6. Íàðå÷åíî å ½ñâèâàùî�, ïîíåæå
ðåçóëòàòúò îò íåãî å òåíçîð, íà êîéòî åäíà îò ðàçìåðíîñòèòå ñå ðåäóöè-
ðà äî 1. Ïîâåêòîðíî å, òúé êàòî åëåìåíòèòå íà ðåçóëòàíòíèÿ òåíçîð ñà
ïîëó÷åíè îò ïîâåêòîðíî (ñêàëàðíî) óìíîæåíèå íà ñòúëáîâåòå íà ìàòðè-
öàòà è îïðåäåëåíè âåêòîðè íà òåíçîðà.

Ïðåäè äà ñå äåôèíèðà òîâà óìíîæåíèå, íåêà ñúñ ñèìâîëà `•' ñå îçíà÷è
ïîâåêòîðíîòî óìíîæåíèå íà ìàòðèöè. Òàêà, àêî A ∈ Rs×q è B ∈ Rs×q,
òî c = A •B å âåêòîð ñ åëåìåíòè, êîèòî ñà ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ íà
ñòúëáîâåòå íà A è B. Ñ äðóãè äóìè

cj = AT
.jB.j , çà j = 1, q,

êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà Ï.7. Ïî òîçè íà÷èí ìîæå äà ñå çàïèøå
äåéñòâèåòî:

Ta,.i21 = A • T.i2., çà i2 = 1, r, (3.96)

â ðåçóëòàò íà êîåòî ñå ïîëó÷àâà âåêòîðúò Ta,.i21 ∈ Rq.
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Ôèãóðà Ï.7. Ïîâåêòîðíî ñêàëàðíî óìíîæåíèå íà ìàòðèöè.

Ðàçìåðíîñòèòå íà ìàòðèöàòà òðÿáâà äà ñúâïàäàò ñ äâå îò ðàçìåðíîñ-
òèòå íà òåíçîðà. Òúé êàòî T ∈ Rq×r×s, à îòòàì T.i2. ∈ Rq×s è ïîíåæå
óìíîæåíèåòî ñå èçâúðøâà ñïðÿìî òðåòàòà ðàçìåðíîñò, êîÿòî â (3.96) ñå
ðåäóöèðà äî 1, òî å íåîáõîäèìî A äà å A ∈ Rq×s. Îòíîâî òåíçîðúò ñå
çàïèñâà ïðúâ, à ìàòðèöàòà òàêà, ÷å âòîðàòà �è ðàçìåðíîñò äà å ðàâíà íà
ðàçìåðíîñòòà íà òåíçîðà, îòãîâàðÿùà íà áðîÿ íà âåêòîðèòå ìó, êîèòî
ñå óìíîæàâàò ïî òåçè íà A. Îïèñàíîòî äåéñòâèå, êîåòî å îáîáùåíèå íà
(3.96), ñå çàïèñâà êàòî:

Ta = T◦̄13A. (3.97)

Äîëíèÿò èíäåêñ å ðàçìåðíîñòòà, ïî êîÿòî òåíçîðúò ñå ñâèâà (äî 1), à
ãîðíèÿò èíäåêñ å ðàçìåðíîñòòà, îïðåäåëÿùà ñïðÿìî êîÿ ðàçìåðíîñò ñå
èçâúðøâà ñâèâàíåòî. Êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà Ï.6, òàçè ðàçìåðíîñò
å ïúðâàòà (i1-òèÿò ñòúëá íà A ñå óìíîæàâà ïî âñè÷êè âåêòîðè íà ìàò-
ðèöàòà Ti1.. ∈ Rr×s.

Ñàìîñòîÿòåëíî òåíçîðúò Ta ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ìàòðèöà, íî
êîãàòî ó÷àñòâà â èçðàç, ïîíÿêîãà å âàæíà íåãîâàòà ïúëíà ðàçìåðíîñò.
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Ìàëêè ëàòèíñêè áóêâè

aij(q
−1) ïîëèíîìúò, îòðàçÿâàù âëèÿíèåòî íà j-òèÿ èçõîä âúð-

õó i-òèÿ (ij-òè åëåìåíò íà A(q−1)); çà SISO ñèñòåìè
å a(q−1)

aij âåêòîðúò íà ïàðàìåòðèòå íà ij-òèÿ ïîëèíîì â ìàòðè-
öàòà A(q−1)

ai,j âåêòîðúò íà ïàðàìåòðèòå ïðåä ñòåïåíòà q−j íà ïîëè-
íîìèòå îò i-òèÿ ñòúëá íà ìàòðèöàòà A(q−1)

aij,h h-òèÿò ïàðàìåòúð íà ij-òèÿ ïîëèíîì íà A(q−1)

b âåêòîð â îáù âèä

bij(q
−1) ïîëèíîìúò, îòðàçÿâàù âëèÿíèåòî íà j-òèÿ âõîä âúð-

õó i-òèÿ èçõîä (ij-òè åëåìåíò íà B(q−1)); çà SISO ñèñ-
òåìè å b(q−1)

bij âåêòîðúò íà ïàðàìåòðèòå íà ij-òèÿ ïîëèíîì â B(q−1)

bi,j âåêòîðúò íà ïàðàìåòðèòå ïðåä ñòåïåíòà q−j íà ïîëè-
íîìèòå îò i-òèÿ ñòúëá íà ìàòðèöàòà B(q−1)

bij,h h-òèÿò ïàðàìåòúð íà ij-òèÿ ïîëèíîì íà B(q−1)

c ñêàëàð â îáù âèä (îáèêíîâåíî êîíñòàíòà)

cij(q
−1) ïîëèíîìúò, îòðàçÿâàù âëèÿíèåòî íà j-òèÿ îñòàòúê

âúðõó i-òèÿ èçõîä (ij-òè åëåìåíò íà C(q−1)); çà SISO
ñèñòåìè å c(q−1)

cij âåêòîðúò íà ïàðàìåòðèòå íà ij-òèÿ ïîëèíîì â C(q−1)

cij,h h-òè ïàðàìåòúð íà ij-òèÿ ïîëèíîì íà C(q−1)

d äèôåðåíöèàë; çàêúñíåíèå
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di,k ôèêòèâíà ïðîìåíëèâà, îïèñâàùà (íå)ñúâïàäåíèåòî
íà ñòîéíîñòòà íà íåìåòðè÷íà ïðîìåíëèâà â k-òèÿ
òàêò ñ íåéíàòà i-òà âúçìîæíà ñòîéíîñò

e ℓ(N −n)-ìåðíèÿò âåêòîð îò ñòîéíîñòèòå íà îñòàòúêà
çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå (çà ñòàòè÷íè ñèñòåìè å
ℓN -ìåðåí); îñòàòúêúò â îáù âèä; åêñïîíåíòà

ek ℓ-ìåðíèÿò âåêòîð íà îñòàòúêà â k-òèÿ òàêò

eij,k ncij-ìåðíèÿò âåêòîð íà ðåãðåñîðèòå â k-òèÿ òàêò,
ñâúðçàíè ñ ij-òèÿ ïîëèíîì â C(q−1)

ẽk îñòàòúêúò, êîãàòî å öâåòåí øóì â k-òèÿ òàêò

f ôóíêöèÿ â îáù âèä

fs ÷åñòîòàòà íà äèñêðåòèçàöèÿ â Hz

g ãðàäèåíòúò íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ ∇F(θ)

h ïîìîùåí èíäåêñ

i èíäåêñ (îáèêíîâåíî ñúîòâåòñòâà íà òåêóùèÿ èçõîä);
èíäåêñ íà èòåðàöèÿ (êîãàòî å ãîðåí èíäåêñ â ñêîáè)

j èíäåêñ (îáèêíîâåíî ñúîòâåòñòâà íà ïîðåäåí ôàêòîð
â ðàìêèòå íà ïîëèíîìíà ìàòðèöà)

k äèñêðåòåí ìîìåíò îò âðåìåòî (òàêò)

l(θ, θ̃) ôóíêöèÿòà íà çàãóáèòå â Áåéñîâèÿ ìåòîä

ℓ áðîÿò èçõîäè íà ìîäåëà

m áðîÿò âõîäîâå íà ìîäåëà

n ìàêñèìàëíèÿò ðåä íà ïîëèíîì â ìîäåëà

na, nb, nc ìàêñèìàëíèòå ñòåïåíè íà ïîëèíîìèòå ñúîòâåòíî â
A(q−1), B(q−1) è C(q−1)

nai ìàêñèìàëíàòà ñòåïåí íà ïîëèíîìèòå â i-òèÿ ñòúëá íà
A(q−1) (àíàëîãè÷íî nbi çà B(q−1) è ò.í.)

naij ñòåïåíòà íà ij-òèÿ ïîëèíîì íà A(q−1) (àíàëîãè÷íî
nbij çà B(q−1) è ò.í.)
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nin áðîé ôàêòîðè â ìîäåëà (ïðè ñòúïêîâèòå ìåòîäè çà
èçáîð íà ñòðóêòóðà)

nout áðîé ôàêòîðè èçâúí ìîäåëà (ïðè ñòúïêîâèòå ìåòîäè
çà èçáîð íà ñòðóêòóðà)

p áðîÿò íà ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà (pi � áðîé íà ïàðà-
ìåòðèòå íà i-òèÿ MISO ìîäåë)

p äîâåðèòåëíàòà âåðîÿòíîñò â òåñòîâåòå çà çíà÷èìîñò
íà ôàêòîð â ñòúïêîâèòå àëãîðèòìè

p(θ) ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà ïàðàìåòðèòå

p(θ|y) óñëîâíàòà (àïîñòåðèîðíà) ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëå-
íèå íà ïàðàìåòðèòå

p(y|θ) ôóíêöèÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå (ïëúòíîñòòà íà âåðî-
ÿòíîñòòà çà íàáëþäàâàíå íà äàííèòå ïðè ôèêñèðàíè
ïàðàìåòðè íà ìîäåëà)

q îïåðàòîð çà îòìåñòâàíå íà ñèãíàë âúâ âðåìåòî
(xkq

−i = xk−i)

r ðàíã íà ìàòðèöà; ïîìîùåí èíäåêñ

s ïîìîùåí èíäåêñ

s2x îöåíêà íà äèñïåðñèÿòà íà x

si i-òàòà ñèíãóëÿðíà ñòîéíîñò

t íåïðåêúñíàòî âðåìå

u âõîäúò íà îáåêòà â îáù âèä

uk m-ìåðíèÿò âåêòîð îò âõîäîâåòå íà îáåêòà â k-òèÿ
òàêò

uij,k nbij-ìåðíèÿò âåêòîð íà ðåãðåñîðèòå, ñâúðçàíè ñ ij-
òèÿ ïîëèíîì â B(q−1)

wk ℓ-ìåðíèÿò òåãëîâåí âåêòîð â WLS â k-òèÿ òàêò; ñèñ-
òåìíàòà íåîïðåäåëåíîñò

x ñèãíàë â îáù âèä (ñêàëàðåí èëè âåêòîðåí)
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y ℓ(N − n)-ìåðíèÿò âåêòîð îò ñòîéíîñòèòå íà èçõîäà
íà îáåêòà çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå (çà ñòàòè÷íè
ñèñòåìè å ℓN -ìåðåí); èçõîäúò íà îáåêòà â îáù âèä

yk ℓ-ìåðíèÿò âåêòîð îò èçõîäèòå íà îáåêòà â k-òèÿ òàêò

yij,k naij-ìåðíèÿò âåêòîð íà ðåãðåñîðèòå, ñâúðçàíè ñ ij-
òèÿ ïîëèíîì â A(q−1)

ŷk èçõîäúò íà ìîäåëà

z áðîÿò íà ðåãðåñîðèòå â ìîäåëà

Ãëàâíè ëàòèíñêè áóêâè

A ìàòðèöà â îáù âèä

A(q−1) ℓ× ℓ ìåðíàòà ïîëèíîìíà ìàòðèöà, îòðàçÿâàùà àâòî-
ðåãðåñèÿòà ïî èçõîäà yk

Ai ℓ× ℓ ìåðíàòà ìàòðèöà îò êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíî-
ìèòå â A(q−1) ïðåä ñòåïåíòà q−i

AIC èíôîðìàöèîííèÿò êðèòåðèé íà Àêàéêå (Akaike In-
formation Criterion)

B(q−1) ℓ×m ìåðíàòà ïîëèíîìíà ìàòðèöà, îòðàçÿâàùà âëè-
ÿíèåòî íà ïðåäèñòîðèÿòà íà âõîäà uk

Bi ℓ×m ìåðíàòà ìàòðèöà îò êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíî-
ìèòå â B(q−1) ïðåä ñòåïåíòà q−i

BIC Áåéñîâèÿò èíôîðìàöèîíåí êðèòåðèé (Bayesian In-
formation Criterion)

C(q−1) ℓ× ℓ ìåðíàòà ïîëèíîìíà ìàòðèöà, îòðàçÿâàùà âëèÿ-
íèåòî íà ïðåäèñòîðèÿòà íà îñòàòúêà ek

Ci ℓ× ℓ ìåðíàòà ìàòðèöà îò êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíî-
ìèòå â C(q−1) ïðåä ñòåïåíòà q−i

Cp ñòàòèñòèêàòà íà Ìàëîó (Malloy Statistics èëè Malloy
Cp)

D èíäåêñúò íà ðàçëè÷èå (Diversity Index)
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E N−n×ℓ-ìåðíàòà ìàòðèöà îò ñòîéíîñòèòå íà îñòàòúêà
çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå (çà ñòàòè÷íè ñèñòåìè å
N × ℓ-ìåðíà ìàòðèöà)

E−i N−n×ℓ-ìåðíàòà ìàòðèöà îò ñòîéíîñòèòå íà îñòàòúêà
îò n + 1 − i-òèÿ äî N − i-òèÿ òàêò çà èíòåðâàëà íà
íàáëþäåíèå

F ìàòðèöàòà íà Ôèøåð

F òåíçîðúò îò ìàòðèöèòå íà Ôèøåð; F-ðàçïðåäåëåíèå

F−j ÷àñòè÷íàòà F-ñòàòèñòèêà, îòðàçÿâàùà âëîøàâàíåòî
íà ìîäåëà ïðè ïðåìàõâàíå íà j-òèÿ ôàêòîð

F+j ÷àñòè÷íàòà F ñòàòèñòèêà, îòðàçÿâàùà ïîäîáðåíèåòî
íà ìîäåëà ïðè äîáàâÿíå íà j-òèÿ ôàêòîð

F öåëåâàòà ôóíêöèÿ (F(Θ) èëè F(θ))

G ãðàäèåíòíàòà ìàòðèöà ∇F(Θ)

H Õåñèàíúò ∇2F(θ)

I åäèíè÷íà ìàòðèöà (I è In)

J ßêîáèàíúò íà ãðåøêàòà

Lθ ôóíêöèÿòà íà ïðàâäîïîäîáèå

Lθ,k ïðèíîñúò íà k-òîòî íàáëþäåíèå êúì ôóíêöèÿòà íà
ïðàâäîïîäîáèå

Ly(ω) ëîãàðèòìè÷íàòà àìïëèòóäíî÷åñòîòíà õàðàêòåðèñòè-
êà

M ìàòðèöà â îáù âèä

M(q−1) ïîëèíîìíà ìàòðèöà â îáù âèä

M{} îïåðàòîðúò çà ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå

N áðîÿò íàáëþäåíèÿ

N íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå

On ÷ëåíîâå îò n-òè è ïî-âèñîê ðåä

P êîâàðèàöèîííàòà ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå
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P òåíçîðúò îò êîâàðèàöèîííèòå ìàòðèöè

Q îðòîãîíàëíàòà ìàòðèöà â QR äåêîìïîçèöèÿòà

R ãîðíîòðèúãúëíàòà ìàòðèöà â QR äåêîìïîçèöèÿòà

Rx àâòîêîðåëàöèîííàòà ôóíêöèÿ íà ñêàëàðíèÿ ñèãíàë x

Rxy âàçèìîêîðåëàöèîííàòà ôóíêöèÿ íà ñèãíàëèòå x è y

R2 êîåôèöèåíòúò íà îïðåäåëåíîñò/äåòåðìèíàöèÿ (coe�-
cient of determination)

R2
a êîðèãèðàíèÿò êîåôèöèåíò íà îïðåäåëåíîñò (adjusted

R2)

R ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà

Rn ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå n-ìåðíè âåêòîðè

Rm×n ìíîæåñòâîòî íà m× n-ìåðíèòå ìàòðèöè

Rm×n
s (q−1) ìíîæåñòâîòî íà m × n-ìåðíèòå ïîëèíîìíè ìàòðèöè

ñ ïîëèíîìè ïî ñòåïåíèòå íà q−1 îò ðåä ìàêñèìóì s

S äèàãîíàëíàòà ìàòðèöà, ñúäúðæàùà ñèíãóëÿðíèòå
ñòîéíîñòè (â SVD äåêîìïîçèöèÿòà)

Sx äèàãîíàëíàòà ìàòðèöà, ñúäúðæàùà ñòàíäàðòíèòå îò-
êëîíåíèÿ íà êîìïîíåíòèòå íà âåêòîðà x

SC Øâàðö êðèòåðèÿò (Schwarz Criterion), íàðè÷àí îùå
Áåéñîâ èíôîðìàöèîíåí êðèòåðèé (BIC)

SSE ñóìàòà îò êâàäðàòèòå íà ðàçëèêàòà ìåæäó èçõîäà íà
îáåêòà è íà ìîäåëà (Error Sum of Squares)

SSR ñóìàòà îò êâàäðàòèòå íà öåíòðèðàíèÿ èçõîä íà ìî-
äåëà (Regression Sum of Squares)

SST ñóìàòà îò êâàäðàòèòå íà öåíòðèðàíèÿ èçõîä íà îáåê-
òà (Total Sum of Squares)

T òåíçîð â îáù âèä

Ts ïåðèîä íà äèñêðåòèçàöèÿ

U îðòîãîíàëíà ìàòðèöà â SVD äåêîìïîçèöèÿòà
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U−i N − n×m-ìåðíàòà ìàòðèöà îò ñòîéíîñòèòå íà âõîäà
îò n + 1 − i-òèÿ äî N − i-òèÿ òàêò çà èíòåðâàëà íà
íàáëþäåíèå

V îðòîãîíàëíà ìàòðèöà â SVD äåêîìïîçèöèÿòà

VAF ïîêàçàòåëÿò íà îò÷åòåíàòà âàðèàöèÿ (Variance
Accounted For)

VIF ïîêàçàòåë, íàðå÷åí ôàêòîð íà èçêóñòâåíî íàðàñòâàíå
íà âàðèàöèÿòà (Variance In�ation Factor)

VoI ïîêàçàòåë, íàðå÷åí ñòåïåí íà èíôîðìàòèâíîñò (Value
of Information)

W òåãëîâíàòà ìàòðèöà â WLS

W òåãëîâíèÿò òåíçîð â WLS

WoE òåãëîòî íà äîñòîâåðíîñò (Weighted of Evidence)

X ìàòðèöà â îáù âèä

Y ìàòðèöà â îáù âèä

Y N −n× ℓ-ìåðíàòà ìàòðèöà îò ñòîéíîñòèòå íà èçõîäà
çà èíòåðâàëà íà íàáëþäåíèå (çà ñòàòè÷íè ñèñòåìè å
N × ℓ-ìåðíà ìàòðèöà)

Y−i N −n× ℓ-ìåðíàòà ìàòðèöà îò ñòîéíîñòèòå íà èçõîäà
îò n + 1 − i-òèÿ äî N − i-òèÿ òàêò çà èíòåðâàëà íà
íàáëþäåíèå

Z èíñòðóìåíòàëíàòà ìàòðèöà â IV

Z ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå ÷èñëà

Ìàëêè ãðúöêè áóêâè

α (aplha) ñêàëàð â îáù âèä (îáèêíîâåíî ïðèåìàù ãîëåìè ñòîé-
íîñòè); úãúë

β (beta) úãúë

γ (gamma) ãðàäèåíòúò íà ïðèíîñà êúì öåëåâàòà ôóíêöèÿ â ðî-
áàñòåí îöåíèòåë
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ε (epsilon) ñëó÷àéíà âåëè÷èíà

ζ (zeta) ïðèíîñúò êúì öåëåâàòà ôóíêöèÿ â ðîáàñòåí îöåíèòåë

η (eta) âõîäíàòà íåîïðåäåëåíîñò (η ∈ Rm e ðàçëèêàòà ìåæäó
óïðàâëåíèåòî, èç÷èñëåíî îò ðåãóëàòîðà, è âúçäåéñò-
âèåòî, ôîðìèðàíî îò ðåãóëèðàùèÿ îðãàí; ñìóùåíèÿ
îò îêîëíàòà ñðåäà, íàâëèçàùè ïî êàíàëà íà óïðàâëå-
íèåòî; íåîïðåäåëåíîñò, ïðèâåäåíà êúì âõîäà)

θ (theta) p-ìåðíèÿò âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà

θ̂ âåêòîðúò íà îïòèìàëíèòå îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå

θ̃ ðàçëèêàòà ìåæäó îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè è òåõíèòå
îöåíêè

θ∗ îïòèìàëíèòå (íåèçâåñòíè) ïàðàìåòðè

θi i-òèÿò åëåìåíò íà âåêòîðà θ

θa àïðèîðíèÿò âåêòîð íà ïàðàìåòðèòå

θi pi-ìåðíèÿò âåêòîð îò ïàðàìåòðèòå íà i-òèÿ MISO ìî-
äåë

λ (lambda) ïàðàìåòúðúò â ðåãóëÿðèçàöèÿòà íà Òèõîíîâ

ν (nu) èçõîäíàòà íåîïðåäåëåíîñò (ν ∈ Rℓ å øóì îò èçìåð-
âàíå íà èçõîäà è ñìóùåíèÿ, âëèÿåùè äèðåêòíî íà
èçõîäà)

ξ (ksi) íåîïðåäåëåíîñòòà â ñèñòåìàòà, ïðèâåäåíà êúì èçõîäà
(ξ ∈ Rℓ íå çàâèñè îò êîíêðåòåí ìîäåë çà ðàçëèêà îò
e)

π (pi) êîíñòàíòàòà ïè

ρ (ro) êîðåëàöèîíåí êîåôèöèåíò (êîåôèöèåíò íà Ïèúðñúí)
â îáù âèä

ρx êîðåëàöèîííèÿò êîåôèöèåíò íà âåêòîðíèÿ ñèãíàë
x ∈ Rm (ρx ∈ Rm×m � ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà)

ρxy êîðåëàöèîííèÿò êîåôèöèåíò ìåæäó x è y (àêî x ∈
Rm è y ∈ Rn, òî ρxy ∈ Rm×n)
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ρy|x ìíîæåñòâåíèÿò êîðåëàöèîíåí êîåôèöèåíò, îòðàçÿ-
âàù âðúçêàòà ìåæäó âåêòîðíèÿ ñèãíàë x ∈ Rm è
ñêàëàðíèÿ ñèãíàë y (äðóã çàïèñ å ρy|x1,...,xm

)

σ (sigma) ñòàíäàðòíî îòêëîíåíèå â îáù âèä

σx ñòàíäàðòíîòî îòêëîíåíèå íà ñèãíàëà x

σ2
x äèñïåðñèÿòà íà x (êîãàòî x å ñêàëàð, âåêòîð èëè ìàò-

ðèöà è σ2
x å ñúîòâåòíî ñêàëàð, âåêòîð èëè ìàòðèöà)

τ (tau) òîëåðàíñ (íàïðèìåð τF , τθ, τe, τs è äð.) â óñëîâèåòî
çà ñïèðàíå íà èòåðàòèâíèòå àëãîðèòìè è ñòúïêîâàòà
ðåãðåñèÿ

υ (upsilon) ñòåïåíè íà ñâîáîäà

φk (phi) âåêòîðúò íà ðåãðåñîðèòå (ôàêòîðèòå) â k-òèÿ òàêò

φi,k âåêòîðúò íà ðåãðåñîðèòå íà i-òèÿ MISO ìîäåë â k-òèÿ
òàêò

χ2 õè-êâàäðàò ðàçïðåäåëåíèå

ω (omega) ÷åñòîòàòà â rad/s íà õàðìîíèê

ωs ÷åñòîòàòà íà äèñêðåòèçàöèÿ

Ãëàâíè ãðúöêè áóêâè

Θ z × ℓ-ìåðíàòà ìàòðèöà íà ïàðàìåòðèòå

Θ̂ ìàòðèöàòà íà îïòèìàëíèòå îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå

Θ̃ ðàçëèêàòà ìåæäó îïòèìàëíèòå ïàðàìåòðè è òåõíèòå
îöåíêè

Θ∗ îïòèìàëíèòå (íåèçâåñòíè) ïàðàìåòðè

Σ êîâàðèàöèîííà ìàòðèöà â îáù âèä

Σx m×m-ìåðíàòà êîâàðèàöèîííà ìàòðèöà íà âåêòîðíèÿ
ñèãíàë x ∈ Rm

Σxy m×n-ìåðíàòà êîâàðèàöèîííà ìàòðèöà íà âåêòîðíèòå
ñèãíàëè x ∈ Rm è y ∈ Rn
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Σx N−n×N−n èëè ℓ(N−n)×ℓ(N−n)-ìåðíàòà êîâàðèà-
öèîííà ìàòðèöà íà âåêòîðíèÿ ñèãíàë x çà èíòåðâàëà
íà íàáëþäåíèå

Φ N − n × z-ìåðíàòà ìàòðèöà íà äàííèòå (ôàêòîðèòå,
ðåãðåñîðèòå)

Φk ℓ× p-ìåðíàòà ìàòðèöà íà ðåãðåñîðèòå â k-òèÿ òàêò

Ω ìíîæåñòâîòî íà îïòèìàëíèòå îöåíêè íà ïàðàìåòðèòå
ïðè íàëè÷èå íà ëèíåéíî çàâèñèìè ôàêòîðè

Äðóãè ñèìâîëè

♢ êðàé íà ïðèìåð

∂ ÷àñòåí äèôåðåíöèàë

≈ å ïðèáëèçèòåëíî ðàâíî íà

∝ å ïðîïîðöèîíàëíî íà

≡ ñúâïàäà ñ

̸= å ðàçëè÷íî îò

∈ ïðèíàäëåæè íà

⊆ å ïîäìíîæåñòâî íà èëè ñúâïàäà ñ

⊂ å ïîäìíîæåñòâî íà

∃ ñúùåñòâóâà

⇔ å åêâèâàëåíòíî íà

← ñå çàìåñòâà ñ

× óìíîæåíèå, çàäàâàíå íà ðàçìåðíîñò íà ìàòðèöè è
òåíçîðè

∞ áåçêðàéíîñò

⊗ óìíîæåíèå íà Êðîíåêåð
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∗ ïîåëåìåíòíî óìíîæåíèå íà âåêòîðè è ìàòðèöè (íàï-
ðèìåð, àêî A,B ∈ Rm×n, òî A ∗B = C ∈ Rm×n, êàòî
cij = aijbij)� ïîåëåìåíòíî äåëåíèå íà âåêòîðè è ìàòðèöè (íàïðè-
ìåð, àêî A,B ∈ Rm×n, òî A � B = C ∈ Rm×n, êàòî
cij =

aij

bij
)

◦i óìíîæåíèå ìåæäó òåíçîð è ìàòðèöà, ñïðÿìî íåãîâà-
òà i-òà ðàçìåðíîñò (âèæ Ïðèëîæåíèåòî)

◦̄ji ñâèâàùî ïîâåêòîðíî òåíçîðíî óìíîæåíèå (âèæ Ïðè-
ëîæåíèåòî)

• ïîâåêòîðíî óìíîæåíèå íà ìàòðèöè (âèæ ïðèëîæåíè-
åòî)

∇ îïåðàòîðúò (íàáëà) ∇x = [ ∂
∂x1

∂
∂x2

. . . ∂
∂xn

] çà äå-
ôèíèðàíå íà ãðàäèåíò (àêî àðãóìåíòúò å ìàòðèöà, òî
[∇x]ij =

∂
∂xij

)∑
ñóìà∏
ïðîèçâåäåíèå

1n âåêòîð îò åäèíèöè ñ ðàçìåðíîñò n

0m×n íóëåâà ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò m× n

AT òðàíñïîíèðàíàòà ìàòðèöà íà ìàòðèöàòà A

Ai. i-òèÿò ðåä íà ìàòðèöàòà A (A.j å j-òè ñòúëá íà A).
Àêî A å òåíçîð, òî Ai1.., A.i2., A..i3 ñà ìàòðèöè, à
Ai1i2., Ai1.i3 , A.i2i3 ñà âåêòîðè.

[A]ij ij-òèÿò åëåìåíò íà ìàòðèöàòà A. Àêî A å òåíçîð, òî
[A]i1i2i3 å i1i2i3-òèÿò åëåìåíò íà òåíçîðà.

∥x∥2 2-íîðìàòà íà âåêòîðà x (íàïðèìåð ∥x∥2 =
√
xTx =√

x2
1 + x2

2 + ...+ x2
n)

∥A∥F Ôðîáåíèóñ íîðìàòà íà ìàòðèöà A (íàïðèìåð ∥A∥F =√
a211 + a212 + ...+ a2nn)

∥A∥W ïðåòåãëåíàòà 2-íîðìà íà âåêòîðà x (íàïðèìåð

∥x∥W =
√
xTWx)



314 Îçíà÷åíèÿ

⌊a⌋ íàé-ãîëÿìîòî öÿëî ÷èñëî, ïî-ìàëêî èëè ðàâíî íà a

|a| àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò íà a

condA ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò íà A

const êîíñòàíòà

cov(x, y) âçàèìíàòà êîâàðèàöèÿ ìåæäó ñèãíàëèòå x è y (àêî
x ∈ Rm è y ∈ Rn, òî cov(x, y) ∈ Rm×n)

cov x àâòîêîâàðèàöèÿòà íà âåêòîðíèÿ ñèãíàë x

detA äåòåðìèíàíòàòà íà A

diagA âåêòîðúò (ñòúëá) ñ åëåìåíòè, ðàâíè íà åëåìåíòèòå ïî
äèàãîíàëà íà A

diag a äèàãîíàëíàòà ìàòðèöà ñ åëåìåíòè ïî äèàãîíàëà, ðàâ-
íè íà åëåìåíòèòå íà âåêòîðà a

diag(a1, ..., an) äèàãîíàëíàòà ìàòðèöà ñ åëåìåíòè ïî äèàãîíàëà, ðàâ-
íè íà ñêàëàðèòå ai

diag(A1, ..., An) áëîêäèàãîíàëíàòà ìàòðèöà ñ áëîêîâå ïî äèàãîíàëà,
ðàâíè íà ìàòðèöèòå Ai

meanx, x̄ ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà x (êîãàòî x å ñêàëàðåí, âåê-
òîðåí èëè ìàòðè÷åí ñèãíàë è x̄ å ñúîòâåòíî ñêàëàð,
âåêòîð èëè ìàòðèöà)

lim ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

medianx ìåäèàíàòà íà x

modex ìîäàòà íà x

rankA ðàíãúò íà A

rangeA îáðàçúò íà A (ïðîñòðàíñòâîòî, â êîåòî ñòúëáîâåòå íà
A ôîðìèðàò áàçèñ)

sumA ñóìàòà îò âñè÷êè åëåìåíòè íà âåêòîðà/ìàòðèöàòà A

trA ñëåäàòà íà A (ñóìà îò äèàãîíàëíèòå åëåìåíòè)

vecA âåêòîðúò ñúñ ñòðóêòóðà vecA = [AT
.1 AT

.2 . . . AT
.n]

T ,
çà A ∈ Rm×n



Ñúêðàùåíèÿ

ÁØ áÿë øóì

ÄÁØ äèñêðåòåí áÿë øóì

ÄÓ äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

ÈÈÄ èçâëè÷àíå íà èíôîðìàöèÿ îò äàííèòå (Data mining)

ËÀ×Õ ëîãàðèòìè÷íà àìïëèòóäíî÷åñòîòíà õàðàêòåðèñòèêà

ÖØ öâåòåí øóì

AR àâòîðåãðåñèîíåí ìîäåë (AutoRegressive model)

ARARMAX àâòîðåãðåñèîíåí ìîäåë ñ âúíøåí âõîäåí ñèãíàë è ôîðìèðàù
ôèëòúð îò òèï àâòîðåãðåñèÿ ïúëçÿùî ñðåäíî (AutoRegressive
model with eXogenous input with AutoRegressive Moving Average
noise model)

ARARX àâòîðåãðåñèîíåí ìîäåë ñ âúíøåí âõîäåí ñèãíàë è ôîðìè-
ðàù ôèëòúð îò òèï àâòîðåãðåñèÿ (AutoRegressive model with
eXogenous input with AutoRegressive noise model)

ARMAX àâòîðåãðåñèîíåí ìîäåë ñ âúíøåí âõîäåí ñèãíàë è ôîðìèðàù
ôèëòúð îò òèï ïúëçÿùî ñðåäíî (AutoRegressive model with
eXogenous input with Moving Average noise model)

ARX àâòîðåãðåñèîíåí ìîäåë ñ âúíøåí âõîäåí ñèãíàë (AutoRegressive
model with eXogenous input)

BLUE íàé-äîáúð ëèíååí íåèçìåñòåí îöåíèòåë (Best Linear Unbiased
Estimator)

CPU öåíòðàëåí ïðîöåñîð (Central Processing Unit)

ELS ìåòîä íà ðàçøèðåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè (Extended Least
Squares)

EVD äåêîìïîçèöèÿ ïî ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè (Eigenvalue Decomposi-
tion)
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GLS ìåòîä íà îáîáùåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè (Generalized Least
Squares)

GPU ãðàôè÷åí ïðîöåñîð (Graphical Processing Unit)

IV ìåòîä íà èíñòðóìåíòàëíèòå ïðîìåíëèâè (Instrumental Variable)

LOO K-êðàòíà êðîñâàëèäàöèÿ � ãðàíè÷eí ñëó÷àé (Leave One Out)

LS ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè (Least Squares)

MA ìîäåë îò òèï ïúëçÿùî ñðåäíî (Moving Average)

MAP ìåòîä íà ìàêñèìàëíàòà àïîñòåðèîðíà ïëúòíîñò (Maximum A-
Posteriori)

MDS ñîôòóåð çà åêñïåðèìåíòàëíî ìîäåëèðàíå íà êîìïàíèÿòà ½Åêñ-
ïèðèúí� (Model Development Studio)

ML ìåòîä íà ìàêñèìàëíîòî ïðàâäîïîäîáèå (Maximum Likelihood)

NGLS ìåòîä íà íåëèíåéíèòå îáîáùåíè íàé-ìàëêè êâàäðàòè (Nonlinear
Generalized Least Squares)

NLS íåëèíååí ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè (Nonlinear Least Squa-
res)

NWLS ìåòîä íà íåëèíåéíèòå ïðåòåãëåíè íàé-ìàëêè êâàäðàòè
(Nonlinear Weighted Least Squares)

QR QR äåêîìïîçèöèÿ

R ñòàòèñòè÷åñêè ñîôòóåð (îò ïúðâàòà áóêâà íà ñúçäàòåëèòå ìó
Robert Gentleman è Ross Ihaka)

RobLS ðîáàñòåí ìåòîä íà íàé-ìàëêè êâàäðàòè (Robust Least Squares)

SAS ñòàòèñòè÷åñêè ñîôòóåð (Statistical Analysis System)

SLE ïðàãúò íà çíà÷èìîñò çà äîáàâÿíå íà ôàêòîðè τe â ñòúïêîâ àë-
ãîðèòúì çà èçáîð íà ñòðóêòóðàòà (Signi�cance Level to Enter)

SLS ïðàãúò íà çíà÷èìîñò çà ïðåìàõâàíå íà ôàêòîðè τs â ñòúïêîâ
àëãîðèòúì çà èçáîð íà ñòðóêòóðàòà (Signi�cance Level to Stay)

SPSS ñòàòèñòè÷åñêè ñîôòóåð (Statistical Product and Service Soluti-
ons)

SVD äåêîìïîçèöèÿ ïî ñèíãóëÿðíè ñòîéíîñòè (Singular Value Decom-
position)

WLS ìåòîä íà ïðåòåãëåíèòå íàé-ìàëêè êâàäðàòè (Weighted Least
Squares)
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